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HYBRYDOWA METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH
W ZASTOSOWANIU DO OBLICZEN DRGAN URZADZEN OKRETOWYCH

EDMUND WITTBRODT (GDANSK)

W pracy omowiono metode pozwalajaca na zastgpowanie rzeczywistych konstrukeji modelem
zlozonym zardéwno ze sztywnych jak i odkszialcalnych elementéw skoficzonych, Ze wzgledu na
‘wystgpowanie obydwu rodzajow elementédw skoficzonych nazwano ja metoda hybrydowa. Wypro-
wadzono réwnanie ruchn modelu obliczeniowego oraz zaproponowana stosowanie jego do obliczen
drgan urzadzefi okrgtowych sprezyicie mocowanych do odksztalealnych platform. Metode opra-
cowano pod katem zastosowania eclektroniczne] techniki obliczeniowej.

.

1. WST]_@P

Hybrydows metoda elementéw skoficzonych nazwano metode, w ktérej
model obliczeniowy skiada si¢ z mieszanych (odksztalcalnych i sztywnych) ele-
mentéw skonczonych. Dotychezas stosowano dwie metody: metode odksztaleal-
nych elementéw skoniczonych [8 i 9] oraz metodg sztywnych elementéw skoficzonych
[1,2,3,4,516]. Pierwsza jest wygodna w obliczeniach ukladéw plytowych i powlo-
kowych, natomijast druga -— w obliczeniach ukladéw zlozonych ze sztywnych bryk,
jak réwniez ukiadéw pretowych, jezeli w tych ostatnich ma by¢ uwzgledniany wplyw
sit stycznych oraz energia kinetyczna ruchu obrotowego. Rozszerzeniem mozliwosci
wspomnianych metod jest przedstawiona w niniejszym artykule metoda hybrydowa.
Metoda ta jest wygodna w obliczeniach statycznych i dynamicznych konstrukeiji
plytowo-brylowych, plytowo-pretowych, powlokowo-brylowych itp,

Zaproponowano zastosowanic jej do obliczeni drgan urzadrefi ustawionych
sprezyscie na odksztalcalnych platformach, zwanych platformami plywajgcymi
{«floating rafts», rys. 1). Tego rodzaju rozwiazania konstrukcyjne nabierajg ostatnio
coraz wigkszego znaczenia ze wzgledu na konieczno$¢ obnizania poziomu drgan
i halasu w pomieszczeniach, w ktorych przebywaja ludzie. Zagadnienie to jest szcze-
golnie istotne w konstrukcjach okretowych. Drgania w pasmie czestodcl akustycz-
nych (wymuszane przez zespoly pradotworcze, sprezarki, pompy itp.) moga przeno-
si¢ sie droga strukturalna, przez komstrukcje stalows kadhiba na caly statek.

W celu obniZenia poziomu drgan zastosowano w przemyéle okretowym opisane
powyzej rozwigzanie dla dwustopniowego odizolowywania Zrodet argaﬁ od kadluba.
Podktadki gumowe (rys. 1) umieszczone sg zaréwno pod rama fundamentows
poszezegdlnych mechanizmdw jak 1 pod platforma. Celowosé stosowania takich
konstrukcji potwierdzily pomiary wykonane na statku badawczym «Profesor
Siedleckix, gdzie poziom hataséw w maszynowni byl znacznie nizszy niz na statkach
tego typu o rozwigzaniach konwencjonalnych.
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Platformy plywajace z urzadzeniami pomocniczymi maja jednak geste widmo-
czestodci drgan wlasnych. Nalezy wige tak dobieraé parametry konstrukeji, aby
czesto§el te nie pokrywaly sig z czesto§ciami wymuszen, pochodzacymi od samych

Zespoty pradoiwdreze
AN

Pogktadki

‘Odkszl‘&fmlna ﬁlaff"orma

Rys., 1. Platforma «plywajgca» Z trzema zespotami pradotworczymi

urzadzen lub od drgad kadluba. W tym celu naleZy przeprowadzi¢ obliczenia
czestosei drgah wiasnych i odpowiadajgcych im postaci metodami mozliwie naj-
doktadnigjszymi. Dotychczas do tego celu stosowano dwie metody: 1) meton
«sib» oraz 2) metodg sztywnych elementow skoficzonych.

Opierajgc sig na metodzie «siby opracowano algorytm obliczeri drgan platformy
z urzgdzeniami [7]. Zastosowano w nim jednak uklad plaski, zastepujac platforme
belka o skupionych masach. Tak przyjety model jest zbyt «grubym» przyblizeniem
rzeczywiste] konstrukeji,

W algorytmie opartym na metod21e sztywnych elementow skonczonych wpraw-

dzie mozna si¢ postugiwaé modelem przestrzennym [3 i 5], jednak ze wzgledu na
brak ciagloéci odksztalceni na krawedziach elementdw plyty nalezy sig spodziewaé
znacznych bleddw. :
- W niniejszej pracy zaproponowano obliczanie czqstosm drgan whasnych plat-
formy «plywajacej» hybrydowa metoda elementéw skothczonych. Platforme dzieli
si¢ na odkszialcalne elementy skoficzone, a urzadzenia, majace zwykle zwarta kon-
strukcje, zastepuje sig szfywnymi elementami skofAczonymi.

Tablica 1
Metoda OES Metoda SES
.. | Metoda scista i g T
Nr czestosei [oke/S] - Crestosé drgark | Blad | Crestosé drgan | Blad
wiasnych [okr/S]] [%] |wlasaych [okr/S1| [%4]
1 846 326 2,6 877 —-37
2 3638 3728 —2.5 —_ —
3 5266 5157 2,1 4830 8,3
4 11870 12055 —1,0 9300 21,5

Aproksymacja platformy elementami odksztatcalnymi, w stosunku do aproksy-
magcji elementami sztywnymi, daje dokladniejsze wyniki obliczest, co przedstawiono
.na przyktadzie izotropowej ptyty wspornikowej [9] (tablica 1). W przykladzie zasto-
sowano kryterinm jednakowej liczby stopni swobody.
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W przypadku gdybySmy kazde urzadzenie modelowali jednym odksztafcalnym
«clementem skoficzonym o o$miu wezlach w narozach, posiadatoby ono w ukladzie
przestrzennym 48 stopni swobody. Sztywno§é elementu aproksymujacego urzadze-
nie bedzie o kilka rzedéw wieksza od sztywnoéci pozostalych elementéw ukladu,
o ujemnie wplywa na doldadnos$é obliczen numerycznych. Z kolei aproksymacija
rzeczywistego polgczenia urzadzenia z platforma «plywajaca» bedzie «sztucznay.
Natomiast przyjecie, ze model urzadzenia jest sztywnym elementem skoficzonym
-0 szefcine stopniach swobody w ukladzie przestrzennym i jest dotaezony do plyty
Za pomocy elementdw sprezysto-tlumiacych ma duze zalety: 1) model obliczeniowy
ultadu rzeczywistego otrzymuie sie w bardzo prosty sposéb, 2) model obliczeniowy
ma mmiejszg liczbg stopni swobody.

2. MODEL OBLICZENIOWY

Model obliczeniowy (rys. 2) jest ukladem skladajacym si¢ z @, sztywnych ele-
mentdéw skoficzonych, #, odksztalcalnych elementéw skonczonych, » elementéw
spreZysto-thamigeych i % wezldw. Elementy sprezysto-tlumiace laczg sztywne ele-

Podukiad o aganym obcigzeniu

—
/ \ Poduktad o danym ruch

) RN A

-\, s
Poduklad wegjemnych oddziatywari

Rys. 2. Przyklad modelu obliczeniowego ukdadu zlozonego zaréwno ze sztywnych jak i odksztal-
calnych elementdw skoriczonych. W modeln tym #,=5, =3, u.=2, w=12, w=8, w'=4
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menty skoficzone oraz sztywne elementy skonczone z odksztalcalnymi elementami
skoficzonymi. Odksztalcalne elementy skoficzone polaczone sg weztami. Zatozono,
e 1zeczywista konstrukejg dzieli sie w fen sposdb, aby elementy sprezysto-ttumiace,
laczace sztywne elementy skoficzone z odksztalcalnymi, dolaczone byly w weztach.
Kazdy sztywny element skoficzony ma ( stopni swobody, a kazdy wezel {, stopni
swobody.

Z

Vi

Rys. 3. Osie ukladu globalnego (Zs, £, Z5), ukladn lokalnego r-tego SES (71, Zi2, 2ra), ukladum
lokalnego p-tego OES (Zp1, Zy2, Zp3)s OFZ gtowne osic BST (¥rz, Yii, Yea)

W przgjetym modelu mozna zastosowa¢ dowolny rodzaj odksztalcalnych ele-
‘ment'c’)w skoficzonych, opisanych w pracy [9]. Polozenie modelu obliczeniowego
w przestrzeni podawane jest wzgledem globalnego uktadu odniesienia Z,, Z,, Zs,
natomiast polozenie poszezegdlnych sztywnych i odksztalcalnych elementéw skon-
czonych wzglgdem uktadéw lokalnych 2,4, 22, Ze2 {rys. 3). Sa to nieruchome uklady
prostokatne o osiach odpowiednio réwnolegtych do siebie.

_ Uklad globalny jest dowolnie przyiety W przestrzeni, natomiast poczatki ukladéw
lokalnych pokrywaja si¢ ze trodkami mas sztywnych i odksztalcalnych elementow
skoficzonych w stanie réwnowagl. Osie Zu1, Zr2s 23 nie musza by¢, w odréZznieniu
od ogi ukladéw omawianych w pracy [6], gtownymi osiami bezwladnosci sztywnych
elementéw skonczonych.

Takic przyjecie ukladow odniesienia powoduje, Ze przemieszczenia uogolnione
wszystkich sztywnych elementéw skoficzonych 1 wszysikich wezlow s zgodne
z kierunkami osi uktadu globalnego, co ulatwia analize wynikéw, Macierz bezwlad-
noSei ukladu nie jest jednak macierza diagonalna.

Element sprezysto-thumiacy opisany jest w ukladzie 3.1, Viz» Via (tys. 3), ktory
w stanie réwnowagi modelu obliczeniowego pokrywa si¢ z gldwnymi osiami elementu
sprezysto-thumigcego. W rozpatrywanym ukladzie wyodrebniono poduklad o danym
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ruchu, podukiad o danym obciaZzeniu oraz poduktad wrajemnych oddziatywan
(rys. 2). Podukiad o danym obclazenin zawiera u, sztywnych elementéw skoniczonych.
i w weziéw, a podukiad o danym ruchu zawiera u, sztywnych elementéw skonficzo-
nych oraz w’ wezldw. Zachodza wiec nastgpujace zwiazki:

2.0 fy=uctu, W=wiw.

W modelu obliczeniowym sztywne elementy skonczone oray wezly oznaczono
wskaznikiem x, W pierwszej kolejnodci numerowane sq sztywne elementy skoficzone
nalezace do podukiadu o danym obcigzeniu

1< k<,
wezly tego podukiadu
U < K u+w
sztywne elementy skonczone podukladu o danym ruchu
W < < fHtw
i wreszcie wezly nalezace do tego podukiadu
fitw<rd 4w,

Powyiszy sposdb oznaczefi wyjasniono dodatkowo na przvkladzie ukladu zlozonego
z pigeiu sztywnych 1 czterech odksztalcalnych elementow skonczonych (rys. 2).

3, PARAMETRY MODELU OBLICZENIOWEGO

Sztywny element skoficzony okreélony jest blokiem wspdlezynnikéw bezwladno-
§ci M. Poniewaz 0si€ 2, Z2, 2,3 nie sg gldwnymi osiami bezwladnoS$ci, przeto
w odréznieniv od bloku [6, wzor (2.1)] metody sztywnych elementdéw skoficzonych
nie jest on blokiem diagonalnym, lecz przyjmuje postaé

0 0 0 0 0
w, 0 0 0 0
0 ms O 0 0

3.1 M, =| ;
{ ) . 0 0 Irzl _Drza ”‘Drzz

Q 0 _DJ'23 Irzz F"Drzl
0 0 _Dr'z2 _Drzl IrzS _

3L
OOOOO:‘:“

gdzie symbole m,,, m,,, M,; oznaczaja masy biorace udziat w ruchn w kierunku osi
Zots Zras Zoz s sty Dpzas Dz Masowe momenty bezwladnodcl wzgledem o8l 2,4, Za, Zea
oraz D1, Dys, Doz masowe momenty dewiacyjne wzgledem ukiadu Zp1s Zozs Zpae

Bloki wspélezynnikow bezwladnodel sztywnych elementdw skoniczonych o liczbie
stopni swobody { <6 uzyskuje si¢ podobnie jak w pracy [6] z blokdéw (3.1),
skre§lajac w nich keolumny i wiersze o numerach odpowiadajgcych wspétrzednym
uogdlnionym, w kierunku ktérych pomijany jest ruch. Bloki te maja wymiar £, x (,.
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Odksztatcalny element skonczony okreslony jest blokiem bezwladnosci [9, str. 289]

(3.2) M,= [ NIpN,dV,
v

blokiem sztywnoéei [9, str. 69, 90 i 103]
(3.3) K= j HYD, H, dV
- v

oraz blokiem tlumienia [9, str. 292]

34 L= [ NfuN.dV,
1 4

gdzie p oznacza pestodé odksztatcalnego clementu skoficzonego, u statg unzalezniong
od wielkosci thumienia materialowego, nzyskang przy zaloreniu, Ze Humienie ma
charakter wiskotyczny; N, macierz funkcji ksztattn, uzalezniajacy wektor przemiesz-
czefi nogdlnionych w dowolnym punkcie r-tego OES od przemieszezen uogdlnionych
jego weztdw; ¥V objetosc odksztatcalnego elementu skoficzonego; H, macierz,
uzalezniajaca wektor wogdlnionych odksztalcen jednostkowych w dowolnym punkcie
rtego OES od przemieszezen uogdlnionych jego wezléw oraz D, macierz whasnosci
sprezystych odksztalcalnego elementa skoficzonego. Sposoby obliczania macierzy
N,, H, i D, podano w pracach [8 i9].

Bloki M., K, i L, odksztatcalnego elementu skoficzonego o numerze s blokami
stopnia w, {,, gdzie w, jest liczba wezlow nalezacych do tego OES.

Element spreZzysto-tlumigcy o numerze k okreslony jest za pomocy bloku
wspGtezynnikéw sztywnosci C; [6, wzdr (2.2)] i bloku wspdlezynnikéw thimienia
B, [6, wzér (2.3)]. ‘ -

Wspélrzedne zamocowania k-tego elementu sprezysto-ttumigcego do  r-tego
sztywnego elementu skoficzonego umieszozone sg w blokach S, [6, wzér (2.10)].

Jezeli element sprezysto-flumigey zamocowany jest do j-tego wezla, to ze wzgledu
na zerowe wymiary tego wezla blok Sy (w ukladzie przestrzennym (,=6) jest ma-
clerza jednostkowsq:

‘(3.5) Sjk -:I.

Bloki wsp6lczynnikéw kierunkowych @, migdzy osiami Vi1, V2, Ys & Osiami
Z., Zs, Z5 okregla sig podobnie jak w pracy 16, wzér (2.8)]. Ze wzglgdn na réwno-
leglo§é odpowiednich osi ulkladow lokalnych 2,1, 22, 2,3 Zzachodza nastepuiace
zwigzki: :

(3.6) Grk=®_pk=9k b ©,=0,=0,

gdzie r, p oznacza numery sztywnych elementéw skofczonych polaczonych k-tym
EST oraz r,j numer SES i numer wezia polaczonych k-tym EST.

Bloki C,, B,, ©,, podobnie jak w pracy [6], sa macierzami szdstego stopnia,
bloki S,, maja wymiar 6x {;, a bloki S, wymiar 6% Lo

Dla ¢, <6 lub {,<6 bloki S, i Sy tworzy si¢ wykreélajac kolumny o numerach
odpowiadajacych mumerom wspélrzednych, w Iderunku ktérych zaniedbywany
Jjest ruch.
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A. WSPOLRZEDNE UOGOLNIONE | SILY UGGOLNIONE

Jako wspéhrzgdne uogdlnione przyjeto przemieszezenia §rodkéw mas sztywnych
elementow skoficzonych i wezléw wzgledem polozenia rownowagi w kierunku osi
Zy1, Zp2s 2,3 OTAZ ich obroty wokoét tych osi. Wspohzgdne te tworzg wektm przemiesz-
czen uogoimonych :

(4. u=colw.}, x=1,2,..,4,+W,

gdzie numeracja blokéw u, jest zgodna z numeracjy opisang w p. 2. Bloki u, sg
blokami przemieszczen nogélnionych sztywnych elementéw skonczonych ([6], rys, 1)
lub wezidw (rys. 4).

[] ]T_T
|2
Bloki &4 slementowe
:}Us
Bloki &, elemeniowe
L s
e Bioki &g elemeniowe
Vagtw
Bloki £p elementowe
(st
Rys. 4. Przemieszezenia i sily uogélnione wezla o nu- Rys. 5. Schemat blokowej postaci
merze j ukladu przestrzennego. Sily uogélnione ozna- wektorow u i f

czono stizatkami zaczernionymi

ObcigZenia, dzialajgce na uvklad zgodnie ze wspoirzednymi uogdlnionymi, sg
sitami uvogolnionymi tworzgcymi wektor

4.2) =coll[f.], w=1,2,.., #+W,

gdzie numeiacja blokow f, jest zgodna z numeracia blokéw wspéhrzednych uogél-
nionych. Bloki £, sq blokami sit vogolnionych, dzialajacych na sztywne elementy
skoficzone (6], rys. 1) lub w wezlach (rys. 4). Postaé blokéw sit nogdlnionych,
dzialajgcych na sztywne elementy skoficzone omdwiono w pracy [6], natomiast sit
uogdlnionych dzialajacych w wezlach — w pracy [9].

Wektory u i f sktadaja si¢ z i, blokéw o {, sk%adowych odpowiadajacych sztyw-
nym elementom skonczonym i W blokéw o ¢, skiadowych, odpowiadajacych weztom
(rys. 5). Wektory te zawierajg 7 skladowych, gdzie

(4.3) ' A=H LWy,

Rozprawy Iniynierskie — 6
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5. ROWNANIA RUCHU

Réwnania rozniczkowe ruchu ukiadu, tak jak w modelu zlozonym tylko ze
sztywnych elementow skoficzonych [6] wyprowadzono z réwnah Lagrange’a dru-
giego rodzaju.

Energie kinetyczna ukladu wyznaczono ze WZOT!

T= 2 T,+ 2 T,
p=1

(5.1)

gdzic T, oznacza energig kjnetycinac SFES o numerze ¢ oraz T, energi¢ kinetyczng

OES o numerze. p. .
Energie kinetyczna SES o numerze r przedstawia sig w postaci formy kwadratowej

1

T.= _2_ ﬁE'Mr{lr s

gdzie u, oznacza blok predkosei nogolnionych sziywnego elementu skoficzonego
o numerze r oraz M, blok wspGlczynnikoéw bezwiadnogci sztywnego elementu

skoficzonego.

(5.2)

Pasmil o Szero-
kosct &5

b Iy Pasma G §78ra-
| ’} o Kostl &g

=
.
=
-

e

.
'rTj

=

Pasma 0 828~
. kosti
s Zs

e
R e AN T i Pasma o sz22ro-
| N 1 g T P H kastt Zp
[ T D [ i L o t
T I I O O N A 177504
If?l US+WL il gt W
‘ A ——
& gk
B oo o & o Lo
o M oM c;,J\ﬂ DJU!
[P} ey Pages N
£'a ] & Qg
ém? g@ %E %E’c
Sy oa L

o~ o~

Rys. 6. Schemat blokowej postaci macierzy My, K, K,MK iL

Energic kinetyczna odkszialcalnego elementu skoficzonego 0 NUMErZe p przedsta-~
wia réwniez forma kwadratowa [9]

U hd
T,=—uwMu,

(5.3) >
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gdzie u, oznacza blok predkosci uogdlnionych elementu odksztalcalnego o numerze
p oraz M, blok bezwladnoici tego elementu (3.2).

Mozna wykazaé, ze wzory (5.2) i (5.3) uzaleznione od wektora predkosci
vogolnionych ukladu maja postaé

| 1, (T

(5.4) ’ T,"—-“?TuTM,.u, TI,:?!ITMDU,
gdzie Iﬁ oznacza macierz bezwiadnoéci SES o numerze r, f\v/lp macierz bezwladnosci
OES o numerze p.

Macierze M i M maja postaé blokowa. Sldadd]ac sig one z fi;+W pasm pozio-

mych, @+ %W pasm pionowych i sg Ai-tego stopnia. Pasma poziome i pionowe o nu-
r

=—

~
Rys. 7. Schemat rozkladu niezerowych blokéw macierzy bezwladnosci M, sztywnego elementu
skoficzonego. Bloki niezerowe zaczerniono

merach odeWiadajacych numerom sztywnych elemenidéw skonczonych zawieraja
{, wierszy lob kolumn, a pasma o numerach odpowiadajacych numerom weziow

zawieraja {, wierszy lub kolumn (rys. 6). Macierz bezwladnodci r-tego SES (IVI,.) ma
wszystkie bloki zerowe z wyjatkiem bloku leZacego na przekatnej w pasmic o nu-
merze r. Blok ten jest blokiem Wspélczynnikéw bezwladnosci M, (rys. 7).

Macierz bezwladnodci p-tego OES (M) otrzymuje sig umieszezajac wi podblo-
kéw bloku bezwladnosci M, na miejsca przecied pasm poziomych i plonowych
o numerach wezléw tego OES (w, oznacza liczbe weztdw p-tego OES). Podbloki

bloku M, maja wymiar ¢,x{,. Pozostale bloki macierzy 1(\7[ . sg blokami
zerowymi. Na przyklad dla OES majacego 3 wezly o numerach J1s J2» j3 macierz
bezwladno$ci M, przedstawiono na rys. 8.

Energig kinetyczna ukladu obliczeniowego (5.1), wykorzystujac zaleznodei (5.4),
przedstawia si¢ w postaci formy kwadratowej

I, ~.
(5.5 T=—-iMa,

3
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gdzie -
H.t ) !Tu ~
(5.6) : M= M, + M,
. p=1
JES o p 'y
Y .
J2 e i
J1 i’& J3

LT 7 1
fiy- .l
» b I Hia
| bR i 1z

Rys: 8. Schemat rozkladu niezerowych blokow macierzy bezwladnosci ﬁp p-tego odkszialcalnego
elementy skoficzonego, kiGrego wezly maja numery Jji,J2, /s Bloki niezerowe zaczerniono

Energia potencjalna ukladu jest suma energii potencjalnych elementéw sprezysto-
tlumiacych oraz odksztalcalnych elementow skoficzonych.:

~

fto

(5.7 : U= Z Ut D Uy,

k=1 p=1
gdzie U, oznacza energig potencjalng clementu spregysto-thumigcego o numerze k,
U, energie potencjalng. odksztalcalnego elementu skoficzonego © numerze p.
Energie potencjalng k-tego elementu sprezysto-thumiacego, kiérego komniec |
dotaczono do sztywnych elementéw skoficzonych o numerach » i p ({6], tys. 1),
przedstawia forma kwadratowa

u

. 1 .
(5'8) ‘ Uk = —2_ [“f Il l];]:] Fg' Ck Fk [ 'up] L
gdzie l

(5.9) Fo=[0;5, -6y Syl
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Jest prostokatnym blokiem transformacji o wymiarach 6 x 2, skladajacym ‘si¢ z nie-
zerowych blokéw macierzy N, [6, wzdr (4.24)].

Energi¢ potencjalng k-tego elementu sprezysto-thumigeego, umieszezonego
migdzy r-tym sztywnym elementem skonczonym a J-tym wezlem, przedstawia
forma kwadratowa

1 C o= — | ou,
(5. 10) Uk:,"-z— El]:"euf}Fng Fk I:u; ':I,
gdzie u; jest blokiem przemieszezedn uwogdlnionych Jtego wezta oraz gdzie
(5.11) Fi=[0,S:} —9,5,]

jest prostokatnym blokiem transformacji o wymiarach 6 x ({1 £,).
Rownanie (5.8) przedstawimy w postaci

(5.12) Uy = —25 [ 7K, [: ]
a (5.10) w postaci

1 Ju,
(5.13) ) U.= 5 [llf: u?] K, [ “;] .
gdzie
(5.14) K,=FIC,F,
oraz
(5.15) K, =F[C,F,

nazywamy blokami sztywnodci elementu sprezysto-thumigcego o numerze k. Blok
K, jest blokiem stopnia 2 £, a blok K, — stopnia {,+ (o,

Energie potencjalng p-tego odksztakealnego elementu skoficzonego, w mysl
pracy [9], przedstawia forma kwadratowa

1

(5.16) U, = K, u,,

gdzie u, jest blokiem przemieszezen uogdlnionych p-tego elementu odksztalcalnego
oraz K, blokiem sztywnosci tego elementu (3.3).

Fnergie potencjalng okreslona wzorami (5.12), (5.13) i (5.16) uzalezniamy od
wektora przemicszezeni wogdlnionych ukfadu

1~ I
(517 ‘_ U,c==_?uTK,‘ﬂ, UD:THTKDII,
gdzie ﬁk oznacza macierz sztywnosci k-tego elementu sprezysto-thumigeego oraz

K, macierz sztywnosci p-tego odksztakealnego elementu skonczonego.
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Postaé macierzy sztywnosci ’f(k i Ep jest taka sama jak macierzy 1\71,. (xys. 6).
Macierz ﬁk k-tego BST laczacego sztywne elementy skofczone o nuamerach ri p
otrzymuje si¢ przez umieszczenie czterech podblokow bloka sztywnofci K, w miej-
sca, gdzie przecinaja si¢ pasma poziome z pionowymi o numerach 7 i p. Pozostale
bloki sa zerowe (rys. 9). W przypadku, gdy k-ty EST Iaczy r-ty SES z j-tym weztem,
‘macierz sztywnoscl ﬂfik otrzymuje si¢ przez urmnieszezenie czterech podblokéw bloku
sziywnodci K, w miejsca, gdzie przecinaja sie pasma o numerach » i . Pozostale
bloki sa zerowe (rys. 10).

~

Macierz sztywnoscl p-tego OES K, otrzymuje si¢ z bloku sztywnosci K,

podobnie jak macierz bezwladnosci 'ﬁp (rys. 8).
Energia potencjalna ukladu (5.7), po uwzglgdnieniu (5.17), ma postad

1~
{5.18) U:EuTKu,
gdzie
(5.19) k= > Kt K,
k=1 p=1 ’

nazywamy macierza sztywnosel ukladu.

Funkeja dysypacji ukiadu jest suma funkcji dysypacit elementow sprezysto-
tlumiacych i odksziatcalnych elementow skoficzonych. PoniewaZ wyprowadza si¢
ja analogicznie do energii potencjalnej, Przytoczono tylko koncowe zaleznogel,
Yunkcje dysypacii ukladu przedstawia forma kwadratowa

1, ~.
(5.20) : R=’2—uTLu,

gdzie u oznacza wektor predkosci wogdlnionych ukladu oraz 1, macierz ttumienia
ukdadu.
~ " - -
Macierz L okreSlona jest wzorem

(5.21) L= > Lt M,
k=1 p=1
gdzie L, jest macierzg tumienia. stopnia # k-tego elementu sprezysto-tiumigeego,
oraz 1, macierza thymienia stopnia # p-tego odksztatcalnego elementu skoficzonego.
Macierz L, otrzymuje si¢ 2 blokdw:
(5.22) L,=FI B, F,,
gdy k-ty EST laczy sztywne elementy skoniczone lub
(5.23) L, =FTB,F,,

gdy k-ty EST laczy sztywny clement skoficzony z wezlem, a magcierz Iﬁ:p z blokéw
tlomienia odksztalcalnych elementéw skoniczonych (3.4). Podbloki powyzszych
blokow wpisuje sig do macierzy uktadu (rys. 6) analogicznie jak W przypadku two-
rzenia macierzy sztywnosci.



SES nrr
ESTaork

L _p
A B jr
o Ip

Rys. 9. Schemat rozkladu niezerowych. blokéw macierzy sztywnofci K, elementu sprefysto-tlu-
miacego, laczacego sziywne elementy skoficzone. Bloki niezerowe zaczerniono

SESnrr
Ki-
r p Wezet nrf
i }r‘
R-
L 7 b

Rys. 10. Schemat rozkladu niezerowych blok6w macierzy sztywnosei I}JR elementu sprezysto-
tlumiacego, iaczacego sziywny element skoficzony z wezlem. Bloki niczerowe zaczerniono

F341]
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Podstawiajac wyraZenia (5.5), (5.18) 1 (5.20) do réwnania Lagrange’a drugiego
rodzaju, otrzymuje sig réwaanie rézniczkowe ruochu ukiadu:

(5.24) M+ Lo+ Ku=f.

Drzielac (podobnie jak w [6, rozdz. 4]) macierze IV.[, i, K oraz wektory nif na pod-
macierze, otrzymujemy '

B M Mg L L[ 4 K KV a] [P |
(525) [MTM] [E]Jrlii”if{i_’] [E]Jr[ii"ﬁ_K’ ] [z]:[l]

gdzie M, L, K oznacza macierze bezwladnosci, tlumienia i sztywnosci podukiadu '
o danym obcigzeniu, M’, L', K’ macierze bezwladnosci, thimienia i sziywnosci
- podukladu o danym ruchu, M"’, L", K’ macierze bezwladnosci, tlumienia i sztyw-
noéci polaczen podukiadu o danym ruchu z poduktadem o danym obcigZeniu,
q wektor nieznanych przemieszczen nogblnionych, z wektor danych przemieszezen
uogélnionych, p wektor danych sit uogdlnionych oraz r wektor nieznanych reakeii.

Réwnanie (5.25) przeksztalcamy tak samo jak réwnanie [6, wzor (4411

Dalsze obliczenia statyczne i dynamiczne rozpatrywanego modelu obliczeniowego
sa analogiczne do przypadku modelu zioZomego tylko ze sztywnych elementow
skoticzonych [6]. Nalezy przy tym pamigtaé, e macierze M i M’ nie sg macierzami
diagonalnymi, a macierz M'’ nie jest macierza zerowsa.

6. DRGANIA SWOBRODNE I WYMUSZONE

Drgania swobodne modelu ziozonego zaréwno ze sztywnych jak i odksztalcal-
nych elementéw skoficzonych oblicza sig podobnie jak w pracy [1], rozwiazujac
rownanie
(6.1) ' M4 +Kq=0.

Ze wzgledn na to, 2e macierz bezwladnosei (M) nie jest macierza diagonalna, czgstosci
drgafi wilasnych i odpowiadajace im postacie drgan oblicza si¢ metoda opisana
w pracy [9].

W celu okredlenia drgan ukladu od wymuszed okresowych naleiy rozwiazaé
nastgpujace réwnanie rézniczkowe:

6.2) 7 M+ L1 Kg=p-K"2—L"7 -M"%.

Sposéb rozwiszania réwnania (6.2) przedstawiono w pracy 11

7. PRZYKLAD LICZBOWY

W celu zilustrowania proponowanej metody przedstawiono przyklad obliczen
czestodcl drgan wiasnych i odpowiadajacych im postaci drgaii ukladu, zloZonego
7 izotropowej plyty z ustawiona na niej maszyna (rys. 11). Model obliczeniowy tej
konstrukeji sklada si¢ z oémiu odksztatcalnych elementéw skoficzonych i z jednego
sziywnego elementu skofczonego. Odksztalcalne elementy skofczonme polaczone
sg ze soba w pigtnastu wezlach, a sztywny element skoficzony — czterema elementami
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spreZysto-thumigeymi z wezlami odksztalcalnych elementéw skoficzonych. Trzy
wezly o numerach 14, 15 1 16 majg przemieszczenia zerowe i zaliczamy je do pod-
ukiadu o danym ruchu (rys. 12). Masg plyty skupiono w wezlach, co znaczmie
upraszcza strong numerycezng obliczefi, poniewaz macierz bezwladnosci pozostaje
q

M fom

™
¥

a .

Rys. 11. Izotropowa plyta z ustawiona na nigj maszyna

/'/, 5;’/ 2% /
i

\ ~—___Podukiad o danyTi Ub/

Rys. 12. Podzia} konstrukcii (rys. 11) na elementy skoficzone

macierzg diagonalng. Dokladnos$c obliczen jest jednak mniejsza, niz przy uwzglednie-
nin ciaglego rozkladu masy.

Dane liczbowe:

wymiary piyty: axbxc=400cm x 400 cm x 5 cm,

wymiary maszyny: 4x e X =100 cm x 200 cm x 200 cm,

cigzar plyty: Q=624 kG, '

cigzar maszyny: G=100kG,

modul Younga materialu plyty: E=2,1 x 10¢ kGem ™2,

liczba Poissona materialu plyiy: v=0,3,

sztywno$é podkiadki sprezystej na Sciskanie: k, =273,44 kGem—1

sztywnosé podkladki sprefystej na Scinanie: k,=k,=273,44 kGem ™1
Sztywnosc podkladki w pozostalych kierunkach pominigto.
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Dla tak przyjgtych danych przeprowadzono obliczenia na komputerze ICL
typu 1V, Wyznaczono szesc pierwszych czestodei drgan wiasnych oraz odpowiada-
jace im postacie drgai. Dla przykiadu przedstawiono trzy postacie drgan wlasnych: -
pierwsza (rys. 13a), druga (rys. 13b) oraz piata (rys. 13c).

L

Creslost f=20038 okr/min

Rys. 13. Postacie drgan wlasnych piyty ze sprefyécie podparta masa;: a) posiaé plerwsza, b} postac
druga, ¢) postaé piata

8. WNIOSKI

1) Metoda nadaje si¢ do obliczen drgai platform ptywajacych z ustawionymi
na nich sprezyécie podpartymi maszynami.

2) Model obliczeniowy, przyjety w przedstawionej metodzie, lepiej zastgpuje rze-
czywista konstrukcje niz model zlozony tylko ze sztywnych lub tylko z odksztal-
calnych elementéw skoficzonych.
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3) Macierzowa postaé réwnan ruchu, podobna jak w dotychczas stosowanych
metodach elementéw skonhczonych, umozliwia przeprowadzanie obliczen na kom-
puterze postugujac si¢ w wigkszosci istniejacymi juz podprogramami.
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Pezwwme

THEPAJHBIN METOJ KOHEYHBIX DJIEMEHTOBR B HPHMEREHITH TS PACUETOR
KOJAEBAIITW CVIOBLIX KOHCTPVKIINLL

B pabore ofcy:KAeH MeTON IO3BONMAIOMME HE SaMEHY DEAJLHBIX KOHCTPYELIHMIM MOIEIBIO
COCTOAMEH TAK U3 KECTKHX, Kak ¥ AedOpMHDYEMBIX KOHEYHBIX MGMEHTOB. M3-38 BLICTYILICHISN
O0OmX THTIOR KOHGYHRIX BJICMCHTOB 9TOT METOJ| HA3BAN THOPHIHEIM, BRiRe/ICHN YDABHEHHS [BE-
JKCHEA 71 PacuuThBACMON MOLNSIN M peliIoEeHO €¢ OpEMEHCHHS 7UIT PACISTOR KONeOaHmii
CYHOBHIX KOHTPYKI{WH YIDYyro RpWKPEIIeHALIx ¥ HeAehopMEpyeMsM miatdopmam. Meron pas-
paloTan OO YINOM IPHMEHSHHS IEKTPOHHON BEMHCITHTERSHON TOXHWRH,

SuMMARY

A HYBRID METHOD OF FINITE ELEMENTS APPLIED TO THE CALCULATION OF
VIBRATIONS OF NAVAL STRUCTURES

The method presented consists in replacing real naval structures with models consisting of
rigid and deformable finite elements, The method is called hybrid owing to the both types of elemenis
oceuring in the model. Equations of motion of the model are derived, and the method of application
of the method s outlined in the case of naval structures elastically clamped in deformable platforms.
The method is snitable for electronic computer technique,
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