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Metoda sziywnych elementow skonczonych nalezy do typowych metod mechaniki kompute-
rowej. Polega ona na podziale ukladu rzeczywistego na sztywne elementy polaczone ze sobg linio-
wymi elementami sprezysto-thumigeymi, W pracy dano podstawy teoretyczne metody oraz ocenio-
no jej dokladnosé i pokazano przykiady zastosowania (drgania kadluba statku, walow napedowych
i inmych urzadzert okrgtowych). Za jej pomoca oblicza si¢ Tuch swobodny i wymuszony konstrukcji.
‘Wymuszenia mogg byé zardéwno sitowe jak i kinematyczne, okresowe, nicokresowe i stochastyczne.

1. Wstgp

Metoda sztywnych elementéw skoriczonych nalezy do typowych metod mechaniki
«komputerowej», opracowana jest bowiem pod katem latwego programowania na
elektroniczne maszyny cyfrowe.

Geneza metody zwiazana jest $cisle z polskim przemystem okretowym, dia kto-
rego biur konstrukcyjnych opracowane zostaly na jej podstawie programy obliczed
drgafi swobodnych oraz drgaii wymuszonych réinorodnych ustrojow.

Pierwsze programy oparte na metodzie sztywnych elementéw skoniczonych do-
tyczyly obliczen drgan skretnych typowych okrgtowych waléw napedowych [6 i 7]
oraz waléw rozwidlonych [8]. W obu przypadkach stosowano sztywne clementy
skoificzone o jednym stopniu swobody. W r. 1969 zastosowano metode do sztywnych
elementéw skoniczonych o wigkszych liczbach stopni swobody [9], ograniczajac sig
jednak do obliczer tylko drgait swobodnych. Metode te udoskonalono [10 i 11],
ukladajac programy umozliwiajace obliczanie drgad swobodnych uktadéw preto-
wych i plytowych. Znalazly one zastosowanie w przemysle okregtowym do obliczen
drgan gigtnych kadiubdéw statkéw, drgahn gigtnych waldw napedowych na wieln
podporach w tym réwniez tzw. elastycznych waldw typu Grima oraz drgan urza-
dzehr okrgtowych mocowanych sprezyScie do odksztalcalnych platform (réwniez
potaczonych z kadlubem sprezyScie). Platforiny te, zwane platformami plywajacymi
{floating rafts), zastosowane lacznie z elastycznym walem typu Grima na statku
badawczym »Prof, Siedlecki«, zapewnily wyjatkowo male drgania urzadzen i kadtu-
ba, obnizajgc znacznie poziom halasu w maszynowni i innych pomieszczeniach.
Niewatpliwie do sukcesu konstruktoréw tej jednostki w duZej mierze przyczynita sig
metoda sztywnych elementdw skoficzonych, dzigki ktérej mogli oni fatwo dobrad
optymalne pod wzglgdem stanu drgan rozwigzania konstrukeyjne. W r. 1972 zasto-
sowano metode sztywnych elementéw skoriczonych do obliczen drgan wymuszonych
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niethumionych [4] oraz do drgad z uwzglednieniem tlumienia {5]. Drgania mogly by¢
wymuszane sitami okresowymi i pseudookresowymi. Nastgpnie [3] opierajac sig
réwniez na metodzie sztywnych elementéw skoficzonych opracowano algorytm
obliczania drgaf wymuszanych kinematycznie. W chwili obecnej prowadzone sg
prace w Instytucie Mechaniki i Podstaw Konstrukeji Maszyn Politechniki Gdasskiej
nad algorytmami obliczeti drgafi -wymuszonych silami nieokresowymi. przy nie-
" zerowych warunkach -poczatkowych oraz sitami o charakterze stochastycznym.
Na podstawie metody sztywnych elementow skoniczonych tworzy sie obecnie dla
potrzeb przemystu okrgtowego system obliczed drgan nazwany SFEM 72 [12]
Programy tego systemu pisane s3 w jezyku FORTRAN IV i uruchamiane na kompu-
terze ICL systemu 1V. Przy optacowywaniu tych- programdéw przywiazuje si¢ szcze-
gélng wagg do automatyzacjl procesu przygotowywama danych co Jest szczegolme
istotne dla biur projektowych, ~ L

“Istotng nowoscia tej pracy w stosunku do poprzedmch naszych ‘publikacji jest -
podanie “podstaw matematycznych metody sztywnych elementéw skoriczonych
w ogblnej formie, poprawnej zaréwno dla wymuszef sitowych, kinematycznych
jak i silowo-kinetycznych. W dotychczasowych publikacjach podstawy te zostaly
oméwione fragmentarycznie, niejednokrotnie bez wystarczajaco §cistych uzasadnief
i tylko dla szezegdlnych przypadkdéw. Wydaje si¢ wige, Ze numer Rozpraw Inzynier-
skich poéwigcony zastosowaniom matematyki w okrgtownictwie stwarza mozliwosé
zapoznania Czytelnikéw 7z akfualnie najnowszym i dotychczas nigdzie nie
publikowanym ujeciem podstaw matematycznych metody sztywnych elementéw -
skonczonych, metody — ktdra - znalaz}a szerokle zastosowania w budownictwie
okretowym.

2. MODEL OBLICZENIOWY

2.1, Elementy skiadowe modelu oblzczemowego

Model obliczeniowy (rys. 1) sktada si¢ z # nieodksztatcalnych bryl nazwanych
sztywnymi elementami skofczonymi (SES) oraz z o elementéw sprezysto-thumigeych
(EST). Sposéb laczenia sztywnych elementéw skoriczonych elementami spr@zysto-
tlumigcymi jest dowolny. :

Sztywny element skoficzony charakteryzuja masy i masowe momenty bezwlad-
noéci, natomiast element sprezysto-thamiacy — wspdlezynniki sztywnoéei i thamie-
nia, Masg¢ elemenin spr@zysto—t}umiacego pominigto. Przy;@to 76 charakterystykl
EST sa liniowe.

© 2.2, Uklady odniesienia

Przy matematyczoym opisie ruchu ukladu zlozonego ze sztywnych elementow
skoficzonych, polaczonych elementami sprezysto-tlumigcymi (rys. 1), stosuje sig
niezalezne uklady odniesienia, przyporzadkowane poszczegolnym SES oraz EST.
Uklady te sa ukladami nieruchomymi.
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. Uktad osi x,4, %2, % pokrywa si¢ w stanie réwnowagi badanego ukfadu z gldw-
nymi, centralnymi osiami bezwladnoei . sztywnego . elementu. skonczonego
0 NUmerze r.

Rys. 1. Model obliczeniowy. Strzatkami bialymi. zaznaczono kierunki wspéirzednych nogolnio-
nych, a strzatkami czarnym_i kierunki sit vogo6lnionych

Ukdad yu1, i2> s pokrywa sig w stanie rdwnowagi modelu obliczéniowego
z gléwnymi osiami deformacji elementu sprezysto-tlumiacego 0 numerze k.
Ukdady x4, X.5, %5 58 ulkdadami podstawowymi, poniewaz wzgledem -nich
~ Tozpatrywany jest ruch badanego modeln obliczeniowego. '
-Dodaé nalezy, ze gléwne osie deformacii elementu sprezysto-thumiacego cha-
Takteryzuja si¢ tym, Ze sily dziatajace na element w kierunku zgodnym z tymi osiami
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- powoduja jego odksztafcenia translacyjne i predkosfei odksztalcen translacyjnych
tylko w kierunku drzialania tych sil. Oczywiscic odnosi si¢ to réwniez i do par sif,
ktére dzialajac wokdt gléwnych osi powoduja odksztalcenia rotacyjne i predkosci
odksztalcen rotacyjnych tylko wokét tych osi.

2.3. Wspdlczynniki bezwladnoscl

Kazdy SES okreélony jest blokiem wspdlezynnikéw bezwladnosci. Ze wzgledu
na to, 2 08ie X,1, X,a, X,s 53 gléwnymi centralnymi osiami bezwladno$ci — blok ten
jest macierzg diagonalng. Dla ukladdw przestrzennych jego postaé jest nastgpujgca:

Q@n M, =diag {m,, M., ..., M5} .

Pietwsze trzy wyrazy diagonalne tego’ bIolcu 54 réwne masic SES 0ZNACZONCEO
numerem r, stad

My =M= M.
Niekiedy istnieja jednak takie uklady, dla ktérych nalezy przyjmowal
LT :l‘é s ?émrS .

‘Uklady takie wystepuja wtedy, gdy wielkos¢ masy SES zalezy od kierunku jego
ruchu, Ma to miejsce wtedy, gdy masa oérodka towarzyszacego ruchowi SES jest
rézna w zaleznosei od kierunku ruchu. Ze zjawiskiem takim spotykamy si¢ na
przykiad przy obliczaniu drgan kadiuba statku. )

Pozbstale trzy wyrazy diagonalne bloku M, sa masowymi momentami bezwladno-
§ci SES wzgledem osi X,i, X2, Xr3-

2.4. Wspdlczynniki sztywnosci i tlumienia

Kazdy EST okreélony jest blokiem wspélczynnikéw tlumienia i blokiem wspét-
czynnikéw sprezystoéci, Ze wzgledu na to, Ze osie Vi1, V2, Vs 58 gléwnymi osiami
EST — bloki te sa macierzami diagonalnymi. W przypadku uktadu przestrzennego
bilok wspdlezynnikéw sztywnoéci EST o numerze & ma nastgpujaca postac:

2.2) C,=diag {C'rm Cr2y ooy Cks} .

Pierwsze. trzy wyrazy diagonalne tego bloku s wspdlezynnikami sztywnoéci
translacyjnej wzdluz 0si Pey, Viz» Vea- WSpoiczynnik taki definiujemy jako stosunek
sity do odksztalcenia EST, ktore ta sila powoduje. Oczywidcie sifa ta musi dzialaé
wzdhiz gléwnej osi deformacji EST, powodujac odksztalcenie w kierunku tej osi.
W ukladach rzeczywistych przez pojecie «wspdlezynnik sztywnosci translacyjnej»
rozumiemy wspélczynnik sztywnosci rozciagania lub Scinania.

Pozostale trzy wyrazy diagonalne sa wspolezynnikami sztywnosci rotacyjne_]:
wok6t 08i Yig, Vin» Ves. Wspdlczynnik taki definiujemy jako stosunck momentu
powodujacego odksztalcenie rotacyjne EST do wielkosci tego odksztalcenia. Mo~
ment ten dziala wokot gléwnej osi EST, powodujac jego odksztalcenie rotacyjne
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wzgledem tej osi: W ukladach rzeczywistych przez pojecie «wspdlczynnik sztywnosci
rotacyjnej» rozumiemy wspdlczynnik sztywnoéci skrecania lub zginania.

Postaé bloku wspdlczynnikéw thumienia EST jest taka samid jak bloku wspdl-
czynnikéw sztywnosci. Dla ukladéw przestrzennych mamy:

(2.3) Bk:diag {bkli bk2! ey bkﬁ} .

Pierwsze trzy wyrazy diagonalne sg wspdiczynnikami tlumienia translacyjnego
EST o numerze k wzdhuz osi yyy, yy2, Yis. Wspolczynnik taki definiujemy jako sto-
sunek sily wywolujacej predkosé odksztafcenia translacyjnego EST do wiclkosci tej
predkosei. Sifa ta dziala wzdluz gléwnej osi EST, wywolujac jego predkosé odksztal-
cenia wzdluz tej osi, - _

Pozostale trzy wyrazy diagonalne sa wspdiczynnikami tlumienia rotacyjnego
wokél 08l Yy, Via, Vea- Wspdlezynnik ten definiujemy jako stosunek momentu
wywolujacego predkos¢ odksztalcenia rotacyjnego EST do wielko§ci predkosci
odksztaleenia, :

Istnieja uklady, w kitdrych moga wystgpowaé EST nie posmdajqce wilasnodci
tlumigeych lub wlasnosci sprezystych. W pierwszym przypadku nazywaé je bedziemy
elementami spreZzystymi, w drugim -~ elementami tlumigcymi., Dla elementéw
sprezystych bloki wspéliczynnikéw tlumienia sg blokami zerowymi, a dla elementéw
thaumigcych bloki wspdlezynnikow sztywnoéci sa blokami zerowymi.

Metody obliczania wspélezynnikéw sztywnodei i thumienia EST dla ukladéw
zastgpujacych rzeczywiste konstrukcje omdéwiono w nastgpnym punkgcie.

2.5. Wspdlrzedne vogdlnione i sily uogdinione

W uktadach przestrzennych kazdy SES ma sze$é stopni swobody, a wiec dla
Jjednoznacznego okreslenia jego polozenia musimy podaé szesé wspoétrzednych uogél-
nionych. Jako wspdtrzedne uogdinione przyjeto przemieszezenia §rodka masy SES,
liczac od potozenia réwnowagi, w kierunku osi Xp15 Xpa2s Xpg Oraz jego obroly wokét
tych osi. Wspolrzedne te tworza blok w postaci wektora, Dla ukladu przestrzennego
ma on postac:

24 u, =0l {tt,y, U2, vy g} -

Pierwsze trzy wyrazy tego wektora sg przemieszczeniami translacyjnymi, natomiast
trzy ostatnie — przemieszczeniami rotacyjnymi.

ObciaZenia dzialajace zgodnie ze wspéirzednymi nogdélnionymi sa w przyjetym
modelu obliczeniowym sitami uogdlnionymi. Sily te tworza wektor

(2.5 fo=col{f1, frzs s fr6}

gdzie pierwsze trzy wyrazy sa sifami dzialajacymi wzdhuz osi x,,, x,,, X,5, natomiast
pozostal ‘

Zgodnos¢ numeracji sit uogdinionych z numeracjg wspétrzednych uogélnionych
musi by¢ fcifle zachowana (rys. 1). Jezeli w rzeczywistym ukladzie sily nie dziafaja
wzdluz gtéwnych centralnych osi bezwladnosci, to nalezy przeprowadzié ich reduk-
cj¢ do sit uogdlnionych. :
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2.6. Klasyfikacja sztywnych elementow skorczonych ze wzgledu ha obcigienia

W ukladzie obliczeniowym wystepuja dwa rodzajé sztywnych elementéw skof-
czonych: - o _ . ,
1) elementy, na ktére dzialaja znane obcigZenia, a niewiadomymi sa wspdirzedne
nogdlnione; ' '

2) elementy, kiérych dany ruch jest okreslony, a piewiadomymi sg sity wywolu-
Jjace ten ruch.

W zwiazku z tym wprowadzamy nastgpujace -oznaczenia:

{q,,, gdy jest nieznany ruch SES,
=

1z, gdy jest dany ruch SES

LE
0raz

{p,., gdy jest nieznany ruch SES,
*“lr,, “gdy jest dany ruch SES.

Czesto na sztywne elementy skoficzone nie dzialaja obcigzenia; wtedy p,=0.
Szezegolnym przypadkiem sztywnego elementu skoficzonego o danym ruchu jest
element nieruchomy, dla ktérego z,=0. Element taki nazywamy ostojg. Osie
Xu1s X, X3 Ostol mozna przyjaé dowolnie. B ' ‘

2.7. Transformacja przemieszczer

W dalszych rozwazaniach potrzebne sq zwiazki uzaleZniajace energig potencjaing
odksztalcenia EST od wspdlrzednych uogdlnionych, W celu wyznaczenia tych za-
leznosci w pierwszym rzgdzie nalezy znalezé zwigzek miedzy przemieszezeniami
sztjwnjch'eleméﬂtéwf skonezonych w punktach, w ktdérych zamocowane sg EST,
‘a wspGlrzednymi uogdlnionymi. Pamigtaé przy tym trzeba, ze wektor przemieszczen
SES w punkcie zamocowania EST jest w uktadzie Vs, Yizs Vi3, @ Wektor wspdlrzed-
nych vogdlnionych -— w ukiadzie X, X2, Xp3. Wspomniany zwigzek, zwany tran-
sformacja przemieszczen, ma nastepujaca postaé [5]:

(26) W = Frk L

gdzie W, =col {W,,, W2, ..., W,g} Oznacza wekior przemieszczen SES o numerze #
w punkcie zamocowania EST o numerze k, u,=col {#,1, Uz ..., Urs} Wektor wspol-
rzednych uogdlnionych rtego SES jest to wektor przemieszczenia tego SES
w frodku masy;

@n Fo=0,S,

jest macierza transformacii, przy czym

28) | 0 k:[-@?'ii—-qg],
"l e 0,

{2.9) 0’ =[cos Quasl, @ F=1,2,3,
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Macierz 8,, nazywamy blokiem wspdiczynnikéw kierunkowych (Grpap oSt katem ™
nachylenia osi y,, wzgledem osi x,;), a macierz S,; blokiem wspdhzednych zamoco-
wania (s, jest wspolrzedng punktu zamocowania k-tego EST do r-tego SES mierzo-
na w kierunku osi x,,).

2.8. Odksztalcenia elementow sprezysto-tlumigeych

Odksztalcenia EST przedstawia si¢ za pomoca wektora, ktéry dla ukladdéw
przestrzennych posiada szeS¢ wyrazdw:

{211) Awk:COI{AWkI, Awkz, vers Awkﬁ}.

Wektor odksztalcen EST jest réimica wektordw przemieszezen koficéw rozpatry-
wanego EST: :

(212) Awk=wrk_wpk:

gdzie w,, oznacza wektor przemieszezen kofica EST o numerze k przyczepionego
do SES o numerze r oraz w, — wektor przemieszczedt konca tego samego EST
przyczepionego do SES o numerze p. .

Wykorzystujac zaleznod¢ (2.6) uzyskuje si¢ nastepujacy wzdr, uzalezniajacy
wektor odksztafcenn EST od wektoréw wspolrzednych uogdlnionych sztywnych ele-
mentdw skonczonych, polaczonych rozpatrywanym EST:

{2.13) Awk=Frkur_Fpkup'

2.9. Uklady szczegolne

W prakiyce wicle konstrukeji mozna zastapié znacznie prostszymi modelami
obliczeniowymi. Uklady plaskie modeluje si¢ sztywnymi elementami skoficzonymi
0 dwdch lub trzech stopniach swobody, a przy obliczaniu drgasi skretnych lub
wzdhuznych waléw napedowych mozna stosowaé elementy o jednym stopnin swo-
body. Ponadto wiele konstrukcji mozna zastapi¢ modelem o osiach x,q, X,2, X,s
1 Yie1> Pu2» Vi3 odpowiednio réwnolegtych do siebie, Wszystkie te przypadki opisywa-
ne $3 za pomocq macierzy o znacznie mniejszych wymiarach lub prostszej strukturze.
Zagadnieniami tymi szczegélowo zajmuje si¢ praca [10].

Rozprawy Inzynierskie — 4
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3. PARAMETRY MODELI OBLICZENIOWYCH

Rzeczywiste konstrukcje moga byé dzielone na sztywne elementy skonczone
i elementy sprezysto-thumiace w dwojaki sposdb:

1) Za sztywne elementy skoficzone przyjmuje si¢ cate fragmenty konstrukeji,
. jak ma przyktad zespoly pradotwdreze, sprezarki, sztywne platformy itp., a za
*elementy sprezysto-thumiace — sprezyny, podkladki gumowe, thimiki drgai itp.
Podzial taki nazywamy rzeczywistym, poniewa? rzeczywiste elementy konstrukcyine
_przyjmowane sg za SES i EST.

2) Sziywne elementy skoficzone i elementy sprezysto-tlumigce uzyskuje si¢
na drodze pomyslanego podziatu ciaglych fragmentéw belek i plyt. Podzial taki
nazywamy wyobrazalnym

Qczywifcie w jednym modelu obliczeniowym moga wystgpowac oba podzialy
réwnoczesnie. Sposéb obliczania wspélczynnikéw . bezwladnosci (mas i masowych
momentow bezwladnodci) nie wymaga wyjasniefi, ponjewaZ oblicza sie je powszech-
nie znanymi metodami. Réwniez W przypadku podziatu rzeczywistego, gdy ele-
menty sprezysto-thumigce sa rzeczywistymi elementami konstrukeji, wspolczynniki
sztywnoéel oblicza si¢ ze znanych wzoréw wytrzymalosel materialéw lub np. w przy-
padku podkiadek gumowych dobiera si¢c je na podstawie katalogéw firmowych.
Podobnie wspdlczynniki tlumienia tumikéw podaje zwykle ich wytworca.

Przy podziale ha sztywne elementy skoficzone fragmentéw ciaglych w sposob
pomyélany oblicza sig wspotezynniki sztywnosci przy zatoZzeniu, Ze naprezenia na
odeinky wzdtuz zastgpowanej czesci sa stale. Zaklada sie, ze EST odksztatea si¢
w identyczny sposéb z zastgpowanyim fragmentem konstrukeji.

télka

' —ﬂ——@»—f/é,-—.é’ﬂ—@—#——w———_@——f

A Al Al At

) Xra

b ' T T
|
A | Al T YN T Y Tmlz

! =3 By T e R

Rys. 2. Podziat belki pryzmatyczng] na SZtywne elementy skoficzone

Ponizej zostanie wyjaéniona metoda wyznaczania wspélezynnikow szLywnosc.
elementow sprezysto-tlumigeyeh, uzyskanych z podziatu belki pryzmatycznej (rysi
2a). Belkg te dzieli sig na rowne odcinki o dlugosci A1 i w &rodkach tych odcinkow
skupia sig ich wiagnosci sprezysto-tlumiace. Nastepnie miedzy tak uzyskanymi
skupionymi EST umieszcza sie sztywne elementy skoficzone (rys. 2b). Kazdy z ele-
mentéw sprezysto-tlumiacych w ukiadzie przestrzennym przenosi trzy sity 1 trzy
pary sit, a wiec okreélony jest szeSeioma wspolezynnikami sprezystosci i szescioma
wspélezynnikami thumienia. '
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7 prostych rozwaZafl teorii sprezystodei przy zatoZeniu modelu Kelvina-Voigta
[2] wzory na obliczanie tych wspolczynnikow sg nastegpujgce:

_EF {kG] _ _GF [kG]
%™ Lem ez ™ s = vdl Lem
GJ, EJ,
G.n Cra = il [kGem], o= il [kGem],
EJ,
Cre = Al kGem],

gdzie EF oznacza sztywno$¢ na rozcigganie, GF/y sztywnodé na §cinanie, GJ, sztyw-
noé¢ na skrecanie, EJ, sziywno$¢ na zginanie wokdt osi y,,, EJ; sztywnosé na zgi-
nanie wokdt osi s, przy czym F jest polem powierzchni przekroju poprzecznego
belki, a £ modulem Younga; G oznacza modul Kirchhoffa (odksztaicenia postacio-
wego), J, biegunowy moment bezwladnodci przekroju poprzecznego (fylko dla
przekroiéw  kolowo-symetrycznych), J,,J:; momenty bezwladnodci przekroju
poprzecznego wzgledem osi yi,, Vs, x wspolezynnik uwzgledniajaey nierdwnomierny
rozklad naprezen stycznych przy zginaniu oraz

. yF [st] P iF [st]
KA L em - k270 o4l Lem §?

nlo #ts
ST [kGems], b= Al

(3.2) bk4 [kGCmS] ,

J -
Bis =% [kGems] .

‘We wzorach tych » oznacza staly materialowa tlumienia normalnego oraz # stata
materialowg thumienia stycznego.

Czytelnikow pragnacych zapoznaé si¢ z wyprowadzaniem tych wrzordw odsyla
sig do pracy [5]. '

Moduly sprezystosci na ogo6l sahzna.ne dla poszezegéinych materialdw konstruk-
cyjnych. Niestety, posiadamy bardzo mato danych o stalych materiatowych ttumie-
nia. Thumienie zalezy od- tylu réinych czynnikdw, Ze okreslenie dokladnej jego
wartodel Jiczbowej dla rzeczywistych konstrukeji jest najezesciej niemozliwe.

W praktyce jednak przy obliczaniu drgaf swobodnych, jak réwnies drgaf wy-
muszonych w dostatecznej odlegloéel od rezonansu, najozesciej nie nwzglednia sie
w ogole tlumienia, gdyz jego wplyw jest nieznaczny, Natomiast przy obliczaniu
amplitud drgafn w rezonansie trzeba sig liczyé z mozliwoscia popetnienia duzych
bleddw. Przy projektowaniu jednak unikamy zwykle takich rozwigzat, w ktorych
Thaszyna pracuje w rezonansie. _

Oczywiscie analogiczne wzory mozZna rowniez uzyskac dia belek niepryzmatycz-
nych, zakrzywionych jak réwniez i plyt [10].
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4, ROWNANIA RUCHU

4.1, Blokowa postaé macierzy ukiadu

W p. 2 wykazano, ze wszystkie wielkosci okreflajace sztywne elementy skoficzo-
ne, clementy sprgzysto-tlumigce oraz przemieszezenia i sily uogdinione okreslone
s za pomoca blokéw. Bloki sg albo macierzami kwadratowymi o wymiarze { x {,
albo macierzami kolumnowymi o wymiarze { x 1, gdzie { jest liczbg stopni swobody
jednego sziywnego elementu skoficzonego.

7 b
N REE B 1 _-1
1 T BT [ 2
i A B R B T
—_ 1 ! voor i
- —— - g g
; gl [ |
] ks [ ]2
| L o ]
N A A 2 :
7 i [N ] i 1 [N |
E L L ‘___“ o
T HH o
T e BE
P T T T .
HEREN i L e
Tr giT 2 Z 1z
Pasmo plonowe

Rys. 3. Blokowa posta¢ macierzy sziywnosci

Przy wyprowadzaniu réwnan ruchu tworzy sig macierze, zwane macierzami ukla-
du. Charakteryzuja one caly uklad i skladajg si¢ 2 blokéw (rys. 3) o takich samych
wymiarach jak bloki oméwione w p. 2. Matematyczny ich zapis nie zmienia sig
przy zmianie liczby stopni swobody sztywnych elementow skoriczonych dla ukladéw
szczegbinych, co znacznie uogdlnia, a przy tym upraszcza rozwazania. Operowaé
wige bedziemy najczesciej nie na poszczeg6loych wyrazach macierzy, lecz na calych
blokach, dzielacych macierze ukladu na pasma poziome i pasma pionowe o szerokosci
¢. Pasma te traktowaé bedziemy jako wiersze i kolumny macierzy ukiadu.

4.2, Wektory wspélrzednych uogdlnionych i sil uogdlnionych wkiladu

Potozenie ukladu ztozonego z i sziywnych elementow skoficzonych okre§lone
jest w przestrzeni za pomoca wspélrzednych nogdlnionych

4.1) fi={#.
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Wspdlrzedne te tworza wektor o wymiarze /ix 1, ktéry sktada si¢ z blokéw
wspolrzednych uogdlnionych poszezegdinych sztywnych elementéw skonczonych:

(4.2) u=col{wj=col{w}, r=1,2,..4 i=1,2, .., 7.

Podobnie sity uogélnione ukiadu tworza wektor o takim samym wymiarze. Utwo-
rzony jest on z blokéw sit nogélnionych dziatajacych na poszczegdlne sziywne
elementy skoficzone:

(4.3) f=col {f.}=col{f;}, r=1,2, .4 i=1,2,..,4.

Sztywne elementy skoficzone uktadu numeruje sig zwykle w ten sposdb, aby
w pierwszej kolejnofci podawac numery sztywanych elementéw skonczointych o nie-
znanym ruchu r=1, 2, ..., , a nastgpnie sztywne elementy skoficzone o danym ruchu
r=u+1, u+2, .., # Witedy wektory wspélrzednych uogélnionych i wektory sit
unogdlnionych mozna podzielié na bloki

q
: (4.4) u:l:...:,j
Z
gdzie
4.5) q=col{u}, r=1,2 .. u

jest wektorem wspélrzgdnych wogdlnionych sztywnych elementéw skoficzonych
o nieznanym ruchu, a

(4.6) z=col{w}, r=u+l, u+2,..,&

. jest wektorem wspohrzednych uogélnionych sztywnych elementéw skonczonych
0 danym ruchu. Podobnie

p
“.7) o b
r
gdzie
(4.8 p=col {f.}, r=1,2 .. u

jest wektorem sit wogélnionych, a
{4.9) r=col{f.}, r=wut+l,u+2,.,d

jest wektorem nieznanych sit uogélnionych (reakcji).

4.3. Réwnanie rdzniczkowe ruchu

Réwnanie rézniczkowe ruchu wyprowadza sie z réwnah Lagrange’a drugiego
rodzaju, W zapisic macierzowym dla drgan o niewielkich amplitudach ma ono
postaé

. d('a'r) U R
@19 a\oi) D
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gdzie

BT_ 1{81‘”} o I{&U} 3R_ 1{
N T aw ) e O aa

- }, i=1,2,..,1,

Energia kinetyczna ukfadu jest rowna sumie energii kinetycznych poszczegdlnych

sztywnych elementéw skoficzonych:

(4.11) | T= Z T,.
r=1

Energie kinetyczng sztywnego clementu skoficzonego przedstawia si¢ w postaci

formy kwadratowej

1 .
(4.12) 7 Tr=-2_ﬁrTMrur'
Jak latwe sprawdzi¢, wzor (4.12) moina przedstawié¢ w postaci
i
(4.13) Tr=?]i§'MfﬁfJ
gdzie
' Blok nr r
« [N
u =c0i{0,0,..,0,uv,0, .., 0}
OTaz
. Blok nrr
# . —
(4.13a) M, =diag{0,0, ..., 0, M, 0,..0}.

Wykonujac mnozenie mozna wykazaé, Ze
IR S S
(4.14) T,=—£ufh4rur =—2‘ﬂTM u.

Wstawiajac wyrazenie (4.14) do (4.11) uzyskujemy

1T . i, — .
= — R Q. J MF
T E 7 M u 7 4 ( 21 ,)u.
rp=1

r=

Oznaczajac

(4.15) M= 2 M,

r=1

energii kinetycznej ukladu nadamy postaé

1. ~.
(4.16) | T=- M.

Macierz M, zwana macierza bezwladnosci, jest macierzg diagonalna, poniewaZ

jest ona sumg macierzy diagonalnych.
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Spos6b tworzenia macierzy M wyjaéniono dodatkowo w przykiadzie (rys. 5).
Rézniczkujac energie kinetyczna T' (4.16) wzgledem wektora predkoscei, a nastgp-
nie wzgledem czasu, uzyskujemy
: d {oT\ ~.°
“.17 71,‘( pos )=Mu.

Energia potencjalna ukfadu jest réwna sumie energii potencjalnych poszozegdl-
nych elementdw sprezystych

(4.18) U= > U,
k=1

Energie potencjalng odksztaleenia elementu sprezystego o numerze &, lgczacego
SES o numerze r z SES 0 numerze p przedstawia sig za pomocy formy kwadratowej

R |
(4.19) Uk=EAW,TCkAWk,

gdzie C, oznacza blok okreslajacy wspdlezynniki sztywnosdci elementu sprezysto-
tlumigcego o numerze k wedlug zalezno$ci (2.2} oraz gdzie Aw, jest wekiorem
(blokiem) okreSlajacym odksztalcenje elementu sprezysto-tlumiacego o numerze k&
wedlug zaleznodei (2.13).
Zalezno$é (4.19) przedstawia sie analogicznie jak zwiazek (4.13) za pomocg
wzorn
1

— f #* *
(4.20) Uk—?szk C, 4w,
gdzie
Blok nr r
4.21) C, =diag{0,0,..,6,C.0, .., 0}
oraz . '
Blok nr
* [ ——
(4.22) Aw, =col{0,0, ..., 0, 4w, 0, ..., 0},
Uwzgledniajac zwiazek (2.13), z (4.22) otrzymujemy
(4.23) AW, =¢01{0,0, ..., 0, F,u,—F, u, 0, .., 0}.
Wprowadzajac nastepnie macierz
00 00 0..0 0 0 0
0 ..0 0 06..0 0 0.0
90 .. 0F,0. 0 —F, 0. & |Pasmo poziome nr r
429 Nu=|00..0 0 0.0 o 0. 0
0.0 0 0.0 0 0 0 Pasmoapoziome nr p
o P 0 .......... 0 0 ............ 0 .._

Pasmo pionowe Pasmo pionowe
ar r or p
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zaleznoéé (4.23) moina zapisaé w postaci
(4.25) Awy =N, u.
Wstawiajac (4.25) do (4.20) otrzymujemy
1 . 1
(4.26) Up="y (Nut)” G Ny 0) = - u” (NG €y N )u
'Wprowadzajqc oznaczenie
.27 K,=N. (N,

zalezno$é (4.26) przedstawimy w postaci

1 .
(4.28) U= Ky,

Macierz K, ma nastepujaca postac;

00 ..0 0 0.0 0 0 0

00 0o ¢ ¢..0 0 0 0

00 ...0 & @& ..0 0 0..0 ‘

00. 0K,0. 0K, 0. 0)Pasmo poziome nr r’
0 ..00 O0..0 0 0..0

0 ..0K,, 0. 0K, 0. 0! Pasmo poziome nr p
¢00..0 0 0.0 0 0.0
00..0 0 0.0 0 0. 0

Pasmo pionowe Pasmo pionowe
nr nr p
gdzie

(4.30) Ku=F,C.F,, K,=FLCF,, K,=-— FLCF,, X=X, .

Wstawiajac nastepnie (4.28) do (4.18) uzyskujemy

v 1 1 v
(4.31) v= ¥ —urku= (Z Kk)u.
k=1 k=1
Oznaczajac
(4.32) K=} K,

wzor {4.31), uzaleiniajé(cy energic potencjalng uktadu od wektora wspdlrzednych
uogdlnionych, prredstawimy w nastepujacej postaci:

1~
(4.33) - U=~ u"Ku.
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Stad
4.34 ou K
. e . 1 I
( ) o

Macierz K okreSlong wzorem (4.32) nazywamy macietza sztywnoéci ukfadu. Sposéb
tworzenia tej macierzy wyjasniono dodatkowo w zamieszezonym przykiadzie (rys. 5).

Funkeje dysypacji ukiadu przedstawia sig jako sumg funkeji dysypacji poszeze-
golnych clementow sprezysto-tlamigeych;

s v 1 . .
(4.35) R= 2 By = 2 S AN B AW,

gdzw Aw, oznacza wektor predkodel odksztalcen elementu spr@zysto-tlumlaccego
o numerze k oraz B, blok wspolezynnikéw thumienia elementu spr@zysto—t}umlqcego
o numerze k okre§lony zaleznodcia (2.3).

Zwigzek migdzy funkcjg dysypacji ukladu a wektorem predkosci uogdlnionych
wyprowadza si¢ podobnie jak zalezno$¢ miedzy energia j)O‘L@ﬁ(:j&lﬂﬁc a wektorem
wspolrzednych uogélnionych, Wywody te ‘mozna wige pominaé. Funkcje dysypacji
ukiado otrzymujemy w postaci

1., ~.
436) ' R=—i"Li,
gdzie
(4.37) L= 2‘ L
k=1

nazywamy maclerzq thumienia uktadn.

Macierz Lk ma podobna postaé jak macierz Kk, a pochodna czastkowa funkcji
dysypacji okreslona wzorem (4. 36) wzgledem wektora predkosei vogdlnionych ma
postac

AR 7
(4.38) 7 E—- u.

Wykorzystujgc zaleznos$¢ (4.17), (4.34) i (4.38), z réwnafi Lagrange’a (4.10)
otrzymujemy niejednorodne réwnania rézniczkowe drugiego rzedu o statych wspSk-
czynnikach, ktére w zapisie macierzowym maja nastgpujaca postaé:

(4.39) Mii-+ D+ Kn=f.

Przy dalszych rozwazaniach wygodnie jest podzicli¢ uklad obliczeniowy na trzy
poduktady (rys. 4): 1) podukiad o nieznanym ruchu, na ktdry dziataja dane wymu-
szenia sifowe, 2) podukiad o danym ruchu, na ktéry dziataja nieznane sily powo-

dujac ten ruch oraz 3) podukiad wzajemnego oddzialywania poprzednio oméwio-
nych podukladdéw.
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Poduklad o nieznanym ruchu zawiera u sztywnych elementow skonczonych,
a jego poloZenie w przestrzeni okreslone jest wspotrzednymi uogdlnionymi

(4.40) n="{u.

Wielko§é tych wspdlrzgdnych nie jest znana, a celem naszych rozwazad jest
wyznaczenie okrelajacych je funkeji czasu.

Podtuktad o miezna-
nym ruchu '

S~
Podtukiad wzajemnego /( , )/ NI —
sidziatywania 4 ~ "‘\'< - /"/ ‘} : /
Poduktad o zadanyim i l\ / Dstoja e
ruthu " f o
; N
—

—

Rys. 4. Podzial ukiadu obliczeniowego na podukiad o nieznanym ruchu, poduklad o danym rachu
i poduklad wzajemnych oddzialywan

W skiad podukladu o nieznanym ruchu wchodza ponadto elementy sprgzysto-
thumigce, laczace miedzy sobg sztywne elementy skoficzone o nieznanym ruchu,
oraz OST Mgczace poduklad o nieznanym ruchu z poduktadem o danym ruchu.

Poduklad o danym ruchu zawiera u sztywnych elementdw skoriczonych a jego
ruch okreglony jest n' wspotrzednymi uogdlnionymi, bedacymi danymi funkcjami
czasn

n=0.

W sklad podukladu o danym ruchu wchodzg ponadto elementy sprezysto-
thimiace, laczace go z podukladem o nieznanym ruchu.

W sklad trzeciego podukiadu (wzajemnych oddzialywai) wchodza elementy
sprezysto-tlumiace, laczace poduklad o danym ruchu z podukiadem o nieznanym
ruchu.
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Wydzielenie podukiadéw w modelu obliczeniowym pozwala rozdzieli¢ macierze
wechodzace w skiad rdéwnan (4.39) na dwa bloki kwadratowe o wymiarach réwnych
liczbie stopni swobody podukiadu o njeznanym ruchu (rxn} i podukladu o danym
ruchu (' x ") oraz bloki prostokatne o wymiarach (nxn"} i (n” x n), bedace odpo-
wiednikami ulkladu wzajemnych oddziatywati:

M; 0 q Lo la], ] XK X][q] Jp
a [l BRI ¥102)

Bloki M, L 1 K maja wymiary n x n 1 odpowiadaja ukladowi o nieznanym ruchu,
Blok

{4.42) M=diag{m,}, r=1,2,..,u

nazywamy macierza bezwladnosci podukladu o nieznanym ruchu lub w skrécie-
macierza bezwladnosci.

Blok K uzyskujemy przez skreélenie w macierzy K pasm poziomych 1 pionowych
.0 numerach wigkszych od ». Nazywamy go macierza sztywnoéci podukladu o nie-
znanym ruchu lub w skrocie macierzg sztywnosci.

Blok L tworzymy analogicznie do bloku K skreélajgc w macierzy L pasma pio-
nowe 1 poziome o numerach wickszych od u. Nazywamy go macierzg thumienia pod-
ukladu o nieznanym ruchu lub w skrdcie macierzg thimienia, Bloki M‘, K', I’
o wymiarach n’ xn’ odpowiadajg ukladowi o danym ruchu.

Blok

M'=diag {(M,}, r=u+l,u+2, . i

nazywamy macierza bezwladnodei podukfadu o danym ruchu, przy czym skladowy

" blok M,, odpowiadajacy ostoi, nie wechodzi do dalszych obliczen i w zwiazkn z tym

mozna przyjac dowolnie wartoéei liczbowe na jego wyrazy. Na ogél zaklada sig,

ze jest to blok zerowy. Réwniez, jeZeli wymuszeniom kinematycznym poddane sa

bezposérednio korice elementow sprezysto-tlumigcych, to mase sztywnych elementow

skoficzonych, przyczepionych do tych koncdw, trakfujemy jako zerowa. W obu

wyZej opisanych przypadkach osie ukladu x,, x,.., x,3 mozemy obiera¢ dowolnie.

Blok K’ uzyskujemy przez skreslenie w macierzy K pasm poziomych i pionowych

0 numerach mniejszych 1 réwnych u. Nazywamy go macierza sztywnodci podukiadu
0 danym ruchu. '

W analogiczny sposob tworzy sig blok L' skreflajac w macierzy L pasma po-
ziome i pionowe o numerach mniejszych i réwnych .

Bloki K" i L”" posiadaja wymiary nxn’ 1 odpowiadaja ukladowi wzajemnego
oddzialywania, Blek K’' nazywamy macierzg sztywnosci polgczen podukladu
0 nieznanynl ruchu z podukladem o danym ruchu, a w skrécie macierza szitywnosel
oddzialywan kinematycznych. Analogicznie blok L'* nazywamy macierza thumienia
oddzialywan kinematycznych.

Po przemnozeniu blokéw w réwnaniu (4.41) otrzymujemy dwa réwnania ma-
cierzowe ruchu o nastepujace] postaci:

{4.43) Mg+Lq+Kq=p—K"'z—L"z
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oraz

(4.44) M'z4+L''Tg+L 2 +K "q+K'z=r.

Prawa strona pierwszego z tych réwnas przedstawia dane wymuszeniad zaréwno

w postaci sit nogélnionych jak i w postaci kinematycznej. Rozwigzanie tego rowna~

~ nia prowadzi do wyznaczenia jako funkcji czasu wektora przemieszezefi nogdlnio-

" nych, sztywnych clementéw skoficzonych rozpatrywanego ukiadu. '
Prawa strong réwnania (4.43) nazywamy wektorem zredukowanych sit wymusza-

jacych 1 oznaczamy

(4.45) h=col{h}=p-K'z-L"'z, r=L2 ., u.
Réwnanie (4.43) niezaleznie od typu wymuszen przyjmuje wtedy postaé
(4.46) Mq-+Lq+Kq=h.

Dla przyktadu rozpatrzmy uktad skiadajacy sie 7 pieciu sztywnych elementéw
skoficzonych {rys. 5a), przy czym jeden z nich jest ostoja (r=>5) i jeden posiada dany
ruch (r=4). Stad 4=3, u’'=2, #i=>5, czyli macierze ukladu maja pig¢ pasm pionowych
i pie¢ pasm poziomych, a wektory skladaja sie z pigciu blokow.

I
A
5=
I
M
a1
Mo = P
- — M
| I
r=1 r=7 r=3 r=4 r=5§
g o .
K= B & 1+ | + ﬁ =
Plid [ :@

k=ir—ip=3  k=ar=ip=? kqr=lp=2 -kedr=lp=t  k=br=2,p=5

Rys. 5. a) Ukfad zlozony z pieciu SES, b) schemat wektora wspdlrzednych nogdlnionyeh, ¢ schemat
wektora sil wogolnionych, d) schemat tworzenia macierzy bezwladnodci, ) schemat tworzenia.
macierzy sztywnodci, Kratki zaczernione oznaczaja bloki niezerowe

Na tys. 5b przedstawiono wektor wspdirzednych nogdlnionych ukladu z podzia-
lem na podwektory q i z. W wektorze tym ostatmi blok jest blokiem zerowym, po-
niewa# odpowiada on ostoi, ktérej ruch z zaloZenia jest zerowy.

Na 1ys. 5¢ przedstawiono wektor sit uogdlnionych ukiadu z podziatem na pod-
wektory p i r. Pierwsze dwa bloki wektora p sa blokami zerowymi, poniewaZ na
sztywne elementy skoficzone o numerze 1 i 2 nie dziataja Zadne wymuszenia,
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Na rys. 5d przedstawiono macierz bezwladnosci ukladu i jej podziat na macierze
M i M’ Macierz M uzyskuje si¢ sumujac pig¢ macierzy M. (r=1,2, ..., 5), odpo-
wiadajacych poszezegélnym sztywnym elementom skoficzonym i utworzonych na
podstawie zaleznosci (4.13a). Ostatni blok diagonalny podmacierzy M’ jest blokiem
zerowym, poniewaz odpowiada on ostoi i nie wchodzi do dalszvch obliczen.

Na rys. 5S¢ przedstawiono macierz sztywnoéci ukladu oraz jej podziat na podma-
cierze K, K’ i K", Macierz K uzyskuje sig sumujac pieé macierzy K, (k=1, 2, ..., 5)
odpowiadajacych pigciv EST i utworzonych na podstawie zaleznodci (4.27).

Macierz ﬁl ma niezerowe bloki na przecigeiu sig pasm poziomych i pasm pio- ‘
nowych o numerach 1 i 3, poniewaz EST o numerze 1, dla kiérego tworzona Jest

macierz Ki, faczy sztywne clementy skoniczone o numerach 1 1 3. Macierze KZ i K3
majg ni¢zerowe bloki na przecigeiu sig pasm poziomych z pionowymi o numerach
112, poniewaz EST o numerach 2 i 3 facza sztywne elementy skoficzone o numerach

11 2. Macierz K, ma niezerowe bloki na przecigciu sig pasm poziomych z pasmami
pionowymi o numerach 1 i 4, poniewaz EST o numerze 4 faczy sztywne elementy

skoficzone o numerach 1 i 4. Podobnie macierz K; posiada niezerowe bloki na
przecigeiu si¢ pasm poziomych z pasmami pionowymi o numerach 2 i 5, poniewaz
EST o numerze 5 polaczony jest z ostoja, ktdtej nadano numer 5,

Sposob tworzenia macierzy tlumienia ukladu jest 1dentyczny ze sposobem two-
rzenia macierzy Sziywnoscl.

Na rys. 5b-5e poszezegdlne bloki M, M’, K, K', K'’ oddzielono od siebie
grubszymi liniami.

5. ZASTOSOWANIA I DOKELADNOSC METODY SES

Nizej podano niektére przypadki zastosowan metody SES. Wykorzystano ja
do obliczen drgait whasnych i form drgan kadlubdw statkéw [10] (rys. 6), drgan
wlasnych i wymuszonych okrgtowych watéw napgdowych [7 i 8] (rys. 7), drgan
pretéw  zakezywionych [10), drgan urzadzed okretowych, plyt itp.,

Metodg SES wykorzystuje si¢ do obliczen drgan wlasnych konstrukeji [10 1 11],
drgafi wymuszonych sitami okresowymi {4, 5 i 14], stochastycznymi stacjonarnymi
i sifami niestacjonarnymi wraz z ruchem swobodnym ukiadu, Wymuszenia powyZsze
moga by¢ zaréwno sitowe, jak i kinematyczne hub mieszane silowo-kinematyczne.
Oblicza si¢ réwniez obeigzenia, reakcje i naprezenia uktadéw obciazonych statycznie.

Dokladnoé¢ metody ocenia sie na podstawie pordwnania z wynikami pomiaréw
lub z obliczeniami przeprowadzonymi innymi metodami uznanymi za dokladne.
To ostatnie z koniecznosci musi ograniczaé sig do prostych ukladéw ze wzgledu
na ograniczono$¢ metod klasycznych. Na rys. 8 podano dokladnosé obliczed czestodei
drgafi wlasnych swobodnej belki pryzmatycznej, a na rys. 6 uwidoczniona jest
dokladno$¢ obliczent drgan wlasnych kadluba statku poréwnana z pomiarami,

Dia drgaft wymuszonych sprawdzono dokladnoéé obliczess amplitud drgan belki
pryzmatycznej w zalezno$ci od ggstosei podzialu [4].
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Rys. 6. Schemat kadtuba zbiornikowcea, jego podziat na sztywne elementy skoficzone oraz pierwszycle
osiem postaci drgaf swobodnych (J — odchylka metody SES w stosunku do pomiarow, f -—
czestosc drpan wlasnych w okr/ming
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Rys. 7. Wal napedowy typu Grima: peodzial na sziywne elementy skoficzone i trzy pierwsze
postacie drgaf wlasnych
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Rys. 8. Dokiadnosé obliczen czgstodci drgaf wlasnyeh w zalenosei od gestoéel podziatu swobodnef

belki pryzmatycznej (v — numer postaci drgan wiasnych, § — odchytka metody SES w stosunku

do metody Csupora [10], uwzgledniajacej wplyw sif stycznych i energie kinetyczna ruchu obrotowego,
u — liczba SES na jaka podzielono rozpatrywana belke)

6. WNIOSK1

1. Metoda SES nalezy do metod mechaniki «komputerowej».

2. Dokladno$é metody dla celdw praktycznych jest wystarczajgco dobra.

3. Metoda SES znalazla szerokie zastosowanie do obliczen drgan swobodnych
i wymuszonych réznorakich konstrukeji okretowych.
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PestoMme

METOJT XECTKMX KOHEYHBLIX DJIEMEHTOB B PACUETAX CYAOBBIX
KOHCTPYKITUIA

MeTON WECTKHX KOHEUrHX HNEMeHTOB ABIACTCA THIEHTHLIM YHCJISHHBIM MCTOAOM B MCXaHkH-
xe. Cyrb METOHA CONEpKHTCS B pas/ieferny ZeficTBATCNBAOH CHCTEMEL Ha JECTKAC DIIEMEHTRL
COSHUMECHHEIS NDYT C APYroM JHHSHHBIME YUDYrO-BASKHME SNEMEHTAMH. ’

B paGoTe mamsl TeopeTHUccKHEe OCHOBBI METOZA, YKa3aHA ero TOYHOCTEH ¥ IPHMEPE HPHME-
‘Hemms (xouebauua cynomore KOpIyca, OPHBONALIX BANOB M IPYIOr0 CyAOBOTO obopyaoBarEa).
-C BOMOILIBIO 3TOTO METOJA pAcIEIsmacTcd CBODONHOE ¥ RHYKICHHOS FBHACHHS KOHCTPYxIIH.,

MOKHO PACUMTEIEATE CHJIOBBIC W ¥AHEMATHYCCKUE, IEPHOIHYECKAS, ANCHHOAYECKES H CIIy4alitnIe
BLHEYAICHASA, ’

SUMMARY

THE STIFF FINITE ELEMENTS METHOD IN SHIPS STRUCTURES COMPUTATION

The stiff finite elements method is the typical numerical method in engineering. It consists in
qividing of actual system on stiff elements interconnected with linear elastic — damping elements.

In the paper the theoretical basis of the method and its accuracy are discussed. The examples
of application (vibrations of ships hull, propeHer shafts and other ship’s equipments) are given.
1t is used to computations of free and forced motions of the structures. The force and kinematic
«excitations with perfodic, nonperiodic and stochastic character can be calculated.
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