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ZASTOSOWANIE METODY SZTYWNYCH ELEMENTOW SKONCZONYCH
DO OBLICZEN DRGAN WALOW OKRETOWYCH Z UWZGLEDNIENIEM
EFEKTGW GIROSKOPOWYCH

JANISLAW TARNOWSKI (GDANSK)

W pracy zaproponowano metode obliczania drgaf gietnych okretowych waldw napedowych
z uwzglednieniem efektow giroskopowych. Model obliczeniowy zostal oparty na metodzie
sztywnych elementéw skoficzonych. Opracowano program obliczeniowy na EMC pozwalajacy
na wygodne korzystanie z metody.

1. WstEP

Jednym.- z waznych problemdw stojgeych przed konstrukiorami-waléw hape-
dowych nastatkach jest okreSlenie krytycznych czestosci drgas gigtnych ukiadu
wal-§ruba napgdowa. Dla otrzyimania wartosciowych wynikédw nalezy uwzglednié
w-obliczeniach: :1) sztywno$¢ na zginanie wahu, 2) mase wahli, 3) mase i’ masowy
moment- bezwladnodci §ruby wiaz w woda towarzyszacs, 4) efekt giroskopowy thas
wirujacych, 5) sztywnoéé lozysk i podpér fozyskowych ™ oraz 6) quy m;qdzy
lozyskami a walem, :

Wystgpowanie efektu giroskopowego sprawia, e ruch walu mozna przedstaw;c
jako rezultat sumowania sig drgat-w dwoch plaszezyznach prostopadiych, przeci-
najgeych si¢ wzdluz osi pokrywajacej si¢ z osia tozysk.Zachodzi zatem przypadek
tzw: 'drgaf obrotowych, charaktéryzujacych sie tym, 2e odksztalcona of waln: wi-
ruje wokdt osi lozysk z predkescia katowa réwna predkosci katowej obrotéw w as:
nych watu. Jest to ruch precesyjny. Ruch precesyjny. wahi powoduje powstawanie
dodatkowych "momentéw-od wirtjaeych mas, noszaeych z racji swego. charakteru
nazwg momentéw giroskopowych. Wplywaja one znacznie na charakter drgan
w przypadku duZych predkoser katowych watu lub tez duzych masowych momentdw
bezwladnodci elementéw osadzonych na wale, Elementem takim w przypadku watéw
okrgtowych jest éruba mapedowa, ktdérg w. obliczeniach traktnje sie jako tarcze.

‘Zagadnieniem walow wirnjacych z uwzglednieniem efektéw giroskopowych
zajmowalo sig wielu antoréw. Zazwyczaj rozwazano pierwsza forme 'drgaﬁ WYWo-
fanych niewywazeniem waldw. Prace te [5, 13 i 14] maja raczej charakter rozwazan
teoretycznych z niewielkq mozliwoécia zastosowan praktycznych. W nnych pracach
rozpatrywano uproszczony model obliczenjowy w postaci niewazkiego walu z osa-
dzong na nim tarcza. Rozwiazanie w tym p zypadku, wzgledem czes oci drgafi
wiasnych, sprowadzalo si¢ do prostego réwnania kwadratowego, ktore nwzglednialto
wplyw efektu giroskopowego. pochodzacego od tarczy [, 3, 4]. Powyiszy model



298 . JANTSLAW TARNOWSKIL

obliczeniowy jest dopuszczalny tylko w przypadku, gdy masa walu nie przekracza
30% masy tarczy [1]. Warunek ten nie jest spelniony dla wigkszodci napedowych
waléw okretowych.

Z innych prac teoretycznych nalezy wymienié pozycie [7, 11 i 16], w kidrych
autorzy rozwiazuja zagadnienie drgan waldéw wirujacych z nwzglednieniem masy
walu, roziozonej badz dyskretnie, badZ tez w sposdb ciagly. Do$wiadczalnym aspek-
-tem zagadnienia zajmowali sig autorzy [8 i 12].

Niniejsza praca przedstawia prébe rozwigzania problemu obliczania drgan
waléw okretowych z uwzglednieniem cfektéw giroskopowych przy pomocy opraco-
wanej w Instytucie Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn Politechniki Gdan-
skiej metody sztywnych elementéw skofczonych (SES).

Wybér metody sziywnych elementéw skoriczonych zostal podyktowany jej
szczegdlng przydatnoscia do obliczen dynamicznych tego typu ukladdéw, Model
obliczeniowy utworzony przy wykorzystaniu tej metody pozwala na uwzglednienie
wielu z wymienionych na wstepie czynnikow wplywajacych na drgania waléw.
Wprawdzie w pracy tej uwzgledniono jedynie efekt giroskopowy, pochodzacy od
wirujacych mas watu, wydaje si¢ jednak, Zze bedzie moZliwe uwzglednienie rownieZ
np. wplywu odkszialcalnosei 1 masy dna podwdinego oraz sprzefen drgan gietnych
ze wzdluznymi i skretnymi Wazna zaleta metody sziywnych elementdw skoficzonych
jest jej przystosowanie do obliczen na komputerach, co pozwala na pelna (facznie
Z przygotowaniem danych) automatyzacjg obliczen.

W pordwnaniu z innymi poznanymi przez autora metodami obliczed drgan
waldw wirnjacych — metoda sztywnych elementéw skoficzonych pozwala na budowe
bardzo ogdlnego modety obliczeniowego zachowujac przy tym prostotg i Iatwosé

~ stosowania.

2. MODEL OBLICZENIOWY I ROWNANIA RUCHU

Na rys. 1 przedstawiono wyidealizowany model linii waléw na statku. Jest to
niewazki wal przewieszony, obciazony na keficu tarczg odpowiadajaca w ukladzie
rzeczywistym frubie napedowej. Odksztalcony wat obraca si¢ wokét wiasnej osi z
a ponadto wiruje wokol osi fozysk z,. Jest to, jak wspomniano, ruch precesyjny.

Jezeli predkoéci katowe obrotu wlas-

(ﬂ : nego waln iwirowania jego odksztal-

Z - g ,—----—"_‘—--—-______B conej osi sa réwne, to zachodzi przy-
w E padek’ precesji synchronicznej. Ma on

z miegjsce dla rozpatrywanego zagadnie-
nia drgafn obrotowych waldéw okreto-

Rys. 1. Ruch precesyjny waln przewieszonego Wych [8]. Srodek masy tarczy porusza

sic po torze kolowym w przypadku
ozysk izotropowych (precesja kolowa) lub w przypadku lozysk anizotropowych —
po elipsie (precesja eliptyczna). Jezeli kierunek precesji i obrotu wlasnego walu sg
zgodne, to zachodzi przypadek precesji wspélbiegnej, jezeli przeciwne, precesji
przeciwbieinej. Nalezy zaznaczyé, Ze ten ostatni przypadek ruchu wysigpuje
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rzadko i do niedawna wéréd badaczy istnialy kontrowersyjne opinie co do jego
istniemia’ f12 i 13], Ulepszone metody pomiarowe pozwolily na do$wiadczalne
stwierdzenia wystgpowania precesji przeciwbieinej dla wirnikéw turbin gazowych
[12]. W dost¢pnej literaturze autor nie natrafit na doSwiadezalne potwierdzenie
jej wystgpowania dla okrgtowych waléw napedowych,

2.1. Model obliczeniowy

Rysunek 2 przedstawia linie watéw na statku, a poniZej jej model obliczeniowy
sporzadzony na podstawie metody sztywnych elementéw skoniczonych. Powstal on
z podziatu ciaglego walu na sztywne elementy, polgczone migdzy soba i ostoja
elementami o wlasnodciach  sprezysto-ttumigeych. Zasade podzialu oraz sposdb
wyznaczania parametrow ukladu opisano wyczerpujaco w pracach [9 .1 10].

-—m—n“nJ: 1=;=|{=§;|===iﬂ=i -,
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Rys. 2. Okrgtowy wal napedowy: a) ukia_d rzeczywisty, b) model obliczeniowy

Zakladamy, Ze masa elementéw spr@iysto—t?umiqcych jest pomijalnie mata,
a charakterystyki sa liniowe. Z kazdym elementem sztywnym i sprezysto-tlumigecym
zwigzane sg niezaleZne, nieruchome uktady odniesienia o osiach odpowiednio réwno-
leglych. Oznaczamy je przez x,1, X2, X,3 (gdzie+ oznacza nlimer sztywnego elementu
skoficzonego) oraz Vi;, Wz, Yis (gdzie k oznacza numer elementu sprezysto-tlumia-
cego). Uktad osi zwigzanych ze sztywnym elementem pokrywa sie w stanie réwnowagi
vkladu z jego gléwnymi osiami bezwladnosci, podobnie jak uklfad osi zwiazanych
Z elementem sprezysto-thumigeym z jego gléwnymi osiami deformacji. W ogdlnym
przypadku kazdy element skonczony ma szesé¢ stopni swobody, :trzy transiacyjne
wzdtuz ost X,, X,2, X3 1 trzy rotacyjne wokét tych osi. Poniewaz rozpatrywany jest
przypadek drgan obrotowych walu z pominigciem sprzezef drgai gietnych z drgania-
mi wzdhiznymi i skretnymi, mozna pomingé przemieszezenia elementu skonczonego
w kierunku osi x,, oraz obroty wokét tej osi. Zatem kazdy sztywny element skonczo-
ny bgdzie mial cztery stopnie swobody, odpowiadajace przemieszczeniom $rodka



300 . s JANISEAW TARNOWSKL

masy w kierunku osi x,, i %5 1 obrotom wokét tych osi. Przemieszczenia te zostang
przyjete za wspélrzedne nogdlnione i 0ZNACZONE PIIEZ Uy, Uz, Urss Urge Wobec po-
wyzszego caly uklad ma n=4u stopni swobody.

Uwaga: wszystkie oznaczenia sy zgodne z oznaczeniami przyjetymi w pracy [IO]

2.2, Réwnania ruchu

Réwnania rézniczkowe ruchu dla opisanego modelu moga byé wyprowadzone
z réwnan Lagrange a dla malych drgan W zaplsw mac1erzowym spmwadzajq sig
do’ postam ~

Q1 L 'Mﬁ+‘£a;xu:‘,_h,f,” '

gdzie M oznacza macierz mas uogdlnionych, L macierz tlumienia, X macierz sztyw-
nosci oraz h wektor sit uogdlnionych. Postaé oraz sposéb tworzenia’' magierzy
M, K i L zostaly szczegSlowo opisane w pracach [9 i 10].

Uogélniony wektor sit moina przedstawié w postaci

2.2) h=f+g,

gdzie f oznacza wektor sit uogélnionych zaleznych wprost od czasu oraz g wektor
uogdlnionych sit giroskopowych zaleznych od predkosei. |

Wektor f utworzony jest z blokéw sit uogdlnionych, dziatajacych na poszczegdlne -
elementy skoficzone. Mozna go zatem zapisaé w postaci

(2.3) f=col {Ly=col {£;}, r=1,2 mtt, i=1,2, .1

OczywiScie wymiar bloku {f.} jest téwny liczbie wspdirzednych wogélnionych od-
powiadajacego mu elementu skonczonego, zatem bedzie to blok o wymiarze 4 x 1,
Sity uogélnione, reprezentowane przez wektor f, moga pochodzi¢ np. od niewywa-
zenia walu, Moga to by¢ réwniez okresowe sily zewnetrzne, np. dzialajace na $rubg
napgdowa wymuszenia hydrodynamiczne.

W zwigzku z tym, e wal wykonuje drgania obrotowe na kazdy sztywny element
skonczony dziala moment od sil guoskopowych ktory po roztozenin na klerunk1
X5 1 X.c Wyraza sig wzorami '

(24) = . Ers :J CDI'I,.G s EBre ™ __erars:

gdzie J, oznacza os’ owy masowy moment bezwladnosci r-tego SES oraz o pr@dkosc
katowa obrotéw wlasnych walu.
Waobee tego blok sit gu‘oskopowych 0dpow1adajqcy r-temu SES ma postac

0

0
g ol g
= CG!:I,.S

2

@5 | e

a wektor uogdlnionych sit giroskopowych dziatajacych na caly uklad

@8 .. g=col{gi=col{g}, r=L2.u, i=12.,n
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Po przemesxemu wektora g na lewg strong réwnania (2.1) przyjmie ono postaé
en S Mu+Lu+Ku+g f, '

gdzw g= —8 . '
Wektor g réwniez bf;dme sig skladal z blokéw odpowmdajagcych poszczegolnym
SES, co analogicznie do (2.6) mozna zapisac

(2.8) ) ‘ §=c_01 {é,}__=col {gr,-} , r=1,2, s Uy i=1,2,..n
'gdzie' R _
_- 0 .
D _ 0
2.9) &= s on. |
. .I,an'ars_

Ostatnié wyrazeife mozna przedstawié w postaci iloczynu dwu macierzy:

000 0 [,
; . looo o iy
210 - - g=Ga = N
00 0 —Jo|| ths
0 0o 0 || the

gdzie G, oznacza macierz oddzialywan giroskopowych r-tego. SES oraz i, wektor
predkosci uogélnionych r-tego SES.

Zwiazek (2.10) d'a calego ukladu ma postaé
{2.11) : g.=G col {u,}=Gu.

Z réwnan (2.10) i (2.11) wynika posta¢ macierzy oddziatywan giroskopowych &
dia calego uktadu:

000 0

000 O
. : 0 0
00 0 —Jw
0 0Jiw O
ooo o - T
o 000 0 .
{2.12) G= 00 0 —Jho
0 0Lo 0 ..
: S SR
: 000 0
0 : 0
: 0 0 0 —-Jw
i .0 0J,0 O
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Jak widaé, macierz’ G jest skosnic symetryczng macierza kwadratows. Sklada sig
z blokéw o wymiarach 4 x 4, ktdre leza na glowne] przekatnej. Bloki te odpowiadaja
poszczegbloym elementom skonczonym. Wstawiajac (2.11) do (2.1) otrzymujemy
ostateczng postac rozniczkowych rownan ruchu w postaci macierzowej, opisujgcych
wymuszone drgania obrotowe walu przedstawionego na rys. 2:

@13 Mi + (L--G)u+Ku=f.

Zagadnienie drgan wymuszonych w postaci (2.13) sprowadzamy do rozwu;zama
ukladu rownan w zbiorze liczb zespolonych:

2.14) [K—Mo? +jo (L+G)] u(jo) =£(je),

gdzie j oznacza jednostke urojong.

Dla poszczegdlnych czestodcl wymuszen, np. zwigzanych z niewywazeniem walu,
znajdujemy zespolony wektor przemieszezerr u(jw), ktéry mozna przedstawié
w postaci :

(2.15) u(jo)y=Reu (jo)+jImu (jw).

Amplitudg drgaf w kierunku i-tej wspdlrzgdnej vogdlnionej oblicza si¢ wtedy z za-
leznosci

(2.16) * ul=V[Reu,( jo)? +Imu; (jw)]? .

W ten sposéb dla danej czestodci sity wymuszajacej znajdujemy przemieszczenie
dowolnego elementu skoficzonego w wybranym kierunku. Pozwala to w koficowym
rezultacie na sporzadzenie krzywej rezonansowej z uwzglednieniem efektéw girosko-
powych, a tym samym okreslenie czgstodei krytycznych,

3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Opierajac si¢ na podanej wyzej metodzie, opracowano programrw jezyku Fortran
IV na komputer ICL systemu IV, pozwalajacy na wykonanie obliczen dla rzeczy-
wistych watéw napedowych. Pominiemy szczegétowy opis przygotowania danych,
ktéry mozna znaleZ¢ w pracy [9], a ograniczymy si¢ do podania informacji o para-
metrach liczbowych ukladu oraz zalozen, przy ktérych wykonano obliczenia.

Ze wzgledu na niewielkie predkosci obrotowe zalozono, ze wystarczy uwzglednié
efekt giroskopowy pochodzacy jedynie od §ruby napedowej, ktéra charakteryzuje sie
duzym masowym momentem bezwladnosei — aczkolwiek w programie istnieje
mozliwos¢ nwzglednienia efekiu giroskopowego od wszystkich wirujacych elementéw.
Pominigto thumienie oraz przyjeto izotropowe wlasnosci lozysk i samego waln,
chociaz z punktu widzenia metody i programu nie jest to konieczne.

Caty wat podzielono na 17 sztywnych elementéw skonczonych (rys. 2b). Masy,
uogdlnione elementdw zestawiono w tablicy I, a sztywnosci elementéw sprezystych,
taczacych sztywne elementy miedzy soba i ostoja, w tablicy 2,

W pierwszej i drugiej kolumnie tablicy 2 podano numery sztywnych elementéw
skonfczonych, migdzy ktérymi znajduje si¢ dany element sprezysty. Kolumna trzecia
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zawiera liczbg okreslajaca ilo§¢ elementéw sprezystych o takich samych wspétezynni-
kach sztywnoéci i wspolrzednych zamocowania do elementdw sztywnych.
"W przypadku, gdy element sprezysty laczy element sztywny z ostoja, w kolumnie
drugiej powtdérzono liczbg z kolumny pierwszej. W kolumnie czwartej podano
“ wspdotezynniki sprezystodcei translacyjnej, a w piatej rotacyjnej. Wreszcie w kolumnie
szdstej i siddmej podano wspdlrzgdne zamocowania elementu spreZystego w uk}adzw
lewego i prawego sztywnego elementu skonczonego.

Tablica 1
Nr SES Mz =ty3 5= Mg
[kGem~1 52] {kGem s*]
1 4,2970 14554
2 12,2700 136
3 0,3370 124
4 .
: 0,3618 150
10
11 0,3904 163
12 0,3109 130
13 0,1763 31
14 0,7573 447
15 0,0754 110
16 0,5627 186
17 0,9205 753
Tablica 2
rlpil] Ca=GCar10" | Cs=Cy+ 10|  Si | Su
: kG/om] | fem}
1| 2|1 0,300 0,432 23,6 —35,0
2] 31 0,113 0,162 30,0 —32,4
3| 411 0,113 0,144 32,5 —30,0
4| 517 0,107 0,138 32,5 —32,5
1ml1zi1 0,103 0,133 31,2 —32,5
12113] 1 0,106 0,118 19,5 —33,8
131411 0,095 0,075 12,5 —17,2
14115] 1 0,039 0,083 32,5 28,2
15161 1 0,023 0,051 40,0 —32,5
1617 1 0,108 0,145 54,4 —25,0
2| 2i1 0,194 0 0 0
16]16] 1 2,340 3,420 0 0

Wynik obliczef zostal przedstawiony na rys. 3 w postaci krzywej rEZONansowe;,
pozwalajgcej na okreSlenie pierwszej predkofei krytycznej obliczanego walu
z uwzglednieniem efektu giroskopowego od $ruby (wykres 1). Dla poréwnania
naniesiono réwniez krzywa rezonansowa dla tego samego ukladu z pominigciem
efektu giroskopowego (wykres 2).
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Rys. 3. Krzywa rezonansowa dla wata: I — z uwzglegdnieniom efektu giroskopowego, 2 — bez
efekiu giroskopowego

4, WHNIOSKI

1. Przedstawiona metoda pozwala na obliczanie krytycznych czgstodei drgan
gietnych okretowych watdw -napgdowych, podpartych sprezyscie w lozyskach,
z uwzglednieniem efektéw giroskopowych oraz tlumienia wewngtrznego ioze-
wnetrznego. :

2. Metoda stwarza mozhwosc] dalszego rozbudowania modelu obliczeniowego,
uwzgledniajacego np. wp}yw dna podwojnego i sprzeZenia drgan gn;tnych ze wzdiuz-
nymi i skretnymi.

3. Metoda zostata zaprogramowana na komputer, co sprawia, Ze korzystanie
z niej jest bardzo wygodne. Znalazla zastosowanie w biurach konstrukeyjnych prze-
myshu okregtowego.
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PesmowMme

ITPUMEHEHHAE METOJA XECTKHX KOHE"IHLIX 2JEMEHTOB
JJIs PACUETA KOJNEBAHHIA CY¥IOBRIX BAJOB C YYETOM
THPOCKOITMYECKUX SOOEKTOB

B pabote mpemiosen MeTOLX pacyera BITHOHBIX konebaHuit cynoBbIXx IPUBOIHLIX BATIOB C
VUSTOM THpOckonndeckax sbdexTon, PacteTHaa MOOeNs OCHOBAHA HA METOAE KECTKAX KOHOT-
HBIX 3JIEMENTOB, Paspaborama pacyeTnan mporpamma ma DBIM, moszsoismonias yooOHO mORB30-
BATECA METOIOM. '

SUMMARY

APPLICATION OF THE METHOD OF STIFF ELEMENTS TC THE CALCULATION OF
NAVAL TRANSMISSION SHAFTS, GYROSCOPIC EFFECTS BEING TAKEN INTO
CONSIDERATION

A method of calculation of bending vibrations of naval fransmission shafts is proposed in
the paper, gyroscopic effects being taken into consideration. The calculations are based on a theoreti-
<al model consisting of stiff finite elements. Corresponding programs for digital computers are
presented.
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