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0 ZAGADNIENIU ROZPRZESTRZENIANIA SIE FAL NAPREZENIA
W PLASTYCZNYM OSRODKU ZAWIERAJACYM SZTYWNA PLYTE
NA GRANICY WARSTW

KRZYSZTOF PODOLAK (WARSZAWA)

1. WsrtEp

Nierzadko w praktyce zachodzi koniecznoéé budowy obiektéw na obszarze,
ktory jest miejscem rozprzestrzeniania sie zaburzen powstatych w wyniku stosowania
materiatéw wybuchowych (przy eksploatacji zt6z wegla, w budownictwie fortyfika-
cyjnym).

Znajomosc oddziatywail, jakie w tym przypadku wywiera osrodek na umieszczo-
ny w nim obiekt, jest sprawa zasadmiczg dla projektantéw tego typu obiektow.
Wiasciwe informacie na ten temat mogliby$my uzyskaé rozwiazujac skomplikowane
zagadnienie dyfrakeji fal na cicle stanowigcym model obiektu 1 umiejscowionym
w ofrodku, ktorego wlasnosci mechaniczne odzwierciedlaja zasadnicze cechy oérodka
rzeczywistego. Musimy jednak zdawac sobie sprawe z faktu, ze rozwiagzanie takiego
zagadnienia, mimo swej ztozonodci, bedzie tylko w jaki§ sposdb przyblizony opisy-
walo zachowanie sie realnej konstrukcii z uwagi na konieczno$¢ idealizacji rzeczy-
wistych warunkdw, dajacej w efekcie mozliwo$é uzyskania wspomnianego rozwia-
zania. Biorgc to pod uwagg, zdecydujemy sig na wprowadzenie uproszezen, kidre
pozwola uzyskaé przyblizone informacje o zachowaniu sig obiektu, jako rezultat
rozwazania prostszych, a przez to mniej pracochionnych zagadnien.

Pewnych danych dotyczacych interesujgcego nas tematu dostarczaja publikacje
poéwigccone jednowymiarowym problemom rozprzestrzeniania sie i odbicia fal
sprezysto-plastycznych od réznego rodzaju przeszkod [l — 3] Dalszym ich uzuo-
pelnieniem sa rozwazania dotyczace propagacji fal w sprezysto-plastycznych ofrod-
kach warstwowych [4 - 6].

Jako nastepny krok w omawianym zagadnieniu mozna uznaé rozwaZzania,
ktérych przedmiotem jest badanie rozprzestrzeniania si¢ fal w ofrodku skiadaja-
cym si¢ z dwu warstw o roznych wlasnoséciach mechanicznych oraz sztywnej plyty
reprezentujacej obiekt i umieszczone] miedzy tymi warstwami. Rozwiazanie takiego
problemu przedstawili autorzy pracy [7] pizyvimujac, ze warstwa zewnetrzna, kidrej
brzeg obciazono cisnieniem powstalym w rezultacie wybuchu, wykazuje cechy ma-
terialu plastycznego ze sztywnym odciazeniem, natomiast poiprzesirzent oddzielona
od niej plyty jest sprezysta.
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Przedmiotem tej pracy jest zagadnienie analogiczne do [7] dla przypadku warstwy
7 materialu plastycznego o liniowym odcigZeniu, ktéra dziala za posrednictwem
nieodksztalcalnej plyty na pdlprzesirzen o wlasnosciach reprezentowanych przez
model ciata plastycznego ze sztywnym badZ liniowym odcigZeniem.

2. ANALITYCZNY OPIS ZAGADNIENIA
2.1

Rozwazymy zagadnienie rozprzestrzeniania sig plaskich fal naprezenia w ofrodku
dwuwarstwowym, w ktérym warstwy sa oddzielone od siebie sztywna plyta o masie
m, przypadajacej na jednostke powierzchni plyty (rys. 1). Przyjmijmy, Ze wlasnodci
mechaniczne warstwy majacej skoficzong grubosC i reprezentowane sa przez ofro-
dek plastyczny o liniowej charakterystyce zarowno w zakresie plastycznego obcig-
Zenia jak i odciazenia (rys. 2).

o bbbl ot}

s /ir // /Pv 91,910 k(%)
A
Vs m
Q\ Q/‘/ /«\
/ //Pz Lz, GZU
NS
XY

Rys. 1 Rys. 2

W zagadnieniach, ktére stanowia przedmiot tych rozwaZan, druga warstwa
wykazujaca réwniez wlasnodei materialu plastycznego posiada znacznie wigksza
grubosé. Mozemy jg zatem traktowaé w obliczeniach jako pélprzestrzen, bowiemn
efekty uzyskane w rezultacie uwzglgdnienia odbicia fal od jej drugiej granicy sa w tej
sytuacji malo istotne. Zbadamy dalej dwa przypadki w zaleznosci od tego, czy
material pdlprzestrzeni charakteryzoje sie sztywnym, czy lniowym odcigzeniem.

Ze wzgledu na jednowymiarowos$é rozwazanego zagadnienia (w celu umozli-
wienia jego matematycznego opisu) wprowadzimy jedng o wspéhrzednych x, skie-
rowang w glab pdlprzestrzeni o poczatku 0 na powierzehni warstwy (rys. 1).

Przyjmijmy, Ze na plaszczyZnie x=0 dziala powstate wskutek wybuchu cisnienie,
ktérego zmienno$¢ najczeéeiej jest opisywana za pomoca nastgpujacej funkcji czasu
{por. np. [6 1 T]):

t n :
@.1) p={" (l | T) o bsrsn
0, jesli f>7,

gdzie # oznacza liczbe naturalng oraz 7 oktres czasu, po uplywie ktdrego ci$nienie
osigga wartosé zera.
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2.2

Na podstawie przyjetych w p. 2.1 zalozen ofrzymamy w sposdb przedstawiony
w [8] nastgpujace réwnpania ruchu we wsp6irzednych Lagrange’a, opisujace zacho-
wanie si¢ badanego oérodka:

1 1
(22) 'v,t:—!;a,xa v = Pi“;f T ts
gdzie » (x, f) oznacza predkosé przemieszezed, o (x, t) naprezenie, p; g¢stosé ofrodka
oraz gdzie ah:}/Ek/pi,
_Jiw obszarze plastycznego obcigZenia,
i, w obszarze odcigZenia (z wyjatkiem sztywnego odciaZzenia),

.__| 1 dotyczy materialu warstwy,
2 dotyczy materiatu pétprzestrzeni; wielkosé oznaczyliémy na rys. 2,

Podany uklad réwnan uzupelniajq nastgpujace warunki graniczne:
dla t=0: o 0=0, o(x,0)=0;
2.3 dla x=0: o0, H)=—p@);
dla x=h: ogH O—0wb, fy=mu .,

gdzie oy, (h, 1) 0znacza naprezenie w warstwie na styku z plyta, oy, (A, 1} naprezenie
w polprzestrzeni na styka z plyta oraz o (t) predko$c ruchu plyty.

Uklad réwnan (2.2) z warunkami granicznymi (2.3) rozwiaZzemy stosujgc metodg
charalterystyk {6 i 8].

2.3 .

Rozwiazanie przedstawionego wyiej zagadnienia wyrazimy za pomoca nastg-
pujacego ukladu wielkoscei bezwymiarowych [7]:

t x h Patla o;
T=-—, X= s H=——, &= 3 Pi= s
T a7 251 T pl ay pm
_ p(®) h P m
o E] i 27" E] = 3
Pw DI Pm F1 a7
Q.4
_ Pt it P11 7T
= i LT T Uy, = W,
PmT Pm P
_ o 25} 30
0= = =—
Ju 0 a:l » ﬂz a; ] Ju'ZO az >
gdzie

G (w) (h, t): —I (f)s G(py (hz f)= —Fa (t) .
Indeks i stojacy obok wielkosci P oraz V' oznacza numer kolejny obszarn na
plaszczyinie fazowej.
Wprowadzimy poza tym [7] oznaczenie indeksowe 0i, ktére wskazuje, Ze dana
wielko$é wystepuje wzdluz fali silnej nieciagloéci od strony obszaru i
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3. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA W PRZYPADKU WYSTEPOWANIA OBCIAZENIA
W POLPRZESTRZENI

Zamieszczone W tym punkcie wzory okreflajace napreZenie i predkofci prze-
mieszczel stanowia podstawe dla dalszych rozwazaf, ktérych celem jest okreSlenie
parametrdw ruchu plyty w przypadku pojawienia sie odcigzenia w polprzestrzeni,
Majac ten faki na uwadze ograniczymy sie dalej do podania tylko istotnych dla
wspomnianego celu elementdéw rozwiazania. Beda to w zasadzie wzory okre§lajace
rozklad naprezenia i predkofci przemieszezen wzdluz granic obszaréw (rys. 3).
Znalezienic na ich podstawie rozwigzan we wngetrzu kazdego obszaru na podstawie
metody charakterystyk nie przedstawia trudnosci.
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Przyjmijmy na wstepie, ze w rezultacie dziatania warunkow scharakteryzowanych
W p. 2 uksztaltuje si¢ obraz rozwigzan pokazany na rys. 3. Oznaczemia przyjgte
w podanych nizej wzorach, zgodnie z obowigzujaca na podstawie p. 2 symbolika,.
s zwiqzane z nastepujaca numeracja obszaréw, wprowadzong na rys. 3.

Obszar 1. Obszar niezaburzony

Pl(‘X; T):Os Vl(Xa T)=0'
Obszar 1. Obszar odcigzenia, na ktdrego granicach naprefenia i predkosci

przemieszczen wyrazaja sig nastgpujaco:
a) Wzdhiz frontu fali odeiazenia X=17T

( pio—1 )k
7 Hio "

3
—— . Y/ e
ot e T ) T A

F k=0

Po,(X)=—

3.1
Voz(X)z—Pm(X):

gdzie (n) oznacza symbol Newtona oraz gdzie A= f t“’i.
k ftiot1
‘b) Rozklad predkosei na brzegu X=0 warstwy
1 Hio—1 ( Hio )
3.2 V,(0,T)= -— Py —T
3.2 2 ) Hio Hio Vot 1

Obszar I, Obszar odcigZenia
a) Rozwiazania przed frontem fali odbitej silnej nieciagtosei X= —T+2H

Pos(X)=Poz(X),

(3.3) o Poz (X)  pio—
V(X0 = Z [Po(T)+ Pos (X1 =5~ P (Ko,
gdzie
tio+1
T,=— fro AT Y4 2H,  X,=A kDX,
Hio
i
— AL ¥ g,
N tio+1

Wspélrzedne przestrzenne X punktéw nalezacych do kolejnego odcinka & spelniajg.
warunek

Xe{AY" H, A*H> .
b) Rozkiad predkosci na brzegu X=0 warstwy

2 Po(T)  pio—1
G - : : _
G4 TPOD= - } [P (T0)+ Poa (X +— Po2(Xo) s

10 Hio

i=1
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gdzie
T =A‘(k")T+2H(1—A'(’“‘))V,
Hio .
Xj= ——— A~y T_2H
i ﬂlo"l“'l ( )3
Hio

Xo = A-G-0TyoH —(k=1)
o= FRA—A-G0

‘Wspdltrzedne T punkiéw nalezacych do k-tego przedziatu czasu spelniaja warunek

+1 +1
Te &(2 —LAH) H, (2 ~-’%‘: A") H>
1Q

Obszar 1V. Zanim podamy odnoszace sie do tego obszaru rozwigzanie, przedsta-
‘wimy pokrdtce sposéb, w jaki moZzemy je uzyskaé, przyjmujac za podstawe fakt
‘wystgpowania odcigzenia w rozwazanym obszarze (por. np. [5]). Aby wyjasni¢
stosowang metodg, wykorzystamy rys. 4, ktéry przedstawia fragment plaszezyzny
fazowej, zawierajacy obszar IV, Nalezy zwrdcié uwage, iz przyjeto tutaj nowy uklad
wspotrzednych

(3.5) ¥Y=—Xx+H, T=T-H.

Krok ten jest podyktowany dazeniem do uzyskania wzordw w mozliwie zwariej
postaci.
Na rysunku zaznaczono dwie charakterystyki: dodatnig i ujemna, poprowadzone
z punktu o wspélrzednej X, lezacego na prostej reprezentujacej fale odbita silnej
nieciagloéci. Charakterystyki te przecinaja
L7  prosta ¥=0 odpowiednio w punkiach wy-
réznionych wspdtrzednymi T, i Ty,
Réwnanie stuzace do obliczania pred-
< g kodci ruchu plyty uzyskamy przeksztalcajac
A L vktad réwnan, w kidrego skiad wchodza
e scalkowane zwiazki wzdluz charakterystyk
’ D 4T X,—T,.. 1 X,—T,, warunek ciaglodci dy-
77 TAT  namicznej na froncie fali silnej nieciaglosci
: (w punkcie X,), warunek brzegowy dla X=0
| = 1 [por. (2.3) dla x=h] oraz zwigzek miedzy
i | ) naprezeniem 1 predkodcia przemieszezen
1 w plaszezyZnie stycznosci polprzestrzeni
z plyta, poprawny w przypadiku obciazenia.
Rys. 4 Rezultatem wspomnianych przeksztatced
jest réwnanie réZniczkowe zwyczajne pierw-
szego rzedu z przesunigtym argumentem [9] dla funkcji 9 (T) okreslajacej pred-
kos¢ poruszania sie p}yty. Rownanie to ma nastepujaca forme:

y
il

>4
I
&
[wa)

B.6)  WT) Lt 9(T)+A,9 (AT)+ A uT:ii 9(AT)=
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. 4 . fm : kN o ol ki
- M(um+1),§( U(’C)g(i)(m(?f]{) )

x {m[(— l)iA““‘_”+11+1},
gdzie
[S(T)]E‘ETA‘H: - V4(H, T)= - V&(H, T)n

3=, sun=| 40|
dr dé e AT

Warunek poczatkowy dla réwnania (3.6) wynika z prac [7 1 8] i ma postac:
(3.7) [$(T)]lz=0=0.

Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania réwnapia z przesunigtym argumentem
(3.6) i warunkiem (3.7) wynika z twierdzenia KAMIENSKIEGO (por. np. [9]). W celu
znalezienia wspomnianego rozwigzania wykorzystamy metode rozwinigcia w szereg
potegowy. Przyjmiemy w zwiazku z tym nastepujaca posta¢ funkcji opisujgcej
predkoéé ruchu plyty: '

ol
(3.8) (Ty=ho+ 2 b, TV,
i=1
gdzie wspSlezynniki wystgpujace w sumie, okre$lone zgodnie z przyjeta metoda
postepowania, mozna przedstawié w postaci nastgpujacych wzoréw rekurencyjnych:
bO =0 S

b fyot {o— i o) ATH? 4
. —— %
T GFD QA M (o DD (14 47+

y EANE 3 19— 1 ki
(39) X£;04)h)Q)t?E’H) ’

k+1
X {TSW [(‘- 1)jA_(k_j}+l] +1}, jeieli j--<,n,

bj+1= —b

5 b ot-|-,um+(o:-,ulo)Aj+1
TR MG (AT

j>n,

gdzie n jest wykfadnikiem potegi w wyrazeniu {2.1).

Wykazano, 7e szereg (3.8) o wspdlezynnikach (3.9) jest zhiezny jednostajnie.
Ponadto dzieki temu, iZ jest on przemienny, mozna z Iatwoscig oszacowad blad,
jaki popeliamy ograniczajac si¢ W rozwiazaniu do skoficzongj iloSci wyrazow
{np. m):

HL

I Zm' bjTj_ 2 bj TJ.<_b(m+1}Tm+l.

d=nt1 J=n+1
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Znajac predkosé ruchu plyty (3.8) jesteSmy w stanie obliczyé naprezenie
w plasdczyZnie stycznoéci warstwy z plyta:

(3.10) P (0, TY=a(T)+MIT),
a takze naprgZenie na styku pdlprzestrzeni z plytg:

(3.11) P (0, Ty=ad(T).

Réwnanie (3.6) oraz wynikajace z niego wzory (3.8)-(3.11) sa poprawne
w skonczonym przedziale czasu (0, 7,>. Wielkosé 7, okreslamy na podstawie wa-
runku
, _ [ H o+l _
(3.12) T, =min (2 ,— XK,T,,).
Hio Hrio

Poszezegolne wielkosci wystepujace w (3.12) mozna obliczyé z nastgpujacych wa-
runkdéw: i
a) 2H/u, z przyjetej postaci prawej strony w rownaniu (3.6);

- b) [(#10+1) Xi)/ 110 biorac pod uwage efekt zaniku silnej niecigglosci na froncie
fali odbitej w punkcie o wspdirzednej przestrzennej X, kiGrg okreslamy na podsta-
wie rownodci

— Pos(X)=Py, (YK) ;
¢) T, stanowi ograniczenie ze wrzgledu na wystepowanie procesu odcigzenia
w plaszczyznie stycznofci pélprzestrzeni z plyta. Wartosé T, obliczamy z réwnania

[ () -7,=0.
Znajac [na podst. (3.8)] predkosé ruchu plyty 9 (T) w przedzale czasu <0, T.>

mozemy okreélié funkcje opisujgce naprezenie i predko$é przemieszezen wzdhuz
frontu fali odbitej silnej nieciaglodci. Przyjma one nast¢pujaca postaé:

— — T Hio—1 _
Po (X)= —[MS( —X)+ g 8( —X)]+
o+ (X) Hig+1 Hio (@~ #10) Hio .
Hio - _
(3.13) + o +1 [Po2 (X)+ Vo (X)],
_ - L Hio— 1 _ Hio—1 _
Voa(X )= — {MS( — X)+ o — .9(—-"ﬁX)—-
o4 (X) Hio+1 Hio @ t10) Hio
[P (D) Poa (D]}
Ze wzorow (3.13) mozemy korzystaé, gdy
(3.19 Xe, Xy,
gdzie
7 —mi ( 2H = Hio T)
= min s .
Hig—1 * Mo—1 "7
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W uzupelnieniu rozwazafi podamy réwnanie rézniczkowe, sluzace do obliczania
predkoéei tuchu plyty w koleinym przedziale czasu od momentu 2H[u,q:

d — -+ _ . — Hio _
{3.15) 'd—T— Y(T)‘!“Lﬂfi Y(MN=—-4 [,9(11)],1:Af—%A9(AT)+

2410 {.. ( Hio _) _ ( thio _)]
+ ? Tla Vo |0 1],
M{po D) 1) py0+1 O\ ot 1

Y (T)=V,(,T).

gdzie

Oczywiscie warunek poczatkowy jest nastepujacy:

(3.16) [Y(T)] =9(2H )
) 7o 28 Hio '

Hio

Réwnanie (3.15) jest poprawne do momentu, w ktérym w pélprzestrzeni wystapi
.odcigZenie, jezeli ponadto spelniona jest nieréwno$é

X > 2 #rot+1’

Ze wzoréw typu (3.13), (3.15) 1 (3.16) mozna korzystaé przy obliczaniu napre-
enia i predkoséci przemieszezen wzdiuz dalszych odcinkéw obu granic obszaru 1V.
Nalezy jednak pamigtaé, Ze sa one poprawne w przypadku, gdy w plaszczyznie
stycznosei pélprzestrzeni z plyta trwa proces odeiaZenia; natomiast na froncie fali
odbitej ¥=T wystepuje silna nieciaglodc.

il

i f/ﬂm
foo- M
Lo

A

Rys. 5

f
Obszar VII. Jezeli pélprzestrzen znajduje sig ciggle w stanie obcigZenia, nato-

miast w punkcie o wspéirzednej X zaniknie silna nieciaglo$é na froncie fali odbitej,
10 na plaszczyznie fazowej powstanie nowy obszar VII (rys. 3 i 5).
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a. Predkosé przemieszezenia powierzchni X=H warstwy (stano“dqéej lewo-
stronng granicg rozwazanego obszaru) obliczamy w tym przypadku na podstawie
rownosel

( )
G Po(H, T)———"—
10
-2 ”“’V(OT lH) M[d 7, )}
Hio fiol dp "t & 'PT—;G’
" +1) X+ H
+ sezeli T'< a0+ 1) X ,
Hio
L= Htio _ H 1d _
-—“%V(0,T————)~—Ml~“-lf 0, ] _ .
Hio 7 Hio d’?‘ 7(0) ’1=T—:—fu
. o (et DX +H
~ jezeli T > : >
Hio

gdzie V4 (0, T~ Hlu, o) i V,(0, T—Hju,,) sa znane z poprzednich obliczef,
b. Réwnanie rézniczkowe, na podstawie ktérego obliczamy predkoéé ruchu
plyty w zakresie obszaru VII, przyjmuje postaé

P \T a )
d ﬂlo‘l‘oﬁ ¢ Hio
Py — Pl
(3.18) T Y(T)+ Im ¥(T) %
_ o= X +2H
fig Vs (H T ) jezei T #ao= 1) X »
: " Hio Hio
(ﬂtlg“ﬁl)YK'Q_ZH
tio Vo VH, T— jezel T 5
Hig Hio
gdzie

Y (T)=V:(0,T);

H _
)3 — [P0, D)roiry

Hio

]73 (H, T"‘

znajdujemy wg (3.4), a

_ . H
V7 H, T_
Hio
otrzymujemy na podstawie (3.17).
Warunek poczatkowy dla réwnania (3.18) okreslamy korzystajac z cigglosci
predkodei w punktach granicznych kazdych dwu przedzialéw czasu.
Naprezenie w plaszezyznie stycznofei warstwy z plyta dla przedzialu czasu od-
powiadajacego (3.18) wyznaczamy ze wzoru:

d
(3.19) Py 0, 1) =Mz Y(D)+a ¥ (D).
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Naprezenie na styku pélprzestrzeni z plyta znajdujemy korzystajac z zaleznodci:
(3.20) Ps (0, Ty=a¥(T).

Procedura wyznaczania predkosci przemieszczed powierzchni X=H warstwy
wg (3.17) jak réwniez predkosci ruchu plyty wg (3.18) oraz naprezenia w plasz--
czyznach jej kontaktu z warstwa (3.19) i polprzestrzenia (3.20) jest powtarzalna.
Znaczna jednakze liczba czynnikdéw i bedgea ich rezultatem zloZonosé konstrukeji
«odcinkéw obliczeniowych» wzdluz granic obszaru praktycznie uniemozliwia wy-
prowadzenie ogélnych wzoréw rekurencyjnych dla wymienionych wyzej wielkosci.

Na podstawie zamieszczonych w tym punkcie wzorow jestesmy w stanie okre$lic¢
wielkosci oddzialywan wywieranych na plyte przez otaczajacy ja ofrodek w przypad--
ku, gdy w pélprzestrzeni ma miejsce proces obciglenia.

Nastepne informacje dotyczace zachowania si¢ plyty, gdy w polprzesirzeni
wystepuje odcigzenie, zawarte sa w dwu dalszych punktach.

4, ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA W PRZYPADKU WYSTAPIENIA SZTYWNEGO
ODCIAZENIA W POLPRZESTRZENI

Zhadamy z kolei ruch plyty, charakter i wielko§¢ oddzialywan wywieranych na.
nig przez otaczajacy oérodek, gdy w pdiprzestrzeni ma miejsce proces sztywnego-
odcigzenia. W zwigzku z tym przyjmiemy charakterystyke materiatn potprzestrzent
przedstawiong na rys. 6 (por. wlasnodci warstwy w {7]).

Oznaczmy przez T, (rys. 7) czas, w ktérym w plaszezyZnie stycznosci péiprzestrze-
ni i plyty rozpocznie sig odciaZenie. Wyznaczony w ten sposob punkt stanowi
poczatek fali odcig’enia propagujacej si¢ w glab
polprzesirzeni, W dalszym ciagu zajmiemy sig okre-
§leniem postaci tej fali, jako zagadnieniem podsta-
wowym dla wyznaczenia parametréw ruchu plyty w
-rozwazanym przypadku odcigZenia.

Prowadzimy w tym celu przez punkt T,, jak to
przedstawiono na rys, 7, charakterystyke dodatnia arctgé,
dla obszaru odciazenia w warstwie do przeciecia sie ¥
z prosta X=T. Utworzony w ten sposéb odcinek
stanowl granice migdzy obszarami odciaZenia IV Rys. 6
i VIII. Z kofica X, tego odcinka, lezacego na fali
odbitej, prowadzimy odcinek charakterystyki ujemnej do przeciecia z osig T. Ozna~
czmy uzyskany w ten sposéb punkt za pomoca jego wspolrzednej czasowej Toy.
Powtarzajac przedstawiong konstrukcje, uzyskamy na osi T kolejne punkty Ts,.
Tpas «oos Tpys natomiast na prostej X=T znajdziemy punkty X, Xoas oo Xpio
Wspélrzedne tych punktdw obliczamy na podstawie wzordw

ok

%k()() ———

Egx(X) 53?)'

— . = Hio o
“.1) 7 Toy=A ET XDI:E-F—IA iT,.
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Przyporzadkujmy dalej odcinkowi lezacemn na osi T i zawartemu micdzy
punktami o wspdtrzgdnych Ty, Ty numer kolejny k.. Oznaczmy podobnie od-
cinek prostej X=T, ktérego wspdtrzedne X e (X, X,;, 1), kolejna liczba naturalna /.
Koniecznos¢ wprowadzenia omowionego wyiej podzialu wynika ze wzgleddw
obliczeniowych.

AT
] T2 ‘
o
RCNN
o
thg*1
i
¥
-
X N a

Rys. 7

Zalozymy w dalszym ciggu, Ze réwnanie opisujgce fale odciazenia w polprzestrze-
ni ma nastepujacg postaé:

(4.2) X=9.(D)

w przedziale czasu {T,_,, T,>.

Kolejne odcinki k fali okreslamy rozwigzujac réwnanie rézniczkowe zwyczajne
wzgledem funkcji (4.2). Rownanie {o wyprowadzamy korzystajac z ukladu réwnan,
do ktérego wchodzg scatkowane réwnania wzdhz ujemnych charakterystyk w obsza-
1ze VIH, warunek graniczny dla X¥=0 [por. (2.3)], réwnanie ruchu pélprzestrzeni
w zakresie sztywnego odcigZenia (por. odpowiednie réwnanie dla warstwy w [7])
.oraz zalezno$¢ wigzaca naprezenie i predkoscl przemieszezen, wystepujace w punktach
nalezacych do fali odcigZenia z tymi samymi wielkoéciami na powierzehni X¥=0
pélprzestrzeni — w zakresie obcigzenia.

Otrzymane tg droga réwnanie na ¢, (7)) ma nast¢pujaca postad:

“.3) [M = (T)] 4 = V. [TJF : Pre (T)] +(a+ f10) Vﬁc [T"i_i Pr (T)]

_ Mg _ Hio
= pl-1) (w T)+ Fi-1 (——-—— )
08 ot L Hio ¥Vosg PR
gdzie

I76r: (f) = I76 (0, ‘f}
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jest znang wielkodcia z punkiu 2;

Vec (&)= 8(8)
H
w szezegdlnym przypadkn, gdy & e <0, 2—> (por. (3.8));

PRO=PoulD. 7R (O=V0u(®)

dla pierwszego (k=1) odcinka fali odciaZenia.
Réwnanie (4.3} rozwigzujemy z warunkiem poczatkowym

“4.4) 43 (Tpk—1)=¢k—1(Tpk—1)-

Chegc okreslic prawg strong (4.3) w przypadku k>1 korzystamy ze wzoru
okreglajgcego naprezenie i predkodci przemieszezed na froncie fah odbitej silngj
niecigglodci (Y=T). Dla kolejnego odcinka k& mamy zatem

1
V(%)= 1 ——{Por (D) Pz () —(—A)*- 1 [Poa (Xo)+ 10 Vou Xo)l} -

210 \
- — D[Py (B4 Pos (F)]—
um+1{um+1 E( P D [Py (B) 4 Vs (K]

- Z(—A)kui Ve [T:_I"; 9 (Tx)]},

1 o - -
PR (X 2—51_;?1— {Mlo [Poz () +Fos (] +(—A)F1 [P04 (Xo)+

4.5

_ = 2410 1 S =GO TE (T
T Hio Vo4(Xo)]}+ fizot1 Y o1 E (—4) [Poz(Xi)+

+Vos (B] - 2( S o)

gdzie

TS A e L
Hio
Z przedstawionych réwnan (4.3) i (4.5) wynika wniosek, #ze okreflenie postaci
fali odcigzenia na k-tym odcinku wg (4.2) wymaga znajomosci funkcji ¢, (T) dla
wszystkich i=1, 2, ..., k—1.
Drzialanie wywierane na. plyte przez o§rodek znajdujemy na podstawie warunku
podanego w (2.4) korzystajac z nastepujacych wzordw:

AtX.

P, T=P" (0, T)~—3 V. [T+ @ (T)]
(4.6)
Hio

PPO,TY=P5" (—

- H _
i, )

Hiot+1 )
—Hio ]760 [T+_ %(T)] .
Ha

Rozprawy Inzynierskie —8
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Wzory, jakie podaliémy, zwigzane sa z wystgpowaniem silnej nieciagloci na
froncie fali odbite;.
Stwierdzenie faktu, ze réwnosé

(4-7) Pg(s)(yl.) :ﬁoz (I?L)

jest spelniona w punkcie o wspélrzednej X (rys. 8), polozonym na prostej X=1T,

reprezentujacej wspomniana fale odbita, oznacza zanik silnej niecigglosci na froncie
tej fali. Nizej zajmiemy sig okreSleniem dzialania orodka na plyte, gdy zachodz
réwnosé (4.7).

AT
4/’ =
/’/ T
P o
. e
L
< o /
‘\‘\‘\\‘“a.,
e P
I L)
- ’/'/ - l’ —
Fopin(T) X

= (1
Ay

(7}

= H -
Tt g 1<

Rys. 8

Przyimijmy, ze punkt o wspéhrzednej Xy lezy na J-1-szym odcinku [por. okresle-
nie wynikajgce z (4.1)] fali odbitej. W tej sytuacji powstanie obraz rozwigzania
przedstawiony na rys. 8. Oznaczmy kolejna liczba IX obszar poloZony powyzej
odcinkéw charakterystyk poprowadzonych z punktu L (Xp, X;). Charakterystyki
te wyznaczaja na prostej ¥=H punkt o wspdirzednej

Hio—1 _ H

T~ T+
2 Hio . H1o

oraz na osi T punkt o wspélrzednej

- Mo+l _
To=——%; .
o Hio E

Przyjmiemy, 7e 2H/u;, jest dlugosécia «podstawowego odcinka», na jakie po-
dzielimy granice obszaru IX X=H i X=0 majagc na nwadze wzory rekurencyjne,

za pomocy ktorych przedstawimy rozwigzanie.
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Pierwszy podstawowy odcinek granicy lewostronnej ma zwykle dlugo$¢ mniejszg
od obranego wyzej. Przyjmiemy, Ze zawarty jest migdzy punktami, ktérych wspél-
rzedne czasowe sg réwne Tyy i Top+ Hfpyo. Dlugosé pozostalych odcinkéw jest
zgodna z zatoieniem poczatkowym.

Numeracje odcinkéw granicy prawostronnej obszaru rozpoczniemy od odcinka
zawartego migdzy punktami o wspohrzednych Top i Tor+2H/ 0. W dalszym ciggu
kazdy odcinek podstawowy obu granic dzieli sie dodatkowo na trzy kolejne czeel
(m=1,2,3) o dlugodciach odpowiednic réwnych:

2 —
dla m=1: (H—-Xy),
1o
(4.8) dla m=2: (=1 (A"li— YL)
) ) fito iotl  pao !’
1 _ -
dla m=3; 22 X,—A-G-1T, .
Hio

Rozwigzania wzdhiz kolejnych podstawowych odcinkéw & obu granic obszaru
IX wyrazaja si¢ za pomoca wzordw rekurencyinych, zwigzanych z oméwionym wyzej
sposobem podzialu granic.

Na wstgpie podajemy analogiczne do (4.3) réwnanie rézniczkowe zwyczajne
wzgledem funkcji ¢, (T), opisujacej postaé fali odcigzenia w pélprzestrzeni, od-
powiadajacg m-te] czgécl k-tego odcinka podstawowego granicy prawostronnej
obszaru IX:

1
(49) {M——qa?fk(r)] VGC[T—F— wgzz)k('f)]Jr

_ I H _ . H
et p10)Vse [ +* o (T)]ﬁ —P, (T"""_“)+ﬂ1o 125 (H, T— ) .
Hio © Hio

gdzie [ oznacza w tym przypadku numer kolejny ostatniego odcinka prawosironnej
granicy obszaru VIII.

Funkcje P& (H, ...), wystepujaca po prawej stronie réwnania (4.9) i opisujaca
predko$é przemieszczen powierzchni X=H warstwy, przedstawiamy nastepujaco:

4100 V¢ (H, TY= ———Z( l)kHPo(Tm)'l' Po(T)—

k-1

-2 3 -1 |t (Ti)] (=1 Fy (T »

gdzie

o H _
Tu=T—(k—D2——, T=T—[2(k
Hio
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_ (ﬂlOTbl—H)m 1 _ (ﬂloTbi—H)
1 E]

17 jezeli m=1,
02 Mio—1 Hio Hio—
9” (Tb )= ]7([— 1) (O Tbl _ H ) P(l 1) (0 Tbl ), Jezeli m=2 s
)\ o1 8 ? Hio Hio Hio
_ _ H H ) )
VB(I) 0, Tbl - P(I) 0 Tbl 2 Jezell mﬂg .
Hio #10 Hio

Nalezy dodaé, Ze w przypadkn k=1, przyimujemy m=2, 3,
Napresenie w plaszezyznie kontaktu warstwy 1 plyty, w kolejnym, podstawowym
przedziale czasu k, obliczamy ze wzoru:

k

@1y PEmQ, T)—HZZ( 16+ Py (Ty) = 2u1o A(_l)'f“x

i=1 i=

® ]761:' [Ti + ?9(1’3?1 (T; )] + o Vﬁc [T‘*'ﬁ (P?T)k (T)] (= 1) pye !p(km) (Trn) s

gdzie

- H - . . H
Tn=T-2(k—i)+1] , Ii=T-2{k—i)
Hio Hio
Naprezenic w plaszezyznie stycznosci potprzestrzeni { plyty okreflamy na podsta-
wie warunkn brzegowego dla X=0 [por. (2.3)]:

- d 1
@12) PO, T)=Py(0,T) =1 VGC{TT — ot m}

Podanym wyzej wzorem zakohczymy czgéé ogding rozwazan zwiazanych ze
sztywnym odcigzeniem w polprzestrzeni. Powrdcimy jeszcze do tej tematyki w p. 6
pracy przy okazji omawiania przykiadéw numeryczaych.

5. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA W PRZYPADKU LINIOWEGO ODCIAZENIA
W POLPRZESTRZENI

Nalezy stwierdzié na wstepie, Ze préby uzyskania écislego rozwigzania zagadnie-
nia w rozwazanym przypadku liniowego odcigzenia w pdlprzestrzeni oraz dowolnej
postaci wymuszenia jej bizegu X=0 nie prowadza do praktycznie uZytecznych
rezultatow [8].

Nizej przedstawimy zasadnicze rezultaty przyblizonego rozwigzania, jakie moZe-
my uzyskaé zastepujac funkeja «schodkowa» (sposéb ten omowiono w [8]) rzeczy-
“wisty przebieg naprezenia w zakresie obciazenia na powierzchni X =0 pélprzestrzeni.
Oznaczenia przyjete w zamieszczonych wyrazeniach sa zwigzane z obrazem rozwig-
zan, przedstawionym-na rys. 9.

W przypadku zalozonej aproksymacji dwustopniowej ofrzymamy falg odcigzenia
w polprzestrzeni, w postaci lamanej zlozonej z odecinkéw prostych [8]. Pierwszy
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z nich jest odcinkiem charakterystyki ujemnej dla obszaru odciaZenia, przechodzgcej
przez punkt T,. Nastgpny, okreslony réwnaniem

(5.1) X=—pu,(T-T,)

reprezentuje réwnoczeénic falg obcigZenia silnej niccigglodci.

Wazdtuz trzeciego odeinka pokrywajacego si¢ z charakterystyka ujemna, prze-
chodzaca przez punkt, w ktérym zanikla silna nieciaglos¢ na froncie (5.1), wystgpuja
stale naprezemia i predkosci przemieszezeh Ve (0, T, P (0, T)).

Ostatni odcinek reprezentuje, podobnie jak (5.1), réwnoczesnie fale obciazenia
silnej nieciaglosci i lezy na prostej
5.2) ‘ X=—u,T.

Przyjmijmy, Ze of T w czgéel stanowiacej granicg miedzy obszarami VII i VIII
jest podzielona na kolejne przedzialy czasu k& za pomocg punktéw Ty Tots Tozy vos Tots
ktére otrzymujemy w sposéb widoczny na rys. 9.

A7
\_\_\\\ 7
KT
N T
T s 7N
L < - /<\’
- = Z
i L PN
_ T 4&1// / /\}
Xp I ¢ B
Ty
%
m AV
®
A v
i
¥ H a
Rys. 9

Zgodnie z wprowadzonym podzialem réwnanie rozniczkowe, na podstawie
ktérego obliczamy predko$¢ ruchu plyty w k-tym przedziale, czasu przyjmie postaé
nastepujaca:

d .. . _ . o
(5.3) M dT V*Ek)(oa T)+(°°.“zo+ﬂ10) V%k) (O, T)=a(pzo—1) Voq (Xx— )+
+(pt10— DVos (X)+Poy (X)+ Vos (X,),
gdzie
— —Hao H2
y=— T
U el

3
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jezeli X, ., lezy na (5.2);
— Hag b .
Xy =——7 (T,
o Hagt1 ( @
jezeli Xy ; lezy na (5.1);
M1
TR

jezeli X, <X,
Przy obliczaniu predkodci plyty w pierwszym przedziale czasu podstawiamy:
Vo‘?(fkul):]?ﬁ(oa Tp): I7oa()?r)=l?o4 ()?r)

Warunek poczatkowy dla réwnania (5.3) ma postaé
(5.4) PO, Doy =178 20 Dy, -

Znajac w wyniku catkowania réwnania (5.3) predko$¢ ruchu plyty okreflamy
dalej dziatanie odrodka na plyte. Postgpowanie w tym przypadku jest podobne do
przyjetego w p. 3 oraz 4 i w zwigzku z tym pominiemy je tutaj. Ograniczymy sig
w dalszym ciagu do podania zaleznodcl, na podstawie ktdrych obliczamy predkoéei
przemieszezeh wzdiuz kolejnych odeinkdéw & na fromtach fal: odciazenia w pét-
przestrzeni i odbitej w warstwie, Maja one nastepujace postacie:

55 P (D=—e P00, =12 7y (R,
gdzie
—%f R jezeli X lezy mna (5.2),
T =
Tamﬁl—f, jezeli X lezy na (5.1);
- Hao—1 _
Y opetl 7

Ullag— Hin

7 (0 T)mim _i 7# (0, T)—
Hio+1 T T

5. 7y = — _.
56 TRHE) T AT

— e 1 e e
{Po’r(fs)_“#zo Vo7 (X91 +m [Pz (X)+ Vo3 (X1,

Hio+1
gdzie
-1 _
Fe Hio 7,
Hio
Haolta  puo—1 _

X, jezeli X, lezy na (5.2),

X—T,,), jezeli X, lezy na (5.1).




ROZPRZESTRZENIANIE SIF FAL NAPREZENIA W PLASTYCZNYM OSRODKU 119

Naprezenia wystgpujace wzdhuz tych odcinkéw obliczamy na podstawie warun-
kdw cigglodci dynamicznej.

Na zakofczenie zawartych w tym punkcie rozwazan nalezy podkreéli¢, ze¢ mimo
daleko idacych uproszczei w przyjetej metodzie rozwigzywania, praktycznie nie-
mozliwe jest uzyskanie ogélnych zaleznosci opisujacych zachowanie si¢ osrodka,
jak to miato miejsce w przypadku sztywnego odcigZenia. Przyczyna tego stanu
jest znaczna liczba czynnikéw wplywajacych w omawianym przypadku na uksztat-
towanie obrazu rozwigzaf, co z kolei utrudnia wyprowadzenie niezbgdnych za-
leznoci rekurencyjnych.

6. OMOWIENIE REZULTATGW NUMERYCZNYCH W PRZYPADKU SZTYWNEGO ODCIAZENIA
W POEPRZESTRZENI

Wyniki numeryczne wskazuja na jakodciowo inny w poréwnaniu z {7] charakter
Zmiennodci obciazenn R, R,, dzialajacych na umieszezona migdzy warstwami plyte,
czego efektem jest réwniez odmienne zachowanie sig plyty. Jak wskazuja wykresy
przedstawione na rys. 10 i 11 oddziatywanie zardwno warstwy jak i polprzestrzeni
na plyte przyjmuje postaé oseylacji o malejacej w czasie amplitudzie. Oscylacyjny
charakter dzialajacego na plyte obciaZenia spowodowany jest wielokrotnymi od-
biciami fal naprezenia od zewngtrznej powierzchni warstwy i od plyty. Swiadezy
o tym «okres» oscylacji, ktSry jest dokladnie czterokrotnie wigkszy od czasu, jaki
potrzebuje fala poruszajaca si¢ z predkosci, odpowiadajacg stanowi odciaZenia
na przebycie odleglofci réwnej grubodci warstwy. Przebieg zmiennosci Ry, R,
w ramach jednego okresu charakteryzuje si¢ wystgpowaniem (przynajmniej w po-
czatkowej fazie zjawiska) ich maksymalnej i minimalnej wartodci odlegtych od sicbie
o pot okresu. Jak latwo zauwazyé, tego rodzaju efekt zawdzigczamy w gldwnej
mierze oddzialywaniu swobodnego brzegu. Opisane wyzej zjawisko nic moze mie¢
miejsca przy zalozeniu sztywnego odcigZenia w warstwie, czego potwierdzeniem sg
rezultaty uzyskane w pracy [7].

Nalezy dalej zauwazyé, ze wykresy na rys. 10 i 11 pokazujg jedynie zmiany
obciazenia plyty, wystgpujace w procesie dynamicznym, natomiast nie uwzgledniaja
ci$nienia statycznego, panujacego na odpowiedniej glebokodei w gruncie. Mimo to
stosowalno§é rezultatéw przedstawionych rozwazah w przypadku ofrodkéw grun-
towych jest ogramiczona przez mozliwo$é wystegpowania naprezef rozciggajacych
[por. wyjaénienie do wzoru (2.4)]. Pojawia si¢ one najwczesniej, jak wiadomo,
na zewngtrznej powierzchni warstwy. Od momentu ich wystapienia ruch plyty
umieszczonej miedzy dwoma warstwami gruntn bedzie réznil sie od tego, jaki wynika
z dotychczasowych rozwazan. Oczywiscie ograniczenie to nie ma miejsca w przypad-
ku ofrodkéw wykazujacych zdolno§é przenoszenia napreZen rozciggajgcych.

Oscylacyjny charakter oddzialywan wywieranych na plyte jest réwniez przyczyna
niemonotonicznego malenia predkosei ruchu plyty, co wida¢ na rys, 12.
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Rys. 12

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. S. Kausski, J. Ostecky, Problem odbicia sie fali odcigzenia od sztywnej Sciany dla ciala o sztywnej
charakterystyce odcigzenia, Biul. WAT, 2(85), VIII (1959).

. 2.J. Osiecki, Odbicie sie plaskich fal naprezenia stabej nieciqglosci w osrodku sprezysto-plastycznym,
Biul. WAT, 11/12 (111/112), X/1961,

3. H. B. 3onuuckunii, I". B. PsikoB, Ompascente niacmuyeckoli gornsr om npeepaosi, IIMM, 27,
1, 1963,

4, S. Kausky, Fala odcigzenia dla ciala o sztywnej charakterystyce odcigzenia w osrodku warstwo-
wym, Binl. WAT, 3(103), X(1961).

S, H. B. 3sonmHckuil, Ompasiceniie u nepesomaeHue NAOCKOU RAACMUYECKON GOAHBI RpU uAAH{UL
epanuunoit naockocmu, IMM, 31, 5, 1967.

6. K. PopoLAK, Odbicie plaskich fal naprezenia w osrodlu sprezysto-plastyczunym o zmiennef granicy
plastycznosci, Mech. Teoret, { Stos. 3, 10, 1972,

7. A. PApLINSKI, B. WLODARCZYK, Wspdldziaianie sprezysto-plastycznych fal naprezenia z nie-
Scisliwg plaskq przegrody spoczywajgeq na péiprzestrzeni sprezystej, Rozpr. Inzyn., 20, 2, 1972,

8. B. WrobarczyK, Wplyw liniowo-spreiystego odcigzenia na parametry riuchu sziywnej piyty,
spoczywajqcej na sprezysto-plastycznym gruncie, Biul, WAT, 7(203), XVIII(1969).

9. JI. 3. Buscrousy, C. B, Hopkuu, Bsedenune ¢ meopuro oufeperyuanvrolx ypagueitii ¢ omicao-
uaiowumcn apeymenmonm, Vsp. «Hayka», Mocksa, 1971.

Pe3ome

3AZAYA O PACIIPOCTPAHEHWYI BOJIH HAIIPSDKEHWS B CJIOUCTOM ILIACTH-
YECKOM MATEPWAIJIE, COOEPXKAIIEM XXECTKVYIO INTUTY HA 'PAHUIIE PA3IEIIA
CJIOEB

B pa6ore pemeda 3agavya O XBRKEHUM JXECTKOH IUTHTEHI, IIOMEICHHO! MEXAY CJIOEM ILIACTH-
YECKOT'0 MaTepHajia ¥ MIACTRYECKMM HOJIyIIpOCTPAHCTBOM, IPHYEM 3aKOHLI PA3rpy3KH st CIIOA
¥ ROJYNPOCTPAHCTBA pa3iuyHbl, Ha BHEMIHIOIO MOBEPXHOCTh CJION BO3AEUCTBYET BHE3AIHO IIpH-
JIOKEHHOE [aBjiCHHe, yOpIBalollee 3aTeM ¢ TeYeHUeM BpeMeHH. Peruenne 3aiayy mojry4eHO B BAAE
PaBHOMEPHO CXOASIIAXCH OCCKOHEYHEBIX PHIOE.

B zaxmioyeHAe mpUBOXATCS YUCICHHBIE DE3yHbTATHI, HOJyYeHEHRe 3a JLIBM, cogepxamue
FHTEPECHHIE HAHHLIE O NAHAMHYECKOM MOBEACHHEM UCCHENYeMOM IETHTHL,




ROZPRZESTRZENIANIE SIE FAL NAPREZENIA W PLASTYCZNYM OSRODKU 123

SUMMARY

ON THE STRESS WAVE PROPAGATION PROBLEM
IN A PLASTIC MEDIUM CONTAINING THE RIGID PLATE OM THE BOUNDARY
OF THE LAYERS

The problem of interaction of a plane stress wave with a rigid plate placed between the plastic
fayer and semi-space which are characterized by different unloading laws is studied. At outher
surface of the layer a suddenly increasing pressure (which then monotonically decreases to zero)
15 given. .

The solution of the problem is obtained in the form of an infinite series which converges
uniformly. Using an electronic computer, some numerical results are obtained., They give us
interesting informations concerning the dynamic behaviour of the plate.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala ziozona w Redakcfi dnia 29 wrzesnia 1973 r.





