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OPTYMALNY ROZKEAD MATERIALOW W RUSZTACH BIEGUNOWYCH

JACEK GIERLINSRKI (WARSZAWA)

1. WsrEP

W pracy przedstawiono zagadnienie okre$lania optymalnego rozkladu materialow
konstrukcyjnych w rusztach biegunowych obcigzonych poprzecznie. Rozpatrywane
ustroje sa podparte 1 obciazone kolowo-symetrycznie.

Analiz¢ statyczng tego rodzaju ustrojéw znajdziemy w wielu pracach.
W. Gurkowskl i J. BAUER przedstawili w pracy [5] podejécie dyskretne do rozwia-
Zywania tych ustrojow. Zastosowanic teorii o$rodkéw whdknistych przedstawiono
m.in. w pracy S. KoNIECZNEGO [6] i w monografii Cz. WoZNiaxka [11]. Zagadnienie
nosnosci granicznej rusztéw piericieniowych rozpatrzyli M. Kwiectdskr 1 M.
KLrIBER w pracy [7].

Sformulowanie i rozwigzanie problemu optymalizacji spreZystych ustrojow
siatkowych przedstawione zostalo w pracach W. Dzmmszewskmco [1,2 1 3]
W pracy [1] sformulowano zagadnienia optymalnego rozkladu materialéw kon-
strukcyjnych w ustrojach siatkowych; w pracach [2 i 3] podano ogdlne warunki
ksztaltowania siatek pretowych i optymalnego rozkladu materiatow.

Celem niniejszej pracy jest rozwigzanie zagadnienia optymalizacyji, sformulowa-
nego w pracach [1, 2, 3] w odniesieniu do ustrojéw plaskich pracujacych w stamie:
kolowej symetrii. Przebieg obliczen przedstawiono na przykladzie rusztéw pier§cie-
niowych o dwuteowych przekrojach poprzecznych pretéw siatki. Ponizsze rozwa-
zania oparto na liniowej teorii ofrodkdw widknistych przedstawionej przez Cz.
WozZNiakA w pracach [9,10 i 11].

2. GEOMETRIA RUSZTOW BIFGUNQWYCH .

Przedmiotem rozwazan pracy sg geste, plaskie rusziy piercieniowe o biegunowej
siatce pretdw (rys. 1). Siatka rusztéw sklada si¢ z dwoch rodzin prgtéw, oznaczonych
symbolem A=], II, o dlugosciach segmentéw /. Prety nalezace do réinych rodzim

A

lacza sig¢ w sztywnych wezlach, Segmenty pretdw sq pryzmatyczne o gléwnych
osiach bezwladnodci przekrojéw poprzecznych odpowiednio réwnoleglych i prosto-
padlych do plaszezyzny rusztu., Geometrig siatki pretowej opisuja wektory kierun-

kowe T i D przedstawione na rys. 1, przy czym kierunck A=I jest kierunkiem pro-
A A
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Rys. 1

mieniowym, a kierunek A =11 ocbwodowym. Skladowe kontrawariantne tych wekto-
16w w ukladzie wspdlrzednych biegunowych p, ¢ sg nastepujgce (por. np. [I1]):

Te=1, 7T°=0, T°=0, T*=p~,
I

21 I I It
21 DP=0, DP=p~', Dr=—1, D=0,
1 I Il II s

3. PODSTAWOWE ZALGZNOSCI

W punkcie tym zestawiono wedlug prac [2, 3 i 11] podstawowe réwnania rusziu
‘biegunowego. Przy zapisie zastosowano symbolike wprowadzong w tych pracach.
Réwnania geometryczne plaskiego ustroju siatkowego w ukladzie wspdlrzed-
wnych biegunowych p, ¢ przy uwzglednieniu warunkéw kotowej symetrii w postaci

#,=0, Uy ,=W =0
przedstawimy nastepujaco:
Kpp=1pe=0,
3.1) Kpo=Ug n—p ' Uy, Kpp=—p 11y,
v=W ,+p U, 7,=0,

gdzie x5 1Y, (&, f=p, ) sa skladowymi stanu odksztalcenia.

Réwnania réwhowagi rusztu we wspdlrzednych biegunowych, po uwzglednieniu
Fownosci

maﬂ, 0 =D 0= 0,
gdzie m*® jest tensorem napie¢ momentowych, a p* wektorem napigé tnacych
(o, B=p, ¢), maja postac
PPt PP +f=0,
(3.2) m*® -+ p~t mP?—pm®® + pp®+ h* =0,
m 4 2p P mP - pt m —p~1 pP+ A" =0.
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Zwiazki fizyczne ustroju sa nastgpujace:
43.3) . pr=ATy,, P =C" gy,

Symbole A% i C*** oznaczajg skladowe tensordw sztywnoséci sprezystej (por. np.
[3,11]).
Zwiazki (3.3) po obliczeniu wartoéci tensordw sztywnosei sprezystej 1 uwzglgdnie-
niu wzordw (3.1) przyjmuja postad
WP =P =)
(3.4) mP=p=2% Skpe, M =p % SKy,,
I 11

ppZR}Jp: pmzo-
I

W powyzszych réwnosciach wprowadzono nastepujace oznaczenia: S oznacza
gestosé sztywnosel gietnej segmentu preta A

1
S=EJ—- (AZ=LII, A#2);
A AA £

R gestodé sztywnodci na odksztalcenia postaciowe preta
A
EJ
R= A A 1

A 12(1—3-12,0) T’

E modul sprezystodel Younga, J glowny moment bezwladnosci przekroju poprzecz-
A
nego prela oraz p wspolczynmk liczbowy okreslajacy wplyw sit poprzecznych na

odksztalcema segmentu preta [2]
Po uwzglednienin (3.4), s réwnania réwnowagi (3.2) sprowadzaja sig do postaci

(ppp), = —of

{3.5) .
(p* m™®), ,+p m®® —pp’ +p* B =0

Stan deformacji dowolnego segmentu preta 4 opisuja odksztalcenia ¢ 1 e
A A

‘W uktadzie wspdlrzednych biegunowych p, p, po uwzglednieniu kolowej symetrii
oraz (2.1), otrzymamy
§0=p—~1(uw,pﬁp_1 ”m)a p=p"? Uy,
{3.6) I u
e=w| ptp tu,, e=0.
I

W powyzszych wzorach go okresla jednostkowy przyrost katow wygiecia osi podhuzne)

T segmentu preta A w jego gléwnej plaszezyZnie bezwladnoéci prostopadiej do
A

plaszezyzny tusztu, e Srednig wartodé katow, ktore tworzg w koficach segmentu
A
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preta A rzuty cieciwy tego segmentn na glowna plaszezyzng bezwladnosei ze stycz-
nymi do jego osi podiuznej w stanie odksztalconym.

Stan naprezenia w precie A okreSlaja ‘gestosci sil wewnetrznych zaczepionych
w przekrojach $rodkowych segmentdw pretéw;
(3.7) P=T¢p°‘, M=T,D, m*®.

A A A A
Réwnania (3.7) po podstawieniu skladowych kowariantnych wektordw T i D przyj-
muja postac Pepr, P=0,
1 o

(3-8) sz’np(‘?, M: _p m(pp . i
I I

Pomiedzy skladowymi stanu deformacji (3.6) i skladowymi stanu napreZenia
(3.8) dowolnego segmentu preta 4 zachodza nastgpujace zwiazki:

(3.9) P=Re, M=Syp.
A A A A A A

4, SFORMUELOWANIE ZAGADNIENTA OPTYMALIZACII

W niniejszej pracy zajeto sie okreSleniem optymalnego rozkladu materiatow
konstrukeyjnych w ruszcie pierfcieniowym o danych kierunkach siatki pretowej.
Oznacza to, Zze poszukujemy takiege rozkiadu materiatéw konstrukcyjnych, przy
ktérym energia odksztalcen sprezystych U ustroju osiaga minimum. Takie sformufo-
wanie zagadnienia optymalizacji w odniesieniu do ustrojéw siatkowych zapropo-
nowano po raz pierwszy w pracy, [1]. Opierajac sie na rozwaZzaniach przedstawionych
w pracach [1, 2, 3 i 4] znajdujemy, Ze energia U/=min, gdy spelnione sg nastgpujace
warunki:

1
%)) SU=~—2% ngf [R e2+8' ¢?]dR=0,
2 A A A A

T 1
@.2) §U=~—Z [AA*[R" +5" p?|d2+— [ 0*d2>0,
4] 2

A A A A

We wzorach tych o= A/l oznacza funkcig gestoscl rozkladu materialdw, A pole
A Az
przekroju poprzecznege preta A, Q obszar rusztu, Adl= - rdznice funkcp
A A A
gostosel rozkladu materialéw w dowolnej plycie Q‘Z i analogicznej funkcji w plycie

optymalnej Qf
0:=x [R (T“ Ay -+ S(T“ Db Arc,p¥],
A A A A A A

,_d() ,_a2()
A A

pIZY czym 917 Qf (a) traktujemy jako funkecje jednej zmiennej, gdzie a 0Znacza.

dowolny parametr okreslajqcy ksztalt przekroju poprzecznego preta A (por 4D.
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Réwnanie (4.1) jest warunkiem koniecznym, a nieréwnos$é (4.2) warunkiem
dostatecznym optymalnosci. Warunki te musza by spelnione przy dowolnych

wartoéciach Agf. Powinien rowniez by¢ speluiony warunek
A

AV = jAgfdQ:o,
A A
wynikajacy z za}ozema stalej objetosci V materialu konstrukcyjnego poszezegol-
nych rodzin pretow.
Przy tych zalozeniach warunck konieczny mozemy przedstawi¢c w postaci

{4.3) R' 2+ 8 ¢?=C=const, S ¢*=C=const,
- T 11 T nuou

a warunek dostateczny w postaci

{4_4) _leez_Slf 09220, "“'S” @2;0-
1T 11 nou
Zwiazki geometryczne (3.1), réwnania réwnowagi (3.5), zwiazki fizyczne (3.4)
oraz warunki optymalnosei (4.3) i (4.4) stanowig podstawowy ukiad réwnan za-
gadniemia optymalizacji.

5. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA OPTYMALIZACTE

W punkcie tym przedstawimy rozwigzanie problemu optymalnego rozktadu
materialéw w pierécieniowych rusztach biegunowych. Rozwazania tego paragrafu
przeprowadzimy w odniesieniu do rusztéw, ktdrych prety sa skonstruowane z belek
o przekrojach dwuteowych. Przekroje poprzeczne tych :

belek przedstawiono na rys. 2. W zwigzku z przyje- e
tymi oznaczeniami oraz wobec zalozenia k= h+2f, T
spelnione sa nastgpujace wzory: 4 4 A
B
A=A, +A;,=2ts+bh, s | <a
A A A Ad AA
1
J=J S =— ts (h)* -l— b(h)3
A A A 2 AA A A
W dalszych rozwazaniach zastosowano uproszczony H

schemat obliczeniowy pretéw. Przyjeto mianowicie, Ze

sily poprzeczne przenoszone s jedynie przez §rodniki

pretéw promieniowych o polu przekroju 4,, a momenty zginajace wylacznie
I

Rys. 2

przez potki o polach przekrojow A,, A,. Przy tym zalozeniu wzory na wyste-
I I
pujgce w dalszych obliczeniach gestosci sztywnoéci majg postac:

ER?

1 it 1
- - I 2
12 Pra(l+wa? “Zq S=g Eh o,
1 I1I

(5.1) R=
1
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gdzie
J,
21 -
p= +vyK—5
A A A 12 5‘{5
A A

oraz gdzie v oznacza wspdlezynnik Poissona, x wspdlezynnik charakteryzujacy
a A

ksztalt przekroju poprzecznego preta A; wo obliczeniach przyjgto x=1 [8].
A

Warunki optymalnosci (4.3) i (4.4) wyprowadzone zostaly przy zaloZeniu, Ze
kazdy samodzielnie pracujgcy przekroj zalezy od jednego tylke parametru szczegdto-
wego, okredlajacego ksztalt tego przekroju, obranego jako parametr optymalizacji.
Przyjmujac, ze wymiar b jest parametrem optymalizacji ze wzgledu na sily poprzecz-

A
ne, a wymiar ¢ jest parametrem optymalizacji ze wzgledu na momenty zginajace,.
A

znajdujemy pochodne sztywnosci:

dR I dR Eh
PSR S S D S § S Y
. doly R odb 12 P2(l+wEr’ § ’
1 I N I Ix
as 1 ds
PYJUINE SN S S
x dd, 28 dt 4.7 & ’
A A A

Wstawiajac otrzymane wyrazenia do warunkow optymalnodci, zauwazamy, ze
warunek dostateczny (4.4) jest speliony toZsamoiciowo, a warunek konieczny
(4.3) przyjmuje postad

ER*

1 LA i
—_— 2 2 a2 —
2 Paa(ane &g R 9= Cmconst,
1 T

(5.2)

1
~— Fh? p?=C=const.
4 I I II

W dalszych rozwazaniach przyimiemy nast¢pujace zaloZenia: 1) wszystkie prety
wykonane sa z jednakowego materiatu konstrukeyjnego, 2) wysoko$c & wszystkich
A
pretow jest stala, jednakowa i wynosi H, 3) dlugos¢ L pretdw promieniowych jest:
A

stata, jednakowa i wynosi L. Przy tych zaloZeniach, na podstawie warunku (5.2);
znajdujemy
‘ 4C

(5.3) g2

it
= const.
n EH®
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Oznaczajac przez 2 jednostkowe, linjowe odksztaicenia dolnych widkien preidw A,

a przez ¢ dopuszezalne wydhiZzenia jednostkowe tych widkien, moZemy ¢ wyraziC
: e
7a POMOCE WzOorn

- 2¢ sign &
(5.4 - _Em “L{
4 T H
Z (5.3) i (5.4) znajdujemy staly:
C=E:2.

I
Przyréwnujac prawe strony (3.6), i (5.4) otrzymujemy

2 sign &
(5.5 Up= _pz_ﬂ}_l{,
skad po uwzglednieniu (3.6); mamy
2¢ sign &
(5.6) p=——— =g,
I H I

Wyrazajac ¢ jako funkcje & znajdujemy

. - A ~
sign e=sign z.
1 i}

Po podstawieniu (5.6) do warunku (5.2); i po wprowadzeniu oznaczen

O Es
ool EH> - ]/f ke
T2 P20 4wmHE &

na podstawie (3.6); i (5.5) mamy

2e sign &
E=W =T

=C.
r H I

Po scalkowaniu powyiszego réwnania otrzymujemy postaé funkeji ugigcia rusztw
w zalezno$céi od dwoch stalych:
& sign &

—_ 2
(5.7) w I p+(li‘p+A,

Rozpatrzmy z kolei réwnania réwnowagi (3.5). Uwzgledniajac zwiazki (3.1),
(3.4) i (5.1) mozna réwnania (3.5) przedstawiC w postaci

1 2
NN )

2
(5.8) t
(pd,) ,— A __—-L(BLE)
pl""’ " EHesigne \ 2]

gdzic B jest stala calkowania. )
Uktad réwnan (5.8) oraz réwnanie (5.7) rozwiazemy w dwoch przypadkach pod-
parcia rusztu przy f= —g=const.
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5.1. Ruszi swobodnie podparty na zewngtrznym brzegu

Przyimujgc oznaczenia wg rys. 3a znajdziemy warunki brzegowe dla ukiadu

(5.8) w postaci
P()=0, m(r)=m"(r)=0,
skad wobec (3.1) i (3.4) mamy
{5.9) 5143(1‘)=0, 5I!ZI, (=2, ()=0.
i

Warunek brzegowy dla réwnania (5.7) jest nastgpujacy:
(5.10) w{r)=0.
Ze zwigzkow (5.8), i (5.9); znajdujemy stala:

q’.Z

= 5

‘Wprowadzajagc dodatkowy warunek maksymalnego wykorzystania
w §rodnikach pretow promieniowych w postaci

= Tglzs (ro),

- L
~ i
DA )
a .. 4 i
T g o
E
S _
;1 |
b | I I
; Potki prelow
‘ obwadowych
| L
‘} y i
A
L - ) ! L _f
Potki pretow e
promieniowjch 4;.:,_.7— e CEH vz
i
) l
Srddnik pretiw | A
promientowych !

Rys, 3

materialn
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gdzie t oznacza dopuszczalne napreZenia fcinajace materialn Srodnikéw, otrzy-
mujemy T
‘ C=—.
;. P
Witawiajac ofrzymane stale do (5.8); dostajemy funkcje gestodci rozldadu materiatu
w §rodnikach pretéw promieniowych:

g i .
5.11) urf(s—r 2y 1.

W réwnaniu (5.8), wystepuia dwie funkcje niewiadome {, i ¢f,. Pozwala to na
1 i

dowolny wybdr postaci jednej z nich pod warunkiem spelnienia (5.9), oraz nie-

réwnosci ¢1,>0, #{,>0 dla kazdego p. W rozpatrywanym przypadku podparcia
I Ji)
rusztu powyzsze warunki spelnimy przyjmujac

A ,=const,
m
co po podstawieniu do (5.8), i wobec (5.9), prowadzi do

¥ ry

_ q s ~
f[f;ll’ EHgsigné‘(p F)]dp_o‘

!
!
!
b | —
|
i Potki prefow
‘[ ohwadowych
oy i
Dotki prefow l ]
I promieniowych - _t:_f v g2y Jaeee
! L |
! O M
: |
Sradnik petow | - e Eal
pmmienM

i DU U
|
Rys, 4

Rozprawy InZynierskie —7
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Po wykonaniu catkowania znajdujemy funkcje gestodci rozkladu materiatu w pol-
kach pretéw obwodowych:

. B
(5.12) :;pr SEHs

fry (ry+r)—2r1,
przy czym sign e=1.
Podstawiajac (5.12) do réwnania (5.8), otrzymujemy po rozwigzaniu funkcje

gestoéci rozkiadu materialu w pétkach pretéw promieniowych:

i ¥

P

(5.13) A, (r1+r)]-

g = AR [rf'i‘rl r+1‘2__~p2_.

Funkcje (5.11), (5.12) i (5.13) okreslaja gestoéé rozkladu materialu w obszarze
plyty. Przyimujac zgodnie z zaloZeniami stale przekroje segmentéw pretéw rusztu,
okreflamy na podstawie funkcji gestoscl rozkladu materialu poszukiwane parametry
optymalizacji. Rys. 3c ilustruje schematyczny wykres zmian pola przekroju pretow
promieniowych.

Ugiecia rusztu podpartego na obwodzie zewngtrznym opisuje funkcja (5.7),
ktéra po podstawieniu wartodei statych przyjmuje postad

e T :
(5.14) w= = i =p) 5 (i —p).
Linie ugigcia ustroju przedstawiono na rys. 3b.

5.2, Ruszt swobodnie podparty na wewngtrzinym brzegu.

W przypadku rusztu przedstawionego na rys. 4a warunek brzegowy ze wzgledu
na sity poprzeczne ma postaé
r° (7'1)"‘—"03
co daje
-Q{s (1‘1)20.
I

Przeprowadzajac obliczenia_analogiczne do przedstawionych w p. 5.1. i po przy-
jecin warunku

p.a(r)= —"':‘Qfs (?’),
I
znajdujemy funkcje gestosei rozkladu materiatu w $rodnikach pretéw promieniowych:

g .,
(5.15) fﬁw T 2 (ri—p>.

Aby okreslié pozostale funkcje ggstoscl, przyjmiemy

A=A, +C,

I I
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gdzie C=const. Biorac pod uwage ten zwigzek w rownaniu (5.8), otrzymujemy
po uwzglednieniu (5.9),
q

1
(5.16) Q‘Zpﬁﬁ m(rf Inpfr+r2nrjo—p? Inrfi},
I

G A=

e [p2 L 2 ) 2 )
a’ EHe 2lnrfr ridnp/r+2Inryfr=D+r*Anryfp+1)—p* Inryfr]

przy sign &= —1.

Funkcje (5.15), (5.16) 1 (5.17) okredlajace ggstosc rozkladu materialn w obszarze
plyty stanowia rozwiazanie problemu optymalizacji. Schematyczny wykres zmian
pol przekrojow pretéw pokazano na 1ys. 4.

Ugiccia tego rusztu okresla funkcja

(5.18) w= —_%(plfrz)—%(p—r),

ktorej wykres przedstawiono na rys. 4b.

6. WNIOSKI KONCOWE

Przeprowadzona w pracy analiza prowadzi do wnioskéw:

a) Funkcje przesunieé w(p) i obrotdw u, (p) wezléw nie zaleza od sposobu
obcigzen i ich wielkoéci. Funkcje w i u, moina zmienia¢ dobierajac odpowiednio
wymiary [ i A

A A

b) W rozpatrzonych przykiadach okrelono zmienne skokowo przekroje érod-
nikéw preiow promieniowych i przekroje polek w obu rodzinach pretéw. W ramach
przyictych zatozefi §rodniki pretéw obwodowych nie przenosza Zadnych sit we-
wnetrznych., O wielkosdei pola przekroju tych elementéw decyduja zatem jedynie
wymagania konstrukcyjne,
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OIITUMAJIGHOE PACIIPENEIEHWUE MATEPUATIA B [TOJISIPHBIX KOJTOCHUKOBBIX
CHCTEMAX

B pabore paccMoTpeira 3amada of ONTHMATHZAIMY HOIAPHBIX KOFOCHAKOBEIX CHCTEM € TOUKH
IPeEAs MEHEMANEHOH OedODMEPYEMOCTE [OJ MAHHOH Harpyskoi, Paccysltenns oTHOCHTCH
K COOPY)KEHHAM, COCTORIINM H3 FYCTBIX H PErYJIEPHBIX CTEPHHCBEIX CETOEK, o0paszyoMBiX IBYMSA
cemelicToaME cTepxkueil, ITapameTpamn ODTHMANHEANNHE ABASIOTCH (YHKUMM, ONPEIEIAIOIIHE
PACHPEHECHCHHE KOECTPYKUROHHOTO MATEPHANA. YCIORHS ONTHMANM3ANAH 3a0HCAHE] B TOISPHOH
CHCTEME KOOPAMHAT, C yYeTOM BpalyaTeslbHOM CHMMETpHM 3afjaud. Peienue 3a8aud MILTOCTPH-
pyeTca Ha IpHMEPe KOHLIEBOTO KOJOCHAKR, IOCTPOSHHOIO H3 0AllOK THIA CIHIBRY,

SUMMARY

OPTIMAL DISTRIBUTION OF MATERIALS IN POLAR GRIDWORKS

The papers deals with the problem of optimization of polar gridworks from the point of view
of their minimum deformability under prescribed loads, The considerations concern systems
constructed of dense, regular rod lattices formed by two families of rods. Optimization parameters
are the functions which describe the distribution of structural materials. The optimization condition
is written in a polar coordinate system, rotational symmetry of the problem being taken into account.
An example of solution concerns an annular gridwork constructed of sandwich beams.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

.
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