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METALOWA PEYTA WARSTWOWA Z WYPELNIACZEM SZKIELETOWYM

HENRYK BOROCH i JOZEF KANIA (WROCEAW)

1. WsrEp

W pracy przedstawiono wyniki badafd modelowych oraz model matematyczny
plyty warstwowej z wypelniaczem nieciggtym. Rozpatrujemy plyte powstala przez
polaczenie spoinami dwéch metalowych platéw zewngtrznych za pomoca elementow

Rys. 1. Struktura wnetrza plvty przed scaleniem platow ze soba

konstrukcyjnych, ktérymi sa zasklepione plytkami odcinki rur (rys. 1). Brzegi
platéw zewnetrznych sa polaczone za pomoca brzeznikdw. Plyta ta wyréznia sig
prostym procesem technologicznym wykonania i jednocze$nie przewyzsza plyty
z wypelniaczem cigglym pod wzgledem wytrzymalosei, migdzy innymi na napreze-
nia styczne, wystepujace pomiedzy platami a wypehiaczem. Naprezenia te powoduja
najczecie] zniszezenie plyty z wypelniaczem ciaglym [1]. Przedstawiona konstrukcja
metalowej plyty warstwowej moze pracowaé na obciazenie uzytkowe wielokrotnie
przewyzszajace jej cigZar whasny. Zastosowanie pierwszych prototypoéw potwierdzito
celowo§é realizacji tego rodzaju plyt ze wezgledu na duza ich sztywnosé, a takze
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na wydatnie mnigjszy cigzar wlasny w pordwnaniu do rozwiazafi tradycyjnych.
Zasadnicza trudno$cia, na jaks napotyka sie przy teoretycznym rozwiazywaniu
zagadnienia zginania tych plyt, jest okreslenie ich sztywnoSci. Wykonane badania
modelowe dostarczyly niezbednych informacji do sformufowania zatozefi potrzeb-
nych przy opracowanin modely matematycznego takiej piyty.

2. BADANIA MODELOWE

Zasadniczym celem badafi modelowych plyty o przedstawionej konstrukeji byto
zapoznanie si¢ z charakterem jej pracy i wykrycie elementéw najbardziej wytezonych.
Badaniom poddano modele plyt o stosunku bokéw b: a=1,0 i 1,5; wykonano je

v lokalizacia czu,f}_?#(és;v Zegarawych 001 mm na pg.
» lpkalizacia czujnikow zegarowych Q01 mm na pd.
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Rys. 2. Rozmieszezenie punktow pomiarowych ugiecia platdw meta-
lowej plyty warstwowej pod obeiazeniem rownomiernie rozloZonym

z¢ stopu aluminium PA2 o grubodci blach 2 mm. Inne szczegdly konstrukcyjne
modeli uwidoczniono na rysunkach 2 i 3. Polaczenia elementéw plyt kwadratowych
wykonano technika klejows, natomiast dla plyt prostokainych stosowano spawanie
automatem w ostonie argonu. ObciaZenie plyt réwnomiernie rozlozone realizowano
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za pomocg wody przy zastosowaniu wanny o dnie z folii plastikowej, przekaznja-
cym cigzar wody bezposrednio na badany mode] piyty (rys. 4). Pod ciénieniem wody
plyta wyginala sig wypuklocia ku dolowi, a przemieszczenia w (x, y) mierzone

s lokalizagia czunikdw zegarowych G071 mm na pg
 lokalizacia czujnikow zegarawgch Q0T mm na pd.
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Rys. 3. Rozmieszezenie punktéw pomiarowych ugiecia platdw metalowej
plyty warstwowe] obciaZonej cigzarem réwnomiernie rozlozonym

byly czujnikami zegarowymi. Ten rodzaj urzadzenia obciazajacego uznano za celowy
ze wzgledu na

a) niskie koszty wykonania we wlasnym zakresie,

b) zapewnienie duzej dokladnodci pomiarn przyktadanych obcigZen,

¢) duzy stopiefi bezpieczefistwa podozas prowadzenia pomiaréw przy bardzo
duzych obcigzeniach,

Dla plyt warstwowych z wypelniaczem ciagtym ngiecie jednego z platéw utoZsa-
miane bywa z ugigciem calej plyty dla wszystkich punktow wewnatrz jej obszaru [11.
Zalozenie to budzito watpliwo$é autoréw w odniesieniu do plyty o przedstawionej
konstrukeji, oczywiscie z wyjatkiem miejsc pofgezenia platéw Zze sobg za pomocg
elementéw wypelniacza. Mimo trudnodci wynikajacych ze specyficznej konstrukeji
plyty i urzadzenia obcigzajacego dokonano nie tylko obserwacji zewnetrznych,
ale wniknigto réwniez do wngtrza plyty. W tym celu pomiar ugigcia obu platéw
metalowej plyty warstwowej przeprowadzono w dwu etapach wykorzystujac sy-
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Rys. 4. PrzekrOj poprzeczny przez urzadzenie obciazajace badang plyte
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Rys. 5. Ugiccia plyty prostokatnej
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metrie konstrukcji i obcigzenia plyty. W pierwszym etapie zmierzono ugigcia
plata dolnego czujnikami zegarowymi, umieszczonymi na dwéch przeciwleglych:
éwiartkach plyty w osiach pucharéw (1) i w srodku poletek pomigdzy nimi. Takie
rozmieszczenie czujnikéw miafo na celu sprawdzenic ulozyskowania plyty na jej
obwodzie oraz kontrole odczytéw dla pierwszego i drugiego etapu pomiarow..

Dlat gorny Pat dalmy

wix)

Rys, 6. Ugiecia plyvty kwadratowej

Po rejestracji odezytéw na czujnikach dla okreSlonej serii obciazen i odcigzefs
w zakresie sprezystych odksztalcen plyty usunigto z niej obcigZenie i przyrzady
pomiarowe. Nastgpnie na jednej z éwiartek plata pomiarowego nawiercono male
otworki w miejscach uprzedniego przylozenia czujnikéw. Przez te otworki w placie:
dolnym doprowadzono do styku z wewngtrzng powierzchnig plata gérnego przedtu-
zacze iglowe przymocowane do czujnikéw zegarowych, Tak wige w drugim etapie
pomiaréw mozliwa byla réwnoczesna obserwacja i rejestracja ugieé plata dolnego
i gérnego. Stosujac w drugim etapie badan te same parametry obcigZen i odciazed,
stwierdzono:

a) niemal te same ugigcia w obszarze ¢wiartki pomiarowej plata dolnego, tzn.
zaréwno dla punktéw pomiarowych nad pucharami jak i w §rodku poletek pomiedzy
pucharami; .

b) wyrazne réznice w ugieciach plata gdérnego w pordwnaniu do ugieé plata
dolnego w oérodku poletek pomigdzy pucharami;

c) zgodno$¢ ugigé plata gdérnego i dolnego zmierzonych czujnikami umieszczo--
nymi w osi pucharéw na placie gérnym i dolnym.

Wyniki pomiaréw ugieé dla plyt kwadratowej i prostokatnej przedstawiono na.
rysunkach 5 i 6.

(%) Zasklepione z jednej strony plytkami odcinki rur bedziemy nazywali pucharami,
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2. OBLICZENIA STATYCZNE PLYTY WARSTWOWE] Z WYPELNIACZEM NIECIAGEYM

W tym punkcie zajmiemy sig obliczeniami statycznymi plyty warstwowej z wy-
pelniaczem nieciaglym. Rozpatrujemy plyte warstwowa powstala przez monoli-
tyczne polaczenie dwdch platow za pomoca eclementdéw konstrukcyjnych, ktdre
w dalszym ciggn bedziemy nazywali elementami wypelniacza. Elementami tymi
moga byé odcinki pretéw o przekroju kotowym lub kwadratowym. Obliczenia
przeprowadzone dla tych elementéw moga byé takze wykorzystane do obliczen
plyty warstwowei, powstalej przez polaczenie spoinami dwdch metalowych platéw
zewnetrznych za pomoca (zasklepionych plytkami) odcinkéw rur. Brzegi platéw
zewngtrznych plyty warstwowej moga by¢ potaczone ze sobg za pomocy tak zwanego
brzeznika na kilka sposobdéw. Bgdziemy rozroZzniali bezmomentowe, sprezyste
i sztywne zamocowanie brzegéw plyt.

Opracowanie modelu matematycznégo piyty warstwowej z wypeliaczem nie-
-ciaglym nastrecza duzo wigksze trudnosci niz opracowanie modeln matematycznego
plyty warstwowej z wypelniaczem ciaglym. Gléwna trudnos¢ stanowi okreflenie
sztywnosci plyty na zginanie i Scinanie, ktdre dla plyt warstwowych z wypelhniaczem
nieciaglym sa nieciaglymi funkcjami wspohzednych polozenia elementu plyty.
Wobec powyzszych trudnodei nie bedziemy rozpatrywali dzwigara integralnie lecz
Jjako dwa oddzielne platy, zastgpujac jednoczednie oddzialywanie elementéw wy-
pelniacza odpowiednimi silami przylozonymi na poletkach, odpowiadajacych
przekrojom elementéw, 1 edpowigdnimi momentami przylozonymi wzdiuz odcinkéw
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Rys. 7. Umowny schemat poletka Rys. 8. Umowny schemat przylo-
przytozenia sily zenia momentu skupionego

prostych (rys. 7 i 8). W przypadku pretéw o matych polach przekrojéw sily réwno-
miernie rozfozone na tych pelach mogzemy zastapi¢ sitami skupionymi, przytozo-
aymi w Srodkach tych pdl

3. PODSTAWOWE OZNACZENIA I ZALOZENIA

Rozpatrujemy plyte warstwowa o ksztalcie prostokatnym. Niech dhugos¢ plyty
‘wynosi @, a szeroko§¢ b. W zalezno$ei od iloéci elementdéw wypelniacza, ktdre
zwykle s rozlozone symetrycznie, dzielimy bok plyty a na g, natomiast bok & na v
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réwnych czedci, Przyjmujac uklad wspolrzednych jak na rys. 9, okreslamy odcigte
i rzgdne punktéw zamocowania elementow wypelniacza:

1 2 k u—1
x1=;a, x2=-ﬁa., vy xk=—;a,..., Xyoq = p a;
@1 1 2 . l v—1
Jf1='v—b= yzz_;b:.“-: yl=7b= ey yv~«1=Tb-

Na rys. 9 przyjeto pg=5 1 v=4.

Phat, ktérego plaszczyzna §rodkowa pokrywa si¢ z plaszczyzng z=0, bgdziemy
nazywali platem gérnym, natomiast plat, ktérego plaszczyzna §rodkowa pokrywa
si¢ z plaszezyzna z=d, platem dolnym. Odleglo$¢ plaszezyzn §rodkowych obu platéw

Rys. 9. Schemat rozpatrywanej plyty w uldadzie osi wspohzednych

oznaczono przez d. W dalszym ciagu rozpatrujemy piyte dowolnie podparts, ktdrej
g6rny plat jest obeigZony réwnomiernic na calej powierzchni, przy czym przez q
oznaczamy obcigZenie pionowe na jednostke pola powierzchni plyty. Jak juz zazna-
czyli§my, wzajemne oddziatywanie obu platéw przekazywane za pomoca elementow
wypelniacza, zastgpujemy zewngtrznymi sitami i momentami. Silg rdwnomiernie
roztozona na poletku kwadratowym o boku 2¢ i o érodku w punkcic o wspdirzednych
{*,, y;) bedziemy oznaczali przez p,,, a momenty skupione przytozone na odcinkach
prostych o dhugosci 2¢ i przechodzacych przez érodek kwadratu przez M, i Mp,
przy czym przez M7, oznaczono moment dzialajacy wzdlez odcinka rownoleglego
do osi y, a przez M7, moment dzialajacy wzdluz odeinka réwnoleglego do osi x
(rys. 8).

Na rys. 10 przedstawiono przekrdj plyty plaszezyzna y=y, i zaznaczono odpo-
wiednie wielkosci odzialywajace na oba platy w tym przekroju. Rownanie po-
wierzchni ugiecia gérnego plata plyty oznaczamy przez w,=w (x, y), a réwnanie
powierzchni ugigcia dolnego plata przez wy=w; (x, y)+d. W dalszym ciggu zakla-
damy, #e odksztalcenia w kierunkach osi elementéw wypelniacza 5a tak mate w po-
réwnaniu z ugieciem plyty, ze mozna je poming¢. Wtedy mozemy przyjaé, Ze vgiecia
gbrnego plata plyty w punktach zamocowania elementéw wypelniacza (x,, ¥5)
sq réwne ugieciom dolnego plata w tych samych punktach:

(3.2} wy (X, ¥)=wy (X, ), F=1,2, ., p=1. s=1,2,..,v—1.
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Momenty M7, 1 M}, sq zalezne od spreZystosci elementu wypelniacza i wlasnoéci
sprezystych gérnego i dolnego plata plyty. Na rys. 11 przedstawiono schemat
odksztalcenia preta sprezystego powstaly w wyniku odksztalcenia plyty, W dalszym.
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Rys. 10. Koncepcja moedelu obliczeniowego metalowej plyty
warstwowej

ciggu przyjmujemy, ze dla gdrnego i dolnego plata plyty sa spelnione zatoZenia
klasycznej teorii ptyt cienkich. Katy « i § sa katami, jakie tworzg styczne do przekro-
j6w powierzchni $rodkowej plaszezyznami x=x, 1 y=y; z osiami x i y. Stosowane
w praktyce odcinki pretow czy zasklepione odeinki rur majg bardzo duza sztywnosé,

Rys. 11. Schemat wybocze- Rys. 12, Fragment koncepcji

nia preta sprezystego jako modeln obliczeniowege plyty
- Iacznika platdow  gdrnego
i dolnego

wobec tego moZemy zatozyé, ze elementy te prawie nie ulegaja wygieciu, a tym samym
tangensy katow « i f sg w przybliZzeniu réwne zeru, Zatozenie to zapisujeriy w postaci

ow, aw,

(3.3) Pw

=0,
X=Xp
r=

k]
=X dy
Jp=w

Gdy sztywno$§é preta jest duza w pordwnaniu ze sziywnoscia platéw plyty
warstwowej, to pret ten po odksztalceniu plyty przyjmuje polozenie pionowe, Mozna
to uzasadni¢ geometrycznie. Przyjmujac, Z¢ sztywno$¢ zginania gérnego i dolnego
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plata plyty warstwowej sa jednakowe, po rozcigeiu preta w §rodku, aby doprowadzi¢
jego konce ponownie do pierwotnego polozenia, naleZy je obrdci¢ o ten sam kat
pod dziataniem takich samych momentéw (rys. 12). Zalozenie to zostalo takze
potwierdzone do§wiadczalnie [2] (rys. 5 i 6).

4, OBCIAZENIA GORNEGO I DOLNEGO PLATA PLYTY

Wzajemne oddzialywanie gérnego i dolnege plata plyty warstwowej na siebie
przez elementy wypchniacza zastgpujemy silami réwnomiernie roztozonymi na
poletkach kwadratowych o boku 2¢ (rys. 7) oraz przez momenty skupione na od-
cinkach o dlugosci 2¢ i przechodzacych przez §rodek kwadratu (rys. 8). Obciazenie
na jednostke pola kwadratu o boku 2¢ i o §rodku w punkcie (x;, y;) bedziemy ozna-
czali przez

4.1) D, Xp—ESx<sxte, yi—esysyte,

natomiast wypadkowa sil réwnomiernie roztozonych na tym polu bedziemy ozna-
czali przez

4.2) P=4¢% p,

przy czym wypadkowa ta jest sila skupiona, przylozong w punkcie (x;, y,) i mozemy
- ja przedstawi¢ za pomoca funkcji delta Diraca:

(4.3) Pudx—x)o(y—n).

Momenty skupione zapiszemy za pomoca pochodnej funkcji delta Diraca {3].
Tak wiec momenty dziatajace wzdluz odcinkéw réwnoleghych do osi p i do osi x
{rys. 8) wyraZa si¢
M; 6 (x—x), gdzie y—ssysyte,
4.4)
M6 (y—y), gdzie Xx,—e<x<€ X4,
przy czym M7 jest momentem dzialajacym na jednostke odcinka rownoleglego
do osi y, a M}, momentem dziafajgcym na jednostke odcinka réwnoleglego do osi x.
Oznaczmy obcigsenic gérnego plata przez f; (%, ¥), a dolnego plata przez f; (x, y).
Po uwzglednieniu kierunkéw dzialania sit i momentéw otrzymujemy nastepujgce
wzory na obcigZenie gérnego i dolnego plata plyty warstwowe;j:

a—1 v—1 p—1 v—1 p—1 v—1

@3 filup=a- 2 me 2 EM,flé(x x)+ ZM,;&@ )

k=1

-1 »—1 p—1 v—1 u—

46 £, (n )= 2 3t 3 3 M50 ot 2 j M5 (-0,

gdzie p,; jest wielkoscig staly réing od zera na kwadracie

Xe—e S X< X thE, p—Esysyite;
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MY, jest wiclkoécia stalg i rd#na od zera na odcinku
| n—e<y<yite;

M7, jest wielkodcia staly i rézna od zera na odcinku
Xp—E XK X +e.

Jezeli punkt o wspélrzgdnych (x,, ¥,) nie jest punktem zamocowania element
wypelniacza, to przyjmiemy

Prszos Mfs‘:O, Mfsz(}.

W przypadku gdy boki kwadratu 2¢ s3 male w poréwnaniu z wymiarami phyty,.
sile réwnomiernie rozlozona na takim malym poletku mozemy zastgpié wypad-
kowa sita skupiona, wyrazona wzorem (4.3). Po uwzglednieniu powyZszego we:
wzorach (4.5) i (4.6) otrzymujemy

a—1i v—1
@D A= D' D Pyd—x)o(y-y)+

= =1

e g—1 v—1 p—1 v—1

£ 2 XM eyt 3 3 M8 .

@8)  fimy= Y Y Pudc—x)d(-y)+
k=1 1=1
H—1 y—1 H—1 v—1
-+ Z EM;NS (x—x)+ Z Z HEMUES N
k=1 1=1
gdzie M, jest wielkoscia stal i r62ng od zera na odcinku y,—e <y < y,+e a MY,
jest wielkodcig stala i rézna od zera na odcinku x,—e< x < x +e.

5. PLYTA PROSTOKATNA SWOBODNIE PODPARTA

Rozpatrzmy plyte prostokatng, ktoérej dolny plat jest swobodnie podparty
wzdluz calego brzegu od strony zewngtrznej, natomiast brzeg gérnego i dolnegor
plata od strony wewngirznej jest polaczony bezmomentowo za pomocy brzeznika.
o duzej sztywnoéci. Ugiecia tak podpartej plyty warstwowej z wypelniaczem nie-
ciaglym otrzymamy znajdujgc ugiecie gérnego i dolnego plata plyty. Obciazenia
gornego i dolnego plata plyty sa dane wzorami (4.5) i (4.6). Niech w,=w, (x, y)
i wy (x,») beda réwnaniami powierzchni ugiecia gdrnego i dolnego plata plyty
warstwowej. Wtedy dla gérnego plata plyty wzdhuz calego brzegu podpartego swo~
bodnie musza by¢ spelnione nastepujace warunki brzegowe:

. OPwy
dla x=01i X=a, wy =01 W:O‘,
G FPw,
ay

2.

dla  y=01iy=b, w;=0i
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~,

Podobnie dla dowolnego plata plyty mamy

. dla x=01i x=a, w,=01 %—2—=0,
dla yp=01iy=b, w,=01i %=0

Réwnania powierzchni ugigeia gérnego i dolnego plata plyty maja postaé [5]
(5.3) O, O P L)
Ix* ox2apr | gyt D, TVT7
(54) Ty T T )
ax* ax2 9y? ot D, e

gdzie D, i D, sa sztywnosciami zginania gormego i dolnego plata plyty:
E B E, R
D,= - lz s Dp= : 22 .
12(1—vy) . 12(1—v3)

Rozwiazania réwnania (5.3), spelniajacego warunki brzegowe (5.1), szukamy w posta-
ci podwdjnego szeregu Fouriera

3 . mm nm
w(x, )= E E Wi sm—a— xsm—b—
m=1 a=1

Rozwigzanie to jest znane jako rozwiazanje Naviera i ma postaé [5]

5 Dy min . hr
(5.5) wy (x, )= D, Z 2 G tai ) sin — —xsin -y,

m=1 n=

gdzie a,, sa wspSlczynnikami rozwinigeia obciazenia w podwéjny szereg Fouriera.
Wspdlczynniki te majg postac .

s _ 4 ' . mEx AR ded
(5.6) am—abfffl(x,y)sm o xsin—ydxdy.
a4 0

Po' wstawieniu za fi1 (x, ¥) obciazenia .okreélonego wzorem (4.5} i po wykonaniw
catkowan otrzymujemy

4
G7 = *g{ L=(=D"[I-(~1)"]—.

7t mn
-1 v—i
 4ab mn nw _ Ckmm | Inm
— sin—egsin—¢ sin sin -
2 mn a b 2 Pu i V.
k=1 1=1
H—1 v—1
2bm nm km:'r Inn
— sin -—e E E M, cos sim —
an
p—1 v—1

. 2an M kmse inn
T ' - gin -——& E E M, sin cos .
o bm v}
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Podobnie znajdujemy rozwiazanie réwnania (5.4) spelniajacego warunki brzegowe
{5.2). Rozwigzanie to ma postaé

4b‘* = B mn . nm J
©8 - wae )= 22 Gty 0Ty Ty,
gdzie
dab mn o kmw  Inm
{5.9) b,,,,,=$ o s;n_e sm——a Z me sin sin ——
=1 v—1
2bm  nm kmm lmz
o SIHTBZ ZM,’; cos sin
) k=1 =1
2an et kmm Inn
~om 31n—s Z ZM,ftsm cos— -t

‘We wspélczynnikach 4, i b,,, wystepuja nieznane wielkosci sit P O1az momentSw
Mg 1 M}, Wielkodei te wyznaczymy wykorzystujac warunki (3.2) i (3.3).
Po wykonaniu podstawien i po przeksztalceniach otrzymujemy nastgpujaccy

ukiad 3 (u—1) (v~1) réwnai o tej samej ilosci niewiadomych p,,, M3, M}, (k=
=L2,..,u~1; I=1,2, .., v—1):
5.10 {2ab D,+D,  mmx  mn
( )WZZ (bzm +a*n®)? \n*mn D, ST esn T e
M= r=1
gt _kmm  lm  D,—D, [bm  nx G } kmar
X Prs Sin sin— - D, Esm——aZZMHcos
k=1 1=1
. Inm - kmz Ine 1} . mmm | sam
x §in —i———sm—-s Z Z 2, sin cos sin sin — ==
abq [I—(—-D"—(-1)  rm= . SHT
Z Z mn (b2 m?+ a* n?)? s s
5.11) { 2ab ain T nw
( ZZ(me Sra ey \mn SN g e
NN kmm I bm oam AL kmn  Inn
Z mesm sin +—sm—-—s Z Z M}, cos sin
an b
k=1 =1 k=1 I=1
an Ing FIT SHI
+%sm—~—52 ZM,’:!sm €08 ~—— C0S P sin 5=
_ abq [1—{=1m] [1-(-1)7 M SHm
Z 2 n(b® m*+a*n?)? cos i SRy
m=1
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s19 o n { 2ab  mm | am
) sin—— gsin e
(:12) Z 24 (B2m2+a?n*)? \n’ mn a b "
m=1 n=1
2 % kmmn  Inm 4 bm _ nm ”Y% s e kmm  Inn +
sin sin - ——-gin——2& cos sin
A/_J Pua v an et v
k=1 i= # k= 1 I=1

an Inm| | rmm ST
m sm — 3 M sm cos sin cos =
Il
bm v J7; ¥

k=1 1I=1

b —(=D"[—-(=1D"
aq 22 [1T—=(=1]1-( 1)]sinrmﬂcosmﬂ.

m (b* m* +a® n?)? J7; v

Jezeli clementy wypelniacza sa rozlozone symetrycznie wzglegdem plaszezyzn
przechodzacych przez érodek plyty warstwowej 1 réwnoleglych do plaszezyzn uktadu
wspoirzednych x0z i y0z, to obeiaZenia py, i momenty My, i M7, sa rownie rozlozone
symetrycznie i problem znacznie si¢ upraszcza.

Uklad réwnan (5.10) znacznie sig rdwniez upraszeza, jezeli sztywnosel zginania
D, i D, gbrnego i dolnego plata plyty sa sobie réwne, D, =D,=D. Wtedy ukfad
réwnan (5.10) przyjmuje postaé

(5.13) ZZ

m=1 n=1

nT
8 sin——

Tk s kmm Inn
Z 2 pkl Sln Sln
mn (bzm +atn®)* N K

% §in

FMT | SHE >y [1—(—D"[1-(-D1 . max _ snn
s 8 ZZ mn(b* m®+a® n?)* My

r=1,2,.,u—1, s=1,2,.,v-1.

Z tego ukladu réwnafi wyznaczamy niewiadome py, a nast¢pnie niewiadome My
i M}, z uktadow (5.11) i (5.12).

JYezeli pola przekrojéw poprzecznych elementéw wypehiacza sg male w poréwna-
niu z rozpigtoécia plyty, wtedy sity réwnomiernie rozfozone na takich polach mozemy
zastapi¢ wypadkowymi sitami skupionymi, przy czym obciaZenia gérnego i dolnego
plata plyty wyraza si¢ wzorami (4.7) i (4.8). Po uwzglednieniu tych wzordw otrzy-
mujemy nastepujacy uklad réwnaf, w ktérym niewiadomymi sg sily skupione Py
i momenty M}, i M}, roztozone wzdtuz odcinkéw o dlugosci 2e:

u—1 v—1

(5.19) Z 2 (bzm oy {2 ZP,usin k’;’r sin h:n}

=1

. rmm | SAW abq fl—(-D"11—(=1)"1 rmr , snm
x sin p sin = Z 2 sin sin ;

v mn(b?m? +a>n?)? U v

Rozprawy Inzynierskie —6
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® ket p—1 y-1
(5.15) Z m { P kmre  inm .
. Z (52 mz +a2 nz)z Z ;‘ i S1% 2 sin »

m=1 n=1 k=1
—1 —1
2bm  wm N 3 kmm  Inm
-+ sin—— & E M cos sin +
an b 1 v
k=1 i=1
p—1 —1
2an | m=m . kmm Inm rmm | Snm
+ sin——¢ E E M?, sin cos cos sin =
bm a i v 2 v
k=1 1i=1
' b4 © ] n .
abg n—(="[—-(-H1  rmn sz
= _ “—cos sin ;
n? 22 n{lPm*+a*n*)? I v
m=1 n=1 .
p—1 v—1

Y e ] ~ kmm | Inn
610 3 X Gy | 2 2 P
=1 =1 A T u ey
M

-1 —1 ‘
2bm | nxn S fmm | Inm
+ sin——& E E M}, cos sin -+
an b v
i 1=1

H
k=
p—1 v—1
2an @ mzm  onm mn)  imn smn
+ sin——¢ E E M3, sin cos sin o8 =
bm a fo v 7 v

1

_abg {1 ﬁ\ (1 (=" [ (=1)1] Fmm SHT

sin cos
w? L m{(b?m?-a* n*)* I v o
m=1

r=1,2,..,u4—1, §=1,2,.,v-1.

Po wyznaczeniu wielkoscl Py, My, My, ugiccie gbérnego i dolnego plata plyty war-
stwowe] obliczamy za pomoca wzordw (5.5) i (5.8), natomiast momenty przekrojowe
i sity poprzeczne obliczamy za pomoca znanych wzordw [3].

6. PRZYKEAD

Przedstawiona metode objaéniamy na przykladzie obliczen piyty dwuwarstwo-
wej z pigcioma elementami wypelniacza, umieszczonymi w punktach jak pokazano
na rys. 13. Przyjmujemy, Ze elementami wypelniacza sg odcinki pretéw o malych
w poréwnaniu z rozpigtocia plyty przekrojach poprzecznych. Poza tym zakladamy,
%e plyta jest swobodnie podpatta, a gérny i dolny plat sa polaczone bezmomentowo
brzeznikiem o duZej sztywnofci. Gorny plat piyty jest obcigZony réwnomiernie na
calej powierzchni obcigzeniem statym g. W rozpatrywanym przypadku p=41iv=4.
Oddzialywanie platéw na siebie zastgpujemy sifami skupionymi Py, i momentami
M, i M}, przylozonymi w punktach polaczenia platéw plyty z odcinkami pretow.

7 uwagi na symetryczny rozklad pretow i symetrie obciazenia mamy
{6.1) Py =Pi3=P3;=Py3;

Mf1=M°;3=M§1:M§3, M3,=0,

(6.2) Ve ¥ ¥ ¥ ¥
M11=M13=M313M33, M22=0-
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Po wstawieniu we wzorach (4.7) 1 (4.8) p=4 1 v=4, wykorzystaniu warunkéw sy-
metrii (6.1) i (6.2) i wykonaniu preeksztalced trygonometrycznych, otrzymujemy
réwnania powierzchni ugigeia gérnego i dolnego plata plyty

=

a,,,,, MR nm
63 . wix )= 4D Z e sin iy,
1 bz

fl'lfl L nE
(6.4) wy (x, ¥)= 4D Z - sin o sin 5 y+d,
m= bz
gdzie
4 abg . . mm mr | HTm
(6.5) B ="\ T [=(=0U"[1—(—=1)y}—4P,, sin — cos——sin— x
nn _omm nn 8bm mT MR HE nmw
xcosTszzsmwé_sm 5T MUCOSTCOSTSIH TcosTx
nrw 8an mn mn nm nw it
XSinTG—'b?Musm P COSTCOSTCOSTSIH7£ ;
!
4 .omu mm  RnE nm . mm nm
(6.6) b= Py 4P, sin 5 €08~ sin ——cos T_']P” sin —— sin —5——
8bm mn mm | um ng . 0w
o M7, cos 5 COST — sin o cos— m sin e
8an , . mm M nm nm  mn }
b M3 sin 5 COST, T Cos T eos——sin — .

Rys. 13. Widok plyty przyjetej do obliczen w przykiaézie

Z warunkdw (3.2), ktére w rozpatrywanym przypadku maja postaé

(1 15)”“ (1 lb) g (1 1) (l l)d ‘
W1\4a,4 =W 4“’4 > wl 2a,2b Wiy :2b »
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otrzymujemy dla b=a/2 nasigpujacy uklad rownan:

2 1 _,mmnonm
Po ) X vy 0y
m=% n=1

“in mmn nw mn i
e Z Z G Sy din sy sin 7=

[—(-D =] mm
mn (> -+ 4n?)? VI VI

m=1 u=

SR 4 ., mn mg AW nm .
Py E E WSU} ) cos i sin 5 cos n
1 n=1

mn - nm
P Z Z (m* +4n2)2 sin® TSm 2
m=

N—=(=D"[1—-(-171 _ mn n=
mu(m? +4n2)? STy sm TS

6.7)

m=

Korzystajac ze znanych wzordw (por. [4]) 1 wykonujac czgsciowe szacowanie sze-
regow wysteptjacyh we wzorze (6.7), otrzymujemy ukiad réwnai

az

q
0,0488P, | +0,0165P;, =—3-0,0209,
(6.8) '

a’q
0,0660P, , +0,0488P,, = e 0,0382.
Rozwigzaniami tego ukladu rownan sa wspdélczynniki
(6. 9) P11 :0,0300,'2 q, .P22 = 0,037&2 q,
skad po wykorzystaniu warunkéw symetrii (5.17) otrzymujemy
Py =P ;=P =P;;=0,030a%qg, P,,=0,0374%¢q.

Majac wyznaczone wielkosci Py; i Pyy, momenty M7, 1 M3, obliczymy z warunkéw

{3.3)

(6.10 dwy | i¥F w,
. ) ax x=ald Vs ay _
o — »
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W tym celu wykorzystujemy rozwigzanie (6.3). Po uwzglednieniu warunkéw (6.10)
i po wykonaniu przeksztalced otrzymujemy nastgpujacy uklad réwnan:

mn THTE nw 2nm

x —  n? 1 -
M“ZZ s +4n2)2 cos cos? g sin® 5 sin— g

o in mE MR | m7e
et 24 Z (m® +4n”)2 4 ' a
i

=

< . { j 11 — 1" mn nw
T 4n? 2/ 2 (m? +4n2)2 [L-(=1)"][1= (= )]COS-——sm 2
,mm . nm . mm mn  nm o ,m}
2 4 2 ’ 2. 4 2 4 I’
(6.11)
b nm L oAm . 2nm +
M7y Z Z (m +4 Y SIIlmﬂSSID cos® ) sin Pk
nr ur . mr

802 2 7 2
1 2 2{ m (m* +4112)2 2 2 4
m= =1

PRI IS n {1 : P P mn nw
27> ZZ (m? +4n?)? mn[ —(=D"] {1 =(~1)"}sin 48
m=1 n=%
Y

. mE W nx  mm | mMR | AR nm
-~ 1,2 sin? —sin— cos> 4 0,74 sin — sl = sin = e0s
Jak mozna zauwazy¢, wspélczynnik przy M?, w pierwszym réwnaniu 1 wspélezynnik
przy M?*, w drugim réwnaniu tego ukladu jest réwny zeru. W celu ulatwienia obli-
czefi pozostalych wspdlczynnikéw korzystamy ze wzoréw [4]:

coskx n cosw(n—X) 1

k2 +a? “s  sinam | 20%° O<x<2m,
k=1
P 1
Z k2 4o T 2a ctg T g2
coskx i m  cho(m—a)

(k> +a?)? 20" 40  shma

k=1

n(zg—x) sha{mr—x) N 2 cha(n—x)chna
Hor® shme  do? sh? o
7 — 72 1 1
Z (k*4o2)? 4a® ctghma 407 sh®me 20
k=1

2
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oraz réwnosel

k? 1 a?
P+ K+ (KP+a?)?’
mm  mu 1(1 anrl )
cos——cos? —~=—-|Z-Feos— 5 cosmz].

Wspélczynniki przy niewiadomych MY, i M}, przeksztalcamy do postaci

612 m( *. m? mn 2m7r) _, nm . 2an
(6.12) 2 Zn(m 21 4n?)? cos 2 %y 2 a o

n=1 m=1
T v/ L " nm 7 . _mkm | nm
32 2 CtEh T nx 2 &
n=1 21 sh?
613 ( nmoam ) , mn mm
(6.13) Z 2 (o +4n2)2 €0s cos® sin 2 sin Pt
r ~af 1 mn % ,mn omm
~18 2 Cteh g mn 2
m=1 8ms Z_E—

W dalszym ciggu przyjmujemy, ze $rednica 2e pretdéw, kidre w rozpatrywanym
przykladzie sq elementami wypelniacza, jest réwna a/45, gdzie ¢ jest dhuzsza krawe-
dzig plyty, czyli =a/90. Wspdlezynniki przy niewiadomych M7, i M7, obliczamy
z dokladnodcig rzedun dziesigciotysiecznych, W tym celu we wzorze (6.12) uwzglednia-
my # od I do 43, a we wzorze (6.13) uwzgledniamy m od 1 do 89. W prawych stro-
nach ukfadu réwnani (6.11) m i n przebiega wartoéci od 1 do 5. Po wykonaniu obli-
czed otrzymujemy

2 2

& a
0,0131M;3=—Z£—0,0283, 0,0056M%, =, —- 10,0430,

Moment dzialajacy wzdluz jednostki odcinka rownoleglege de ost » wynosi

-

1 43 47 )

p—1 = —_— <7
M3, =0,055q4%¢g (x 2 % T80 asy< 180 ¢

a moment dziatajacy wzdhz jednosiki odeinka réwnoleglego do osi x

b,—/—a<x<

{4 47
P
Mi;=0196a%q  W=7rb. g5 180 ")
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Pozostale momenty przylozone w punktach polaczenia platéw plyty z odcinkami
pretéw otrzymujemy z warunkow symetrii (6.2).

Ugiecie plyty w jej srodku, to jest dla x=1/2a, y= 1/2b mozemy obliczyé za po-
moca wzoréw (6.3) lub (6.4). Wzdr (6.4) po wstawieniu x=1/2a, y=1/2b, d=0
preyjmuje postad

(1 1 b) 8a%g 1 o 1 {0 120 sin? mm mm
— _— = — —_————— —_— X
Yl %5 n*D 2 Z (m>+4n%* U’ STy e0s Ty

m=1 n=1
., nn+0037,2m:¢ _zmr}
x sin® ——cos—— 10,037 sin® —=sin® =,
skad
(I lb) 0,0003 -
wio a,5b=0 o

Dla q=2b otrzymujemy

(1 11’;')”*0005 i
W 2a, 7 b)=0, D
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METAJUITAUECKAS CIIOMCTAS IINMACTHHKA CO CKEJIETHDBIM 3ATIOJTHHATEIEM

B paboTe WINOKEHA YACTH MOATBHEIX WCCICAOBANEIE M CTATHYECKHE PACYSTH! 32Ja9H O CBO-
GOHO OHepTOo CIOMCTAl IIACTHERE. HI3yuacTes IIACTHHER, 0Bpa3oBanHas CBAPHEIM COSIRBEHHEM
LBYX METANIMYCCLUX IHCTOB C KOHCTPYKTHBHBIMIA BACMCHIAME, KOTOPBIME ABIMIOTCH CTSPXHA
W 3aKyHOpeHHEbie TPyOsL. PacteThl BLIOONHEHST NI TUIRCTRHKD, ¥ KOTOpPOH Kpad MHCTOB COCHH-
FEHEL JIpyl ¢ OPYroM MAapHEPHO TPH NOMOM(A OKAiMIIOIMCTo pebpa SoMENIOH KECTKOCTH.
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SUMMARY

METALLIC SANDWICH PLATE WITH SKELETON CORE

A rectangular sandwich plate simply supported on its edges and subject to uniformly distributed
vertical load is considered in the paper. The faces of the plate are connected with each other by
a certain mumber of short rods or cylinders which constitute the core of the sandwich plate. Hinged

"~ connection with a rigid edge stiffener ensures the conditions of free support at the edges to be

satisfied.
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