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ZGINANIE I DRGANIA RUSZTOW KRATOWYCH

ROMUALD SWITKA (POZNAN)

1. Wstgp

Lekkie przestrzenne konstrukcje pretowe, zloZone z elementéw powtarzalnych,
zajmuja wazne miejsce we wspolezesnym, uprzemystowionym budownictwie stalo-
wym. Spoéréd wielu zalet tych konstrukeji mozna wymieni¢: 1) mozliwosé prze-
krywania duzych rozpigtosci, 2) mozliwosc fabrycznej produkcji elementdw powta-
rzalnych, 3) latwoéé montazu, 4} lekkod¢, 5) walory estetyczne. '

Interesujacy przeglad mowoczesnych przesirzennych konstrukcji pretowych
podaje Z. S. Maxowskr w monografii [10]. Sposréd wielu systemow przedstawionych
tam konsirukcji na szczegdlng uwage zasluguja tzw. plyty kratowe (struktury kra-
towe), montowane z fabrycznie przygotowanych pretéw o jednakowej diugosci,
laczonych w weztach o konstrukeji na ogdl zastrzezonej patentami. Jako przyklad
moze stuzyé struktura systemu Unistrut, kidrej autorem jest C. W. ATrwooD
(por. np. [2])

Projektowanie i szerokie stosowanie przestrzennych konstrukeji pretowych
wymaga opracowania metod obliczet. Problemy te byly przedmiotem licznych
prac W. GUIKOWSKIEGO, spoérdd ktdrych wymienimy dla przykladu publikacje
[51i 6]

Struktury kratowe mozna rozwaZa¢ w kategoriach ukladéw dyskretnych o bu-
dowie regularnej, opisywanych za pomoca réwnan réznicowych. Metode obliczert
plyty kratowej, oparta na feorii réwnan réznicowych, opracowal W. GUTKOWSKI
[7], ktéry otrzymat szczegélnie proste réwnania dzigki wprowadzeniu hipotezy
analogicznej do hipotezy Kirchhoffa znanej w teorii plyt. Dla plyty kratowej pod-
partej wzdhuz obwodu mozna wéwczas ofrzymaé rozwigzania w postaci podwdinego,
skoficzonego szeregu Fouriera [8].

W praktyce projektowej chetnie stosuje sig obliczenia oparte na analogii do
plyty. Usciglenie takiej metody zaproponowali A. GOMULINSKI i M. WITKOWSKI
[3], ktérzy zastosowali analogie do plyty o &redniej grubosci. Podana przez nich
metoda okazuje si¢ jednak nader skomplikowana, a blad obliczefi jest trudny do
aszacowania.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ rusztami o regularnej siatce prostokatnej, ktérych
podtuznice i poprzecznice sa kratownicami charakteryzujacymi si¢ réwnie? regularng
budows. Ruszt kratowy reprezentuje typ konstrukcji zblizony do plyty kratowej.
Wydaje sie, ze moze on znalezé szerokie zastosowanie jako lekkie przekrycie prze-
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strzenne o duzej rozpigtodci. Zalety rusztu kratowego uwidoczniajg sie przy pree-
krywaniu pomieszczenn budowanych na planie prostokata zblizonego do kwadratu

o boku od 20 do 40 metréw.
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Rys. 1 Ruszt kratowy typu I-a

Na rys. 1,2 i 3 przedstawiono trzy typy rusztéw kratowych, kitdre umownie
oznaczymy symbolami I-a, I-b i . Ruszt typu I-a (rys. 1) zostal zaczerpnigty z mo-
nografii Z. S. MAROWsKIEGO [10] (str. 54). Na rys. 2 widoczna jest inna wersja tego
rasztn, ktdra oznaczamy symbolem I-b.

Rys. 2 Ruszt kratowy typu I-b

Propozycje odmiennej konstrukcji przedstawia rys. 3. Ten typ rusztu kratowego

oznaczymy uvmownym symbolem II, Szkic rozwigzania dla takiego ukiadu byl juz
oméwiony w artykule [11].
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Kazda z przedstawionych konstrukcji sklada si¢ z dwoch rodzin kratownic
o budowie tegularnej, przenikajacych si¢ w wezlach siatki rusztu. Przyjmujemy,
7e ruszty kratowe obcigzone sa pionowymi sifami skupionymi, przylozonymi w gor-
nych badZ dolnych weztach siatki rusztu. Sily zewngtrzne, dziatajace na gérne wezly,
pochodza od cigZzaru wiasnego konstrukeji, cigzarn pokrycia dachowego, sniegu
itp. Na sily dzialajace od dolu skiada si¢ cresé ciezaru whasnego konstrukcji, cigzar
podwieszen itp.
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Rys. 3 Ruszt kratowy typu II

W przypadku rusziu typu I-a sity przyloZzone w weztach gérnych przenosza sig
za posrednictwem stupkéw na wezly dolne poszezegdinych kratownic. Sity przylo-
sone od dolu obciazaja te wezly bezposrednio, Kazda z kratewnic skladowych
rusztu mozna wiec pofraktowaé jako regularna kratownicg z pasami roéwnoleglymi,
Z prostym, powtarzalnym skratowaniem trojkgtnym, obciazona wylgcznie w wezlach
pasa dolnego. W ruszcie typu I-b obciazone sa wylacznie wezly gorne kratownic,
Sity przytozope od gdry i reakcje podpdr dzialaja bezposrednio na wezly goérne,
sity przylozone od dolu przenosza sic na te wezly za posreduictwem wieszakow.

W ruszcie typu II ukfad skratowai w kratownicach obu redzin jest odwrotny.
Kratownice jednego kierunku sa polaczone z kratownicami drugiego kierunku
za pomoca stupkéw stanowigcych wigzy sprezyste. Kratownice kierunku x sa ob-
cigzone wylacznic w wezlach pasa dolnego sitami zewnetrznymi, przylozonymi
od dofu, oraz silami osiowymi w stupkach. Sity w shipkach, stanowiagc wzajemne
oddzialywanie belek, przenosza si¢ na wezly pasa gérnego kratownic kierunku y
i obcigzajg te wezly wraz z silami zewngtrznymi przylozonymi od gory.

Omawiane ruszty kratowe begdziemy konsekwentnie rozwazaé w kategoriach
regularnych uktadéw dyskretnych i do obliczen zastosujemy metody oparie na teorii
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rownaf réznicowych. Przyjmujemy, e rozwazane ruszty spelniaja wszystkie zalo-
zenia teorii malych ugieé liniowo-sprezystych,

Jak juz wspomniano, elementem skladowym kaidego z omawianych rusztéw
jest plaska kratownica o pasach réwnoleglych z prostym skratowaniem tréjkatnym,
obcigzona wylacznie badZ w wezlach pasa gérnego, badZ dolnego.

Zginanie kratownicy regularnej omawiane w pracy {12}, w ktérej wyprowadzono
rownanie réznicowe ugie¢ i drgan poprzecznych, omdwiono tez warunki brzegowe
oraz rozwiazano kilka zadan dotyczacych zginania, drgan wiasnych i wymuszonych.
Zastosowaniem réwnaf rdéZznicowych w teorii kratownic regularnych zajmowali
si¢ réwniez D. L. DeaN i S. Taveer [1, 9]

Weimy pod uwage plaska kratownicg regularna, ktdérej fragment przedstawiono
na rys. 4. Niech r bgdzie zmienng dyskretng, odpowiadajaca numeracji wezléw

pasa gérnege r=0, 1,2,...,n. Wprowa-

7 A Pt : .
[ e |7 a &_ dzamy mnastepujace oznaczenia: & —
1 ', et Ay ot diugoé¢ przedzialu, i — wysokosé kra-
| . townicy, «—Xkat nachylenia krzyZzulcéw,
H Ay Ay A, — pola przekrojéw  odpo-

wiednio: pasa gérnego, doinego i krzy-

uleow, E — wspélezynnik sprezystodel

Rys. 4 podluznej, w, — ugiecie wezha r, P, —

sita przylozona do wezla » (przyjmus

jemy, ze sity zewnetrzne dzialaja tylko w wezlach pasa gornego), M, — moment

statyczny sit zewnetrznych drialajgcych z lewej strony wezia r, obliczany wzgle-

dem tego wezla, ¢, — kat obrotu prostej poprowadzonej przez wezel r i prze-

chodzacej przez érodek przeciwleglego boku tréjkata pretowego, 42 i 4* — opera-
tory odpowiednio drugiej i czwartej réZnicy centralnej.

Rownanie réinicowe ugieé wezltdw pasa gérnego kratownicy ma postaé [12]:

darx -
Ay (] — e A2
(1.1) A, = 5 (=R 4P,

W réwnaniu (1.1) wprowadzono oznaczenia
a> A _ A A
=——(1+-—‘3), K= ‘ ( = —I)-
h? A, 4(A,+ A7) \ A cos’a

Moment statyczny wyraza sig wzorem

i

. EA, -
(1.2) M.= ——;Azwr—-mﬂ,

a kat obrotu ¢, oblicza si¢ ze wzorn
1 I - -
(1.3) ¢r=:(wr+1~w,)+§a-a; [(1+2) M, —2kM,, (].

“Wzory (1.2) i (1.3) pozwalaja sformulowaé warunki brzegowe przy réznych
“sposobach podparcia kratownicy. Je$li np. koniec r=0 kratownicy jest podparty
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przegubowo, to wo=0 i M,=0. W przypadku kofica swobodnego mamy M,=0
i M_;=0, a w przypadku utwierdzenia: we=0, @o=0.
Tesli obliczamy ugiecia wezldéw pasa

. L Ag —
dolnego kratownicy obcigZzone] w weg-
ztach dolnych (rys. 5), to podane A o
uprzednio wzory pozostaja w mocy, Ao

of o,
nalezy tylko x obliczaé za pomoca ;m a [P a im a |”2
WZOoTn: 1Pr-1 l P,, l P” H 1 Pnlz
- A, ( A 1)
T4 A+ 4,) \dicosix ' Rys. 5

2. Ruszt TVvPU I-a

2.1. Oznaczenia

Polozenie wezldw rusztu kratowego okreflaja dwie zmienne dyskretne: r, 5
(r=0,1,2,...,n; s=0,1,2, .., m). Wprowadzamy nadto nastgpujgce oznaczenia:

w,,s ugigcie gornego wgz}é T, 8,

B,s ugigcie dolnego wezla #, s,

X..s umowna sila wzajemnego oddzialywania kratownic rusziu (tys. 6),
P;” sila obciazajaca gorny wezel r, s,

P’ sila obciazajaca dolny wezel r, s,

Fa 8
4 s

P, =P +P

s ry$?

M:s moment statyczny sil zewngtrznych (czynnych i biernych) dzialajacycln:
z lewej strony wezla r, s, obliczany wzgledem tegoz wezla kratownicy”
(0, s—n, §) roOwnolegle] do ost x 1 wyodrgbnionej myslowo z rusztu;

podobnie okrefla sig M,

EA . ,
- ddfz’r, —Cy ax(P,’s“Xr,s)a

'Cx
2.1 i EAZ , . )
M,., = ——lm:— As Uy, a'_"cyay(P,,,+Xr, s
Ay, A, AL (A A, A4}y pola przekrojow odpowiednio: pasa dolnego, gérnego i krzyzuleow
kratownic rownolegltych do osi x (do osi »),
ay, dy Tozstawienie wezldw rusziu mierzone odpowiednio wzdluz osi x oraz
wzdinz osi y,
@, § katy nachylenia krzyzulcow kratownic réwnoleglych do osi x badz
do osi y, i
IM” masa skupiona w weziach gérnych rusztu,
IM’” masa skupiona w wezlach dolnych ruszfu,

Wskaznile obnizony przy symbelu operatora réznicowego wskazuje, wzgledem ktorej zmiennej
oblicza sie roznice czastkowsa.
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2.2. Zginanie rusztu

Biorac pod uwage réwnanie ugieé (1.1) oraz warunek zgodnoéci przemieszezen
obu rodzin kratownic, otrzymujemy nastepujgcy uklad réwnan réinicowych
czgstkowych:

4
T Ar ‘Ur,s EAx (1 ]de )(P X—l',s).!
(2.2)
4- 2 it
AS s EA,V (1 K A )(‘P,S+X;',s)1

'w ktérym jako niewiadome wystgpuja ugiecia v, ; i sily wzajemnych oddziatywan
X, s Ponadto w réwnaniach (2.2) mamy

g
a2l A a2 A VO
—_ __r = A
]Cx_h_2(1+F)’ ic,,ﬁhj(l I-A”), 3 Axg
g \k/g
e
_ A7 A% < X
2.3 - g ( o _ ) *-—-4—-/ "
23) T A+ A \ L cos a Ad &
. 4 4 } %
I, = —1]- y '
4(AV+A) A% cos® § Fa

BRys. 6

Poszukujemy rozwigzan dla rusztu prostokatnego, podpartego przegubowo
wzdhiz calego obwodu. Warunki brzegowe sg nastepujgce:

dla r=0: vo,=01 M7 =0 czyli v_y +v,=0,

dla r=n: v, ,=0i M" =0 eczyli i’n—;,s“f“%u,s:o:
2.4) _ ]
dla s=0: 2, =01 M} ,=0 czyli o, ..;+v, =0,

dla s=m: v, , =01 M}, =0 czyli v 31+ 4;,=0.

¥y 1
Warunki brzegowe (2.4) beda spelnione przez rozwiazania w postaci podwéjnego,
skoficzonego szeregu Fouriera

n—1 m—1 krm lSTE

£2.5) Uy o= Z y oy 1 SIR— sm—"

W podobne szeregi rozwijamy sity wzajemnych oddzialywa#t oraz obcigzenia
Tusztu:

nol m—1 kre  Ism
(2.6) (X, o P )= kg; 1—2; {Xk t Pk i Smm—— sm;
Przy czym
#_lom—l krm  Ism

{2.7) (i 2 Z P sm— sin e
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Podstawiajac (2.5) i (2.6) do (2.2) i"uwzgledniajac, Ze
kin krn krm
Al sin—=—2|1—cos— ) sin—y,

) {3 Al

krm ( kn)2  krm

A*sin—=41—cos—} sin——,
n n n

otrzymujemy po przyréwnaniu wspdlezynnikéw rozwinieé po obu stronach réwnan
{2.2} nastgpujace réwnania:

- h/lk oy ~ ~ hlul ey o
‘(2-8) U, 17 EA( [ Xk,l): Vg, 1= (sz Xk,l)'

W réwnaniach (2.8) wprowadzono oznaczenia

_ kn
142k, 41—cos—
‘ n

4= axictA
T an A3 ( kn)z ’
I—cos~—
n
2.9
> P (.
_ayrcyA +2rc, ——cosm
VTR ( tn)z
}—cos—
m

We wzorach (2.9) 4 jest dowolnym poréwpawezym polem przekroju. Z réwnan
{2.8) olrzymuje sig
o py - A
- X  =—
EAd Ak-{—,ulpk’” B et

2.10) =

~ry

‘Pk,I_Pk,['

Niech rtuszt kratowy obcigzaja sity rozlozone réwnomiernie: P, =P=
=const (P =P, P,'=P'"). Wéwczas sume we wzorze (2.7) obliczamy korzystajac
z tablic [4]

4P kw In
(2.11) B, ={nmm ctg o -cigo—, jesli k, I=1,3,.
0, jesli & lub 7 jest liczba parzysta

i otrzymujemy nastgpujgce rozwigzanie:

kin—1 I=im—1
4Ph "y 3

_ Aty krn In krw  Ism
Y5 — 2 Z Ak+,u,Ctg2 ctg sm . smm,

(2'12) k=1,3,.. I=1

E<n—1 I<m—1

km In krm Is7

Xes= 2 2 /1,‘+,L¢,Ctgﬂag2ismﬁsm;~1)

k=1,3,.. I=1,3,.
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W przypadku gdy ruszt obcigzony jest sitami zmieniajacymi si¢ linjowo wzdluz
osi x
r r re
P =P—, P =0,

s n s

otrzymuje sie na podstawie tablic [4]:

ot kn In o
(2.13) P = ;;n“(—l) *letg ctgs . Jesli I=L3,..,
0, jesti 1=2,4, ...
Rozwigzanie przyjmuje postaé
2Pk Gy N b [ye+ ke Im  kim  DIm
s umEA 2 Z l:c-l‘#; (=D ctg o B sin ~—— sin ot
(2.14) k=1 1=1,3,

) n—1 I<m—1 (— l)k+llk kw In kin Ist
—cte— —-— 8in ~—
X, an E et 187, o8, sin— - sin- s

k=1 1=1,3,.

Jesli na ruszt dziata sita skupiona tylko w jednym z wezléw, ktory okreslimy
wspélrzednymi (p, ¢), tzn:

Pr,s:‘P(Sp,r 5(1,.5 B

gdzie d,, jest symbolem Kroneckera, to

- 4P  kpm lgn
(2.15) B P, =—sin o sin—
** nm n m

i rozwigzanie przyjmuje postad

4Ph N "y s Ckpr  krm | lgn  Ism
AP T S L Wi
s mEA 2 Zﬁuk+,ul " in n sin m

n—31 m—1

1 kpr  krm  lgm  Isw vy s
} § i — sin — ¢in— —
X, = Tt sin . sin Y sin 1 = P, Ogse

(2.16)

kl 1=1

Znajgc sity wzajemnego oddzialywania kratownic rusztu, mozemy myslowo
wydzieli¢ z rusztu poszczegdlne kratownice statycznie wyznaczalne, obcigZone
danymi sitami P, badZ P,’, oraz obliczonymi sitami X, ,. Sity w pretach kratownic
mozna obliczyé metodami elementarnymi.

2.3, Drgania wlasne rusztu

Réwnania drgan rusztu otrzymamy uwzgledniajac w réwnaniach (2.2) sity bez
wladnosci (— ' w, ), dziatajace na kratownice o kierunku x, oraz sily (=M 2, ), 7
dziatajace na kratownice o kierunku y (rys. 7a). Trzecie brakujace réwnanie otrzy-
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mujemy stosujgc zasade d’Alemberta do wezda gérnego r, s (rys. 7b). W rezultacie
otrzymujemy uklad réwnan réznicowo-rézniczkowych

A7 'ﬂ.n,a(t)—EAl (1, AD [P, () — I ¥, (D= X, ()],
2.17)
40,0 = 3 (1= AP O~ 5, )+ X, O,
EA ' . ,
5 W s () =0, (D1 M w, (=P, (1),
w ktérym A jest polem przekroju shupka oraz l"i,'s(f)q
(")=d2/df2. Y, g Ax
Rozwazmy najpierw drgania wlasne. W réw- rs i
naniach (2.17) przyjmujemy P, (=01 P ()= A A
=0, a rozwigzan szukamy w postaci: 'Li'x x
yx@l /) AT
o krm | Ism AR 1
2, (f)=A; ;&®sin —sin——, a -~
' g n m , o'
e
krm | Ism 4 N S
(2.18)  w,()=B " sinmn— sin—, b e W
\ EAL,
ot krm  Ism s ¥s)
X, s(t)=Cy, €™ sin ——sin—r. Rys, 7

Podstawiajac (2.18) do (2.17) otrzymujemy ukiad algebraicznych réwnan jedno-

rodnych klk his
A =M w By :+ Ck =
h,u,) ki
{2.19 R = =
(2.19) (1 M w? ~pq Cer=0

' h
—Ak,;+(l—9ﬁ’ zﬂ)Bk =0,

Warunkiem istnienia rozwigzafi réznych od zera jest znikanie wyznacznika
ukladu réwnafi (2.19), co prowadzi do réwnania dwukwadratowego

220w () z"‘(1+%+9“") 1(1+1)0
@200 oMWV O T\ v T\ ol

majacego rozwigzania nastgpuigce:

P, B4 1 m
21 " @ i=gmi| 7t +1+

]/(1+1+1 S’RH)Z 49‘“”] k=1,2 1, 1=1,2 1
:I: j.k ﬂl gjt; + Sﬁt, > E TX-TRITE n— 3 =i, ,".,m R
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Liczby w, ; wyznaczaja ciag 2 (n—1) (im—1) czgstodei kolowych drgan wlasnych
ukladu, Warto$ci w, , ze znakiem plus przed pierwiastkiem kwadratowym we wzorze
(2.21) odpowiadajg tym postaciom drgan whasnych, przy ktérych ruch wezléw
gornych i dolnych ma kierunki przeciwne (wezly zblizaja sie do siebie badz oddalaja),
natomriast wartosei wy ; ze znakiem minus odpowiadaja postaciom drgan whasnych,
przy ktorych ruch wezlow gérnych i dolnych ma zwroty zgodne.

Wzor (2.21) jest poprawny dla przypadku IR’ #0. Przypadek szczegdlny
M'=M i M"'=0 wymaga oddzielnych obliczen. W rezultacie otrzymuje sie

Aoty EA

2.22 2
@22 U Aty gy M’

k=1,2,..,0n-1,1=1,2,...,m—1.

2.4. Drgania wymuszone rusztu

Drgania wymuszone rusztu kratbwego omdéwimy dla Wspomnianego wyzel
przypadku szczegdlnego: I =M i M’ =0. Przyjmujemy, ze P, =P, , i P, ;=0.
Réwnania (2.17) przyjmujg postad

A4 ?, s(t)+ (1 Kfo) Iﬁntﬁ?,.,s(f)-l-X,.,s(t)—P,.,s(t)]=O,

EAY

(223) A Uy (t} — (1 K_u 2) Xr . (t) 0 .'jl

EA”

| (W b
wr,s(t)—wr,s(t) EA wr,s(t)_EA r,s(t)-

Niech beda dane nastepujace warunki poczatkowe:
(224) wr,s(+0)=Gr,s: M-)r,s("'0)=gr,s‘

Warunki brzegowe dane sa réwnaniami (2.4). Na réwnaniach (2.23) wykonajmy
transformacje Laplace’a okreslong wzorem

F@= [ yWedt, y=o,wX,P,
0 .

otrzymujgc
A 'vr,s (Z)+EAx (1 ]Ex df) [ﬁRzz wr,s(z)_EDEZGr,s'—mtgr,s'i'z',s(z)_‘sr,s(z)] =
/ o a, ¥, _
(2.25) A7 wr”(z)_EA’ {(1--x, &)X,, s (2)=0,
d
: SN . P, (2)h
wr,s(z)“?)r,s(z) EA [Z w,.,_g(Z)-'"Z r,s_gr,s'}_ EA .

Rozwiazan ukiadu réwnad réznicowych (2.25) szukamy w postaci

wodom—1 krw  Ism

(226) {"U,. 53 Wr o Xr .s} Z 2 {vk bwk Is ch l} sin— sin ;s
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gwarantujacej spetnienie warunkdéw brzegowych (2.4). Po podstawieniu (2.26) do
(2.25) otrzymujemy

hA
'Uk L(Z)+ E]JEZ W, 1(2)+ Xk (2= EIRZGR 1+ Mg, !+Pk (21,

2.27 D —@X 0,
(2. ) 2, 1{(2) Fd kl(z)
N IRh . h N . .
— oy ¢ (2)F 1+§zz wk,l(z)=a [MzGy, i +IME, 1Py 1 (2)].

W réwnaniach (2.27)

nw—1m—1

Ckrm | Ism
2.28) (G oy =— Z Z {Gro s} sin—sin"
r=1 s§=
oraz
Iy kem Ism
(2.28") B, (5)=— 2 2 sin— sin"_- P,, e ds
Hm
r=1 s= 0 .
sg wielko$ciami danymi. Po rozwigzaniu ukladu réwnan algebraicznych (2.27)
otrzymujemy
~ A 1 [ P %, 1(3)]
'v""(z)wlk—blk et 4ol 20k1 F i ’+_$Dt_ i
(2.29) N P [ Gort L ‘(Z)]
. Wi alZ 22+wk,1 26y 1+ m I
EA I 1 [ Py 1(3)]
X, G +
k!(z) h )!‘k+/q‘kﬂl+ﬂ[2+wh!z,‘l+gkl ED'E

Symbol @} ; we wzorach (2.29) oznacza kwadrat czgstosci kolowej drgafh wlasnych
rusztu kratowego obliczany za pomocyg wzoru (2.22). Po wykonaniu transformacji
odwrotnej otrzymuje sie ostateczne wyniki w postaci nastgpujacej:

-1 m—1

A ~ Eu1
t G t+——si t
0y, o (1)= 22 Ak‘*"hﬂz*‘#z[ k1 COS @y 1 Or 1 Ny, £+
: i kr | Ism
(2.30) +ﬂﬂmk,z P(@)sine, (i—1)do sin — —sin -,
4]

n—1m—1
W, s ()= VZ [Gk 1 COS 0y Lt-!- smcuk LEF

k=1

: P (7)si Chkrm bm
+ﬂR—w,;J‘P"!’(T)Slnwk,:(fmr}dt] sin——sin -,
Q .
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t—1 m—1
Ax

(2,30) . s(z‘)— A 22 et [Gk 1 COS 0y, It-f- smwk P+

[e.d.]

krm  Ism

ka () siney, (¢ —1) d’c] sinT sin;.

EIRCO &,

Niech w wezle p, g dziala sila harmonicznie zmienna
P, (t)y=Pd,,d, sinwt.

Ponadte przyjmijmy, 2e w chwili =0 ruszt jest nieodksztaibony oraz pozostaje
w spoczynkn (G, =0, g, ,=0). Wowczas

4P kpr = Igm
B, 1(1:)=——smco'csmm sin —
nm n m
i otrzymujemy nastgpujace rozwiazanie
n—1 m—1

Aty Ik, 1 (@)
WS S T
’ nIRt At Ay sty + 14 W1

kpr  kin  lgm  I=m
x $in—— sin — sin—— sin——
n A m m’

4P -1 m—1 I (t) kpﬂ: krm lqﬂ'f Ism
(2.31) wr,s(f)=%"22 — ' | |

sin —— sin — sin — sin —
nmit m m’

k=1 f=1

)= 4PEA T3y A 5.
rs( nmth Z Z At ity @,

kpn  krm  lgn | Iz
» §in— sin — sin — sin —
7 n m m.

We wzorach (2.31) £, (¢) jest okredlone nastgpujgco:

wsin oy ; £y, SiD W

- 3 , Jesli w#Ewy,,
oy —C!)k’!

1

(2.32) I ()= f snorsinoy,, (- di=1
0

2wy

(Sina)k, i f— C!JR,;_ fcos wk,[ f) Iy
jesi w=wy,, k=12,...n
I=1,2,..,m

Przypadek w=w,; odpowiada rezopansowi ukladu. W rozwiazaniu pojawia
si¢ wowczas Wyfraz o, ; fcos &, , ! wrrastajacy nieograniczenie wraz z uplywem

CZas1l.
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3. Ruszt TYPU I-b

Réwnania statyki i degaf rusztu typu I-b sa analogiczne do réwnan (2.2) i (2.17).
Konstrukcje I-b mozna otrzymaé przez odwrécenie schematu l-a. Stad w rdwna-
niach (2.2) o, , nalezy Zastapi¢ przez w, ., a w1e1kosc:1 rcx i &, w odréznieniu od wzo-

5

réw (2.3),,5 nalezy obliczal nastepujaco:

=i )
S (A \Arcosta )7
G.1)

i A A7
T4 ) (A; cos’ f 1) '

Interpretacje umownych sit wzajemnego oddzia-
tywania kratownic rusztu X, wystarczajgco ustala l .,
rys. 8. Al Fis

Podobne zmiany wystapia w réwnaniach drgan Rys. 8
(2.17). Po lewych stronach tych réwnah o, , nalezy
zastapi6 przez w, , i odwrotnie W ostatnim réwnaniu ponadto SR’ w, , zastgpujemy
przez M’ v, i P, . przez P,

Podobne zmrany wystqpiq w rozwigzaniach. Na przykiad we wzorze (2.21)
na czestofci kotowe drgafn wlasnych rusztu, I'’ zastepuje si¢ przez MM’ oraz od-
wrotnie: I’ preez M. '

4. Ruszt tyru H
4.1. Zginanie rusztu

W ruszcie przedstawionym na rys. 3 sity X, ; beda sitami osiowymi w stupkach.
Na rys. 9 pokazany jest schemat dziatania tych sit na kratownice obu rodzin w wezle
r,s. Uktad réwnan réznicowych ugigé rusztu jest
nastgpujacy:

A4 wt‘,s EAx (1 ]Exdf) (P;,s+)(l',s)!
(41) A:vr,s EAy (l _Iz.v 2) (P Xr,s) » 5 ! X
I
vr,smwr,s=ﬁXr,s’

Pierwsze dwa réwnania sa odpowiednio réwnania-

x
mi ugied kratownic o kierunkach x oraz y wyizo- -

lowanych my$lowo z ukladu. Trzecie rownanie v‘ v
wynika z warunku zgodnoéel przemieszezen wezldw = —i
dolnych i géraych z uwzglednieniem wydiuZefi t*’ I

stupkéw (4 jest polem przekroju stupka). Rys. 9

Rozprawy Inzynierskie —3
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W réwnaniach (4.1) x, i k, nalezy oblicza¢ wedhug wzorow (2.3)y, 2, % Obliczamy
za pomoca wzoru (3.1);, K, za§ za pomoca Wzoru (2.3)a. ‘

Rozpatrzmy ruszt podparty przegubowo na obwodzie. Ugiecia rusztu i obeig-
senia rozwijamy w podwdjne, skoficzone szeregi Fouriera postaci (2.5), (2.6) i (2.7).
Po przyréwnaniu wspolezynnikéw rozwinigé po obu stronach réwnan (4.1} otrzy-
mujemy

" hlk -~ ~ - hﬂ[ . ~ ~ . /] -
Wrc,1=ﬁ (Pk,1+XIc,l)s 'Z"r:,1=a (Pk,;"Xk, D> ‘Uk,:—Wk,[=E.2Xk,zs
skad obliczamy  °  hhcm B+ P
” et "B L At

Ay Zkﬁk,l'i'ﬁg_t

2 sl T
“.2) PVT A 1At

& lkﬁ;,z_ﬂlp;(:l
1+/1k+/i[

Xk,l__

We wzorach (4.2) A, i g, sa okreSlone wzorami (2.9).
Niech P, =P'=const, P,/ =P =const (P'-+P"'=F). Biorac pod uwage (2.11)
otrzymujemy P

app TR ATP A kn Im | krm | Lsmo
Wr s = . 4 - -~ — -
" nmEA T Aty °18 %, otg 2m Ty M

k=1,3,.. I=1,3,..

'

4Ph <e—1 I<m—1 Ak+m

43 B Y P kr . I krm Ism
“.3) Oes™ umEA Z 2 1+}{k+u,'u10tg 2n S8 ST S

k=1,3,.. I=1,3,..

l Pl Plf
¥ 4p U R P TP kn Im  krm | Ism
= — e Gtg = ctg = sin — sin —,
’ nm 142+ 1 8 om Ctg.?m S S

k=1,3,..1=%3,.

Rozwigzania dla innych przypadkéw obciazen mozna latwo napisal opicrajac
sic na wzorach (2.13) i (2.15).

4.2. Drgania i funkcje wlasne

Réwnania drgah rusziu otrzymamy wprowadzajac do rownan (4.1) sity bezwlad-
nosci:

¥y — - '
A;‘-Lwr S(I)Jr x (]-Wxxdf) [w,t’ W, s(t)—“Xr s(t)ﬁPr S(t)]=0,
) EAd > 2 Y
4 a}' ’C)" - 2 a rr
(44) AS v’»s(t)+EAr (1 — Ky As} [EIR”'vr,s(t)+Xr,s'(t)_Pr,s(t)]:0a
d

h
'vr,s(t)ﬁwr,s(t):ﬂXr,s(t)-
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Dla rusztu typu II zbadamy bardziej szczegdlowo drgania i funkcje whasne ukiadu
«dwuwarstwowegow, to znaczy takiego ukladu, w ktérym masy skupione wystepuja
w warstwie wezléw dolnych oraz w warstwie weztéw gérmych (U IR #£0).

Przyjmujemy w (4.4) P, =0 oraz P,/ =0 i rozwazamy uklad réwnaf jedno-
rodnych. Szukamy rozwiazan szczegélnych w postaci

(45) Wr,s(z):Wr,sT(t)J Wr,x(t)=Vr,sT(t)s . Xr,s(t)=Yr,sT(t)

spelniajacych warunki brzegowe odpowiadajace podparciu przegubowemu wzdiuz
catego obwodu rusztu.

Po podstawieniu (4.5) do (4.4), rozdzielenin zmiennych i przyréwnaniu do stalej
w? dostajemy réwnanie rézniczkowe T+w? T=0 z rozwigzaniem T'(f)=A sin ot
+B coswt oraz uklad rdwnani réznicowych

a dy Ky _ 2
Ar WhSwEAx (lmrcxdr)(wt,wz Wr,s+ Yr,s)zos
: d

4 al’x}' — a2 rr 32
4.6 A Vis= g e F1 AR 0V, = ¥, ) =0,
s f _EA'; s : )

h

Vr,s'— Wr,s:a K‘,s'

Rozwigzah réwnan (4.6) szukamy w postaci

notml krm  Ism

(47) {Wr,s, Vr.sa Yr,s}:kgllg; {Wk!h V.k, 1s }71,,,1} sinT sin;,
spetniajacej dane warunki brzegoWe. Podstawiajac (4.'7) do (4.6) po przeksztalce-
niach otrzymuje si¢ uklad algebraicznych réwnan jednorodnych

o~

h’li'c R ~
Wk,l_a(g}t o® Wi, + Y, )=0,

- h#[ . -
4.8) Vk,:‘“ﬂ(im "W Vi — Yk,l)=0:
. o b
Vk,[_Wk,l—ﬂ ¥y, =0
z niewiadomymi I/T/k,,, Vio i 17,[,1. Warunek istoienia rozwiaran réinych od zera
(1 - zhl,,) . hiy
— 4 EA
}Wr) by
_ ) { AP i LA
Dy 1 (w)= 0 (1 M w A 7 0
| 1 L]
EA
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prowadzi do téwnanmia dwukwadratowego, ktérego rozwigzanie daje wzdr na
czestoct kolowe drgan wiasnych ukiadu:

K4 [1+2ch 9Jt’_]+,u,+]/(1+,1k m’ 1+;4,)2 49:&']
——2]15;[&1 /lk R o L }\‘k an’ i + oy .

4.9 o,

Dla o=, z (4.8) otrzymujemy

L (LA B
V= % Ay FA PRE

- EA BT
Yk,[= E/,Tk_wt wk,l I/Vh,l.

Wynika stad nastgpujgca postaé funkcji wlasnych:

o . rm Ism
WD gin — sin—,
g n m

4,10 V{k 1)_(1+’1i': 2 mt’h) . krm . Ism
0 "N Pt B )5
= (F ) anl i
Yoo = My RUL Y n sin —

Ozpaczajac w dalszym ciggu

: A4 _ EA —
.11 mf!t=m[...~—;/:], a),il=m,—[...+]/...]

{wyrazy w nawiasach wg wzoru (4.9)), zbadajmy przebieg poszczegélnych postaci
drgan wlasnych, Mamy

[1+1,; zfﬂt’k]gl[(lm'tk 0w’ 1+ul)+
FRECLY 7Y I PR

2
142, 9w 1+,u,)2 il;rt]
- — " 44 0,
+]/( o wm ) Pwl”

l/(1+lk m 1+y;)2+4 m’ ‘1+/1k m’ 1+,ut]
- rr -ﬁ> r -
llk b4 I m | ’1k m H I

poniewaz

Podobnie mozna wykazaé, e

1+, Wk
. W | A <U.

Wrynika stad, ze czestofciom kolowym. w,, odpowiadaja takie postacic drgan
wlasnych, przy ktérych ruch weztéw gdéroych i dolnych ma zwroty zgodue
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(WED>0=V%D0), natomiast czestosciom oy, odpowiadajq postacie drgad
wlasnych, dla ktérych ruch wezldw gérnych odbywa sig ze zwrotem przeciwnym
do ruchu wezléw dolnych (W7 >0=F%"<0).

Rozwiazanie ukladu réwnan réznicowo-rézniczkowych (4.4) (jednorodnych)
jest nastgpujace:

n—1 m—1
Ww, (1) = Z Z (A, sinwy,  t+B, i cos Wy 1+ Ay sinog 1+
k=1 1=1

_ _ krm | Ism
+ B, ;cosy 4 1) sIn— Sih—
k0 ik, 1 ) n m >

r—1 m—1 1+lk m,h
(4 12) ‘UJ', (t) Z Z _'C!)k 1 EA (Ak 1Slna)k ;t""Bk l!’COSCOR lt)+

=1

1+4, . MhA frm Ism
—wp 5 (A sin oy 1+ By 1 coswy 1) sm? sm;

n—1 m-—1

X,0)= Z Z [(_Eml w:% [) (A sineoy, 1+ By ycoswy 1)+

k=1 1=1
EA e - _ _krm | bsw
E—mt @ | (A, sincog 1+ By o8y 1 1) sin - sin—-.

Niech beda dane warunki poczatkowe

ra(+0) Fr 59 z.’r,s('l_o)=.](i:',.n

(4.13) .
wr,s('J"O)-:Gr,s: wr,s(+0)=gr,s'

Po rozwinieciu funkcji F, ., /i Gus 1 g W szeregl i po przyréwnaniu wspol-
czynnikéw w szeregach wystepujacych po obu stronach réwnaf (4.13) otrzymujemy
uktad réwnan:

Wy, q Ak, 1ty .lAfc, 1= &k, 1

1+ 4 IM'h 144 — M _ "
P m“EA @y p Agi+ P W g EA 1=Ju1»
B, I+Ek,!""lea
1+, . ME L4 A, — 1 AN -
e UEA G kg ) P =
w ktorym
R Ckrm  Ism
{Fk 1=.ﬂ s Gk bgk 1}—* 2 Z {Fr,s,f;’s, G,.,s,gr,s} SII‘IT Sln;‘.

r=1 §=
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_Obliczamy stad stale calkowania:

E4 1 ) 1+A,, 5 WH
A= - TOy . g

A cok;(mkl (Dk:) FA
1 EA L l~ (1+Ak ) ]
ST or ) LU A

(4.14) y

B 1 [F (H—A,c )G
e fm' Lo NPT E wk k1 T w.’c ' EA
||

kl]
1

. A [~ 4k, EDt’h)@ ]
k,l.ﬁsﬂt’h mfil_a_)’i! Fk,l /lk L]

4.3, Ustalone drgania harmoniczne

Rozwazmy na zakoficzenie drgania wymuszone rusziu, skupiajac uwage na
ustalonych drganiach harmonicznych. Przyjmujemy

4.15 P, (=P, ", (=P, et
Rozwigzan réwnan (4.4) poszukujemy w postaci

4.16) W s (=W, &9, o, (t)=2] ", X, (=X, e
Podstawiajac (4.15) i (4.16) do (4.4) otrzymujemy

A*w) — EA" (11—, 4 (W 0?wy + X, +P,)=0,
(4.17) A% ’:;EA,, (=6, A 0?0 — X+ P%)=0,
h
& o
wr,s_wr,s EAX

Amplitudy drgan rozwijamy w podwdjne, skoficzone szeregi Fouriera. Wspdt-
czynniki rozwini¢¢ obliczamy z ukladu réwnan

ki 17 1)
(I o> M )H:! . —?kﬁ’*

EA k,l k1?2
' b\ ., hi h#x i
(4.18) (1 —w* M )ﬁﬁax’fl 7d = P,
W 1~ Ty, -5- o =0

i w rezultacie otrzymujemy

Bih (1+,ul 2931“11) Pk oo

4.19) W w* —p A Dkl(w)’

“1” EAD,,, ()
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Y Brh (14 W
@19 TSy B w4
[ed.] 1 (0) Dy (@) "
" 1 M h 13,:*[ 1 DA F,i”:'
X = ——? o w? o
’ Hy EA | Dy, (o) Ay EA | Dy, (w)
We wzorach (4.19) mamy
h 2 ! 1 2 2 2 —2
(4.20) Dy (@)= |z WM 2y pul@? =0 ) (7 =07 ).

Rozwiazanie przyimuje ostatecznie postaé nastgpujaca:

(1+ﬂ1_m2 g]t”h)ﬁ’*+ 1
EA eivt 'y m_% - EA ["8VTRL fpm Dsm
s O= s D s

m Wk / 1 ;{k 1 (CUZ'""'CUE !) (Ct)z““'&-)’i t) SIII? Slnfn?,
k=1 I=
N Jlﬁl* (l_l_z'k _COE wt’h) Sk
a1 Edel™ '\ -\ A EA]TRY krm | bm
( . ) ‘vr,s(t)_"m; MR £ 1‘ Akﬂl(a)z—w,il)(wz—c_!)'il) S'1n n sin m’
1 = S
1 1 ol AN 1 Mmen L
il =2 Pl* I L]
v (EA)Z glot 3 " U EA k1 A EA kL
P R — P
r,s(t) . EDI'&IR"I:’* £ Aku,(coz—co,i 1) (mz__wfi 1)
=1 {=1
krm | lsm

x §in — sin—.,
1 m
5. PRZYKEAD

Wykonano obliczenia ugig¢ i sit wewnetrznych dla rusztu typu II o wymiarach
w planie: 30,00%28,80 m. Do obliczen przyjeto nastgpujace dane wyjsciowe:
n=10, m=12; }
a,=3,00m, a,=240m, h=1,50m;
A= L= A= A3=44, Ai=4}=2.84,
A=5,15cm?,
Przyjeto, ze sily sa rozlozone réwnomiernie:
P'=1344 kG (polowa cigzarn wilasnego konstrukcji, cigzar pokrycia i $niegu),

P'"=136kG (polowa cigzaru whasnego konstrukeii i cigzar projektowanych
podwieszen).

Obliczamy:
cos a=0,7071 (=45,
cos f=0,6552 (f=51°18"),
K, =8,0000, x,=5,1200,
x,=0,3801, x,=0,6064.




Rys. 10

Rys, 11

40
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Nie przytaczajac dalszych obliczen podajemy wyniki. Na rys. 10 przedstawiono
wykres ugieé rusziu. Rzedne na wykresie podane sq w centymetrach. Wykres war-
toéci sit w slupkach, podanych w kG, widoczny jest na rys. 11, Na rys. 12 podano-
wykresy przedstawiajace rozklad reakcji podporowych w kG.
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Pesmwwme

VI3FUE Y KOJIEBAHUS POCTBEPKOB

B paBote paccMOTpessl TPH THIIA PACTBEPEOB ¢ peryndpHoll HpAMOYIONBHOH CETKOH, co-
CTOSAIENX H3 $EePM ¢ NApAUIEAbRBIME [OAOCAME W DETYISAPROH peimeTkod. POCTBEPKH ONHCAHEI
IPH IOMOIMH PASHOCTHBIX YPABHEHRI B YACTHEIX NPOM3BONHEIX XA Cayyad H3TEGa M pa3zsRoCTHO-
-ruddepSHIMANBHEIX yDABHEHUH B ciyiae konebammit. s pemieToR HIAPHHPHO-ONEPTHIX IO
BCEMY DEPHMETPY NONY4eHEl PeCHHEA B BHIOC ABOHHBLIX KOHEYHBIX psAfos Bypre.

Jnst Bcex THHOB PEDIETOK JAHHl pPeuleHMA DporubOOB TIPH PAasiMYBRIX THOAX HATPYXKEHAS.
Brisenensr dopmynst s "acror cofcrseHuHslx kosiebammi, OOGCY:KREHS BHIHYMMEHHEE ROfE-
6anmA, B YACTHOCTH FADMOHHYECKMe KoneGanwmsa. PaboTa HILTIOCTPHPYETCS YACIEHBRIM IpHME-

poM,
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SUMMARY

BENDING AND VIBRATION OF TRUSS GRIDWORKS

Three types of grids forming regular, rectangular fattices are discussed in the paper; the grids
-consist of trusses with parallel chords and regular lattices. The grid is described by partial difference
-equations (bending) and by difference-differential equations (vibration). For gridworks which are
-simply supported along the edges, the solutions have the form of double Fourier series.

The solution is given for each type of gridwork and gives its deflection for various load types
.and the corresponding formulac for free vibration frequencies. Forced vibration, harmonic in
-particular, is also discussed. A numerical example is given,

‘POLITECHNIEA POZNANSEA
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