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PROCESY LOSOWE W LINIOWYCH UKLADACH SPREZYSTYCH

E.BIELEWICZ, LDZIEMIDOWICZ-TKACZ, M. SKOWRONEK
{(GDANSK)

Praca zawiera ogoine sformulowanie rozwiazywania numerycznego liniowych zagadnien
teorii konstrukcji, dla ktérych parametry opisujace ukiad i obciazenie, ze wzgledu na swoja fizyczng
interprefacje, sa zmiennymi losowymi. Na podstawie metody elementow skonczonych oddzielnie
przeanalizowano: 1) zagadnienic stochastycznie liniowe, gdy zmienna losowa jest obciazenie, oraz
2) zagadnienie stochastycznie nieliniowe w przypadku, gdy zmiennymi losowymi sa parametry
opisujgce ukiad. Zastosowanie obu metod przedstawione na przykiadzie belki na niejednorodnym
podioiu sprezystym w ujeciu metody elementéw skoriczonych. Dia obu zagadniefi wykonano
programy na EMC ODRA 1204,

1. OGOLNY OPIS ZAGADNIENIA

Wicle zagadnied inZynierskich rozwigzuje si¢ metodami réZnic skoficzonych
Iub metodami elementéw skoficzonych dla przyjetego modelu matematycznego
opisujgcego dane zjawisko fizyczne. W przypadku statycznym modelu liniowego
zasadnicze réwnanie zagadnienia ma posta¢ ukladu réwnan liniowych

(1'1) ij wk:Fj}

‘edzie L, nosi nazwe macierzy sztywnosci, o, jest wektorem weztowych przemieszcze
nogélnionych, a F; wektorem weztowych sit wogéhionych.

Przy danych, obcigZeniach po rozwiazaniu réwnania (1.1) sity wewngtrzne wy-
Znaczymy z zaleznodci: :

(1.2) ' M;=D;v;,

gdzie D), jest macierza spreZystosci.

Dazac do zgodnigjszego z rzeczywistodcia wjecia badanego problemu mozna
poszukiwaé bardziej zlozonego modetu matematycznego lub tez w ramach przyjetego
modelu przypisaé poszezegdlnym wielkosciom cechy losowe.

Praca wzoruje si¢ na ksiazce [1], w ktérej LoMAKIN w zakresie kontinuum spre-
Zystego zachowuje zaloZenia teorii liniowej, lecz przypisuje poszezegdlnym wielko-
$ciom cechy pél losowych. . ’

W odniesieniu do réwnania (1.1) mozna rozwazaé problemy stochastycznie
liniowe, w ktérych F;.i v, sa wektorami losowymi, natomiast macierz sztywnosci Ly
Jjest macierza w zwyklym sensie. Odpowiada to problemowi, gdy cechy rozwazanego
ukiadu sg okreslone w sposéb deterministyczny, natomiast obcigzenia F, sg losowe,
co powoduje réwnieZ powstanie przemieszezeni losowych,
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W ramach teorii korelacyjnej przyjmiemy, ze wektor F; opisany jest przez wartosé
oczekiwana (F), i macierz kowariancyjna {FF)u.
Jak wiadomo, warto§é oczekiwana wektora o; wyznaezyé wowczas moina
Z rownania
1.3 @=Ly {Fx,
“gduie L1 jest macierzg odwrotng do méciefzy sztywnosci,
Przenoszac z teorii kontinuum sprezystego metode oparta na znajomosci tensora

Greena, otrzymamy w przypadku réwnania (1.1) nastgpujacy wzor na Mmacierz
kowariancyjna wektora przemleszczen uogolmonych

(1.4) oy —LﬂlLsm {FES,, .

Podobnie wartosé oczeklwanq i macierz, kowarlancyjnq sxl wewngtrznych przed-
‘stawiaja wzory :

'(15) . V <M>i=Dij <ﬂ>j , <MM>1m-=Drlem <w>rs '

Jezeli cechy ukladu sa réwniez losowe, problem staje sig stochastycznie nieliniowy.
W zadaniach praktycznych macierz L,; z reguly nie ma postaci ogdlnej macierzy
losowej, a staje sie jedynie macierza zaleing od parametréw losowych:

{1.6) Ly=LiCy, Cap ey €pp oo v

W tym przypadku najprostsza drogg rozwigzywania jest utworzenie zbioru realizacji
-macierzy L;; oraz wyznaczenie wektora v; dla wszystkich realizacji,

Dysponujac informacjami odnoénie rozktadéw gestofci prawdopodobiefstwa
ooraz ewentualnej korelacji dla zmiennych losowych ¢; (otrzymanymi np. na drodze
.dodwiadczalnej) — caly proces stochastyczny opisujemy ciagiem n realizacji z przy-
-pisanym prawdopodobiefistwem p,. Dla k-tej realizacji mamy  zatem nastgpujace
rozwiazanie rownania (1.1): . :

(1.7 o *z;t=Ll-J-Fj op, k=1,2,.,n
®

Otrzymujemy ostatecznie nast@pu_]qcy cigg rozwigzah dla przemleszczen i sit
‘wewnetrznych:

vi: 7)1'.2 Tern wig "'9.7%:

4(1 8) 1y @ (&) )
V Mi, Mi’ Ty Mf: sery Mis

1 @ {® (n)

mna podstawie ktérego moina Wyinaczyé wartoéei oczekiwane oraz wariancje tych
wielkosci. Na przyklad, dla przemieszezen otrzymamy nastgpujace wzory: '

R n

(1.9) @s= 3 ope o= D mon— (o)

F=1 & im1 O®

Dla otrzymania rozwigzania praktycznego zadania konieczne jest (ze wzglgdu
na duza liczbe operacji) opracowanie odpowiedniego programu na EMC.
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Tworzge zbidr realizacji macierzy L;; moina poszczegdlnym realizacjom przy-
pisywaé okreslone prawdopodobienstwo Iub tez utworzyé zbior jednakowo prawdo-
podobnych realizacji., W pierwszym przypadku licznoéé zbioru moze wynosié okolo
20, w drugim natomiast powinna by¢ rzgdu kilku setek.

W dalszym ciagu pracy zilustrowano podane rozwazania przykladem belki na
sprezystym podiozu, dla ktdrej opracowane zostaly odpowiednie programy na
maszyne cyfrowa.

2. BELKA NA NIEJEDNORQODNYM, SPREZYSTYM PODLOZU ‘W UJECIU METODY
ELEMENTGOW SKONCZONYCH

Dla belki o osi progtoliniowej spoczywajacej na podlozuo spreZystym typu Winklera
oraz o dowolnych warunkach brzegowych — celowe wydaje si¢ przeprowadzenie
analizy pola przemieszczen i sit

wewnetrznych za pomoca metody R P;(J
elementéw skonczonych. Ze wzgledu ™ _ M
na dalsze wykorzystanie konieczne (" I k }  kibdx
jest okreslenie modulu podioza {1 . 1773) ] ki b g
przez funkcje & (x). . S )

Dzielac belke na elementy obcia- 1

zone sifami zewngtrznymi o kierun- Y
kach dodatnich (rys. 1) przyjmujemy k1%
. , @ .

nastepujgca funkcje ksztattu:
2.1) yp=axt+bx*+ex*+dx+te. Rys. 1. Element belki

Zmienno$t moduty podioza dla elementu przyjeto wg funkeji Hniowej:

X X
2.2 k(x)=k,.(1- E)-Hckdx.

Macierz. sztywnoéci dla elementu wyprowadzono przez bezpoéredng minima-
lizacje calkowitej energii potencjalnej (2.3):

1 Ax 1 Ax )
@3 T=5 [ W a5 [ k) dx—Piy—Po— M, pi=Migi
‘ o 0 ‘

Stale «, b, ¢, ..., e wyznaczymy z nastgpujacych warunkéw brzegowych:
@)=y, Y O=g,
y{dx)=y, ¥ (4x)=0.

Dodatkowo przyjmujemy, Ze funkcja ksztattu (2.1) spelnia nastt;pumce rownanie
jednorodne w punkcie x=0 dla elementu i—k (rys 1):

d*y(x)  k(x)
dx* + EJ

24

2.5) y(x)=0.

Rozprawy Inzynierskie —— 10
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Po podstawieniv (2.1) do (2.4) i (2.5) otrzymano na stale nastepujace wartodci:

Lk
- 24E)
1 2 fe; yrdx
2.6 b= g [E(yfky"_)ﬂpiﬂa"]JrW’
' H 3 _ _ Ky, Ax?
c= T Ax {Tx(J’i*yk)JFZ%‘JFGﬂk]"’ To4ET
d=w,, e=y,.

Podstawiajac (2 1) do (2.3) przy wykorzystaniu (2 6) ofrzymarmy energie elementu
odpowiadajaca przyjetej funkcji ksztaltu okreslong przez skonczona liczbe para-
metréw W@zlowych _— o

Dila tak otrzymane] Energu mamy nast@pche Warunki 1mn1mahzacp

‘ aJ af
2.7) B, —0,‘...,5"(;9;—0
Z powyzszego ukladu rdwnah otrzymamy poszukiwane réwnania minimalizacyjne
dla rozwazanego elementu pretowego, podane w tablicy 1.

W pierwsze] wersji wyznaczono macierz sztywnosci dla_funkcji ksztaltu.wg
wielomianu trzeciego stopnia. Uzyskane na tej podstawie pfzexhieszczenia charak-
teryzowaly si¢ bardzo dobra zgodnoseig z rozwigzaniami Scistymi, natomiast ZNACINE
rozbleznoscu otrzymywano dla sit wewngtrznych. Dlatego. tez w - ostatecznej wersji
przyjeto funkc;@ ksztaltu (2 1) co, jak wykazaly Jiczne przyktady. numeryczne,
bylo przyjeciem . wlasciwym. Ponadto. dokonano pewnej, modyfikacji. w oblicze-
niach sit wewngtrznych. , ey .

Z‘_amlastr.wyznaczyc sﬁy_ we_wngtrzne Z rownan,

: day T dzy
T_’—EJ e M=-El =,
‘WYZNaczono je 4 maclerzy sztywnofci dla elementu ktéra wu;ze w "poszczegolnych
Wgz}ach przemleszczema Z sala,ml wewnetrznynu Otrzymane tym sposobem sity
wewngtrzne s Jednoznaczme okreslone w poszczegolnych wezlach oraz charaktery-
zuja sie dobra zgodnoéclq Z anahtycznyml rozwiazaniami testowymi,

Powyzej wspommane testowe obliczenia numeryczne dotyczy]y stalego modutu

podloza.

PP S

3. NUMBRYCZNA ANALIZA BELEK NA SPREZYSTYM PODEOZU Z UWZGLEDNIENIEM
LOSOWYCH PARAMETROW UKLADU

- Zagadnienie belek na losowo zmiennym podiozu badane bylo w pracy BoLoTINA
{2] dla belki nieskoficzenie dtugiej metoda malego parametru i -analizy widmowej.
Praca . KAGANA -[3] dotyczy-réwniez losowo: zmiennego podioza w ujeciuv metody
réznic skongzonych, W pracy [4]-podano: doswiadczalne wyznaczanie zmiamn krzy-
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wizn rurociagu ulozonego w gruncie oraz poréwnanie gestosci widmowej krzywizn,
otrzymane teoretycznie i z danych do§wiadczalnych.

Majac na uwadze utrudniony opis rzeczywistych charakterystyk gruntowych,
zalezny m.in. od rodzaju gruntu, sposobu zaggszezania, wilgotnosci, stopnia nigjedno-
rodnosci, jak réwniez od przypadkowego charakteru wystgpowania obcigzeh —
_kompleksowy opis ukladu uzyskujemy uwzgledniajac zaréwno w obciaZeniu jak
tez w podlozu gruntowym losowy charakter wystepowania tych wielkosci.

Rozpatrzmy belke lezaca na niejednorodnym podioZzu gruntowym ze wstep-
nymi nieréwnosciami (rys. 2).

\55_13

=
4

qix)

K ()} ~utl]

Rys. 2. Belka na nieréwnym podiozu

Réwnanie problemu dla konkretnej realizacji funkcji losowych jest nastepujace:

d? ary
3. T [EJ(X) T ]+K(X) Y(x)=Kx)U(x)+Q(x),

gdzie Y (x) oznacza przemieszczenie, K (x) modul podtoza, Q (x) obcigzenie, U (x)
nieréwnodci podioza; sa to funkcje losowe, natomiast sztywno$é belki EJ (x)
jest funkcja w zwykiym sensie.

Efektywnym sposobem rozwidzania numerycznego powyZszego zagadmienia
jest metoda clementéw skonczonych, podana w p. 2.

Biorge pod uwage charakter i rodzaj losowoéci parametréw, opisujacych. ukfad,
jak réwniez odmienne czynniki wplywajace na ich konkretne wartoéci w danej
realizacji — w dalszej czefci pracy zagadnienie przeanalizowano w dwoéch warian-
tach.

1. Zagadnienie stochastyczme liniowe, w kftorym zmienng losowac jest obciaZenie
oraz wstgpne mcrOWnosm podloza grimtowego (sprowadzajace sig¢ do pewnego
zastepozego obma;en;a) Losowe obcmzeme okreélamy 7a pomoca jego wartosci

I aIm v
Vo4 Y4 YA

'1-I Ax lg 3 4 5 6

Rys. 3, Podziat belki na elementy

oczekiwanej oraz macierzy kowariancyjnej. Natomiast pozostate wietkosci okreslone
53 deterministycznie. Dzielac belke na elémenty (rys.3) wyznaczamy odpowiédnio
wg wzordw (1.3) i-(1:4) wartosci oczekiwane ‘i macierz kowariancyjna pola prze-
smieszczefi. Charakterystyki-sit wewngirznych wyznaczamy przez macierz sztywnosci
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elementu. Wypisujac kolejno dla elementéw 1, 1L, V; {rys. 3) macierze sztywnoéci,
tworzymy pomocniczg macierz [L]. otrzymujgc nastgpujace rownanie:.

(3.2) [L1¥=M.

gdzie M i Y sa wektorami macierzami wartodci oczekiwanych sit wewngtrznych
oraz przemieszezeni. Wykorzystujac nastepnie wzory (1.5) oraz waioski z p. 2, ma-
cierz kowariancying sit wewnetrznych wyznaczamy z nastgpujacego wzoru:

(3 3) <MM>lm - [Lrl] {Lsm] < YY)rs

2. Na podstawie ogdlnej teorii podanej w p. 1 rozpatrzmy przypadek, gdy modut
podloza jest funkcja losowg. Poniewaz macierz sztywnodei elementu jest funkcja
tego modulu, zatem zagadnienie staje sie stochastycznie nieliniowym. Rozwigzanie
tego przypadku budujemy za pomoca ogdlnie sformutowanej w p. 1 metody two-
rzenia zhioru realizacii. '

Przyjmujemy dla modulu podioza nastepujacy rozklad kanoniczay:

(3.4) K(x)= m((x))+ Mo 0,0,
. : B j=a

gdzie m (k) oznacza warto$¢ oczekiwang modutu podioZa, o, zmienne losowe niesko-
' 4]
relowane o zerowych wartoéciach oczekiwanych oraz ¢, (x) funkcje w zwyktym

sensie.

Przyjmujac za znany rozklad gestodci prawdopodobiefistwa zmiennej ¢;, roz-
wigzanie mozna zbudowaé przedstawiajac funkejg losows w postaci zbioru realizacjt
z okreslonymi prawdopodobiefistwami; rozwigzujac (1.1) dla kazdej realizacii
otrzymujemy skoficzony zbidr elementarnych rozwigzan. Nastepnie obliczamy na
podstawie (1.9) odpowiednio dla przemieszczen i sit wewngtrznych

wartodcl oczekiwane
m

m
(3.5) (=Y Yip, (My= D Mip,
i=1 i=1
wariancje
Py= I {T}Y,p— (D,
(3.6) o :
MMy = D {M}M,pi—((MD)?
i=1
gdzie macierze {...} sa macierzami diagonalnymi o elementach réwnych odpowiednim
elementom macierzy Y 1 M.
Przedstawiona powyzej metoda tworzenia zbioru realizacji jest bardzo efektywna

metodg do obliczed numerycznych na komputerach. Bardzo istotnym elementem
obliczet w powyZszej metodzie jest $ciste zachowanie warunku

37 2 pe=1.

W razie niespelnienia (3.7) otrzymuje si¢ duze bledy w rozwiazaniu (3.6).
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Jak- juz wspomniano, dla obydwn wariantéw . zostaly napisane programy
na komputer ODRA 1204 umozliwiajace wyznaczenie odpowiednich wielkosci
dla jednorodnych warunkdéw brzegowych.

4, ZAGADNIENIE STOCHASTYCZN]E__LINXOWE. PORO WNANIE OBU METOD NUMERYCZNYCH

Zagadnienie stochastycznie linfowe mozna réwniez rozwigzaé metoda tworzenia
zbioru realizacii przy zaloZeniu, iz dysponujemy funkcjg gestosci prawdopodobien-
stwa obcigZenia rewnetrznego.

o

A
e

Rys. 4, Gestod¢ prawdopodobienstwa dla obcigzenia

Tworzgc elementarne realizace, np. z obszaru mF+3a, otrzymamy rozwxqzamc

rownania (1 1) dla i-tej realizacji: ' _ o 5N
. . . i
4. 1) o yj'_‘ij;Fki Fk:mk_l_jak
: ' () ® w ® "

gdme mk iest wartoscia oczekwvanq obquema. w punkc1e k, n liczba redlizacii,
[y}

Ty, odchylemem standardowym obc1azema w punkcie &, przy czym i=0, -1, +2,.
- =12,

Wyznaczmy Wartos’é'oczckmanq pola przemjeszczen wg (3.5);:

: -;—(n—i) T(nf 1) .

= i
{4.2) s= E hp = v: -..L;k“l [mk +: 1 crk] pi=
v F
I:-——j;-—(n—l) i:—%(ﬂ—-i) Lw
Lo T =1y
Z \ 4 60 § 1 . .
:L.;ci . pi'*;“iji k i =ij1 .
w4 R - @)
: i=——@-1) : i= - —@-1)

. Poniewaz dla rozkladu symetrycznego ZJp1 0, otrzymano zatem zaleznosé
taka samg jak (4.1), przy zalozeniu, iz Zpi=1.
Postepujac analogicznie wyznaczymy réwniez wariancie wg (3.6);:
FE-0 '
@3 Gs= D ne P

@

= =1
i 2(l't
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Po podstawieniu (4.1); i koniecznym zachowaniu (3.7) otrzymamy wzor

i(u— 1)

il - ) 6 2 ) .
“.4) o=y’ ol {(ﬁ) Z £ x p.-}-

i= f--}(rzwl)

Mozna wykazaé, iz dla wduzej» liczby‘ realizacjii n wyrazenie {.} zmierza do
jednoéci, a zatem otr%ymujemy w koficu wzdr:
(4.5) OOTESN Vil A

&

‘Wyznaczajac z (1.4) elementy diagonalne macierzy kowariancyjnej ky,, przy zalo-

] 6J]
Zeniu, iz macierz kowariancyjna obcigZenia zewngtrznego jest diagonalna, otrzymu-

jemy nastepujacy wzor:
.6 kn=Li Ly ey =y 0,17
) (F) (F)

przy czym k,,=a,, gdzie o, jest odchyleniem standardowym; zatem wzory (4.5)
() r) -
i (4.6) sg numerycznie identyczne dla  duzej licaby realizacii.

Z. przeprowadzonych obliczent numerycznych wynika, iz bardzo dobra zgodnosé
obydwu metod uzyskano juz dla 21 realizacii. Obecnie brak jednak precyzyjnego
okreflenia odnosnie optymalnej liczby realizacji dla réZnych rozkladéw gestosei
prawdopodobiefistwa.

5. PRZYKIADY

A. Dla danej belki spoczywajacej na jednorodnym podiozu i obcigzonej losowo
zmiennym obcigZeniem wyznaczymy wartoéci oczekiwane i macierze kowariancyjne
przemieszezen i sit wewnetrznych. Przyjeto nastepujgce przedzialy zmiennosci obcig-
zenia: Me[17;23Tm), ge[7; 13 T/m]. o

= 10T/m
m=20T (4}
e ST
1 5 —f— am =

ET=101x10%Tm?,  ke4pDoT/m?
Rys. 5. Belka ze zmiennym obcigzeniem

Wykresy odpowiednich wielkodci podano na rys. 6.

B. Dla belki (rys. 7}, spoczywajace] na losowo zmiennym podioZzu, wyznaczono
wartosci oczekiwane i wariancje pola przemieszezen i sit wewngtrznych.
Przyjeto nastgpujaca zmierino$é modulu podioza:

TX
k{(xy=kyt+bsin L
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Rys. 6. Wyniki dla zmiennego obciaZenia

gdzie ¢ i b sa zmiennymi losowymi o rozkladzie gestofei prawdopodobiefistwa

przedstawionym na tys. 8. Dla zmiennych Iosowych ¢ i b przyjeto nast¢pujace
parameiry: k

a->my=2L, o= -, b-m=0, a,==".

@ 3 ® 3

Dla 28 realizacji odpowiednie wielkosci przedstawiono na rys. 3.

6. ZAKONCZENIE

W wigkszodei prakiveznych zagadnien inzynierskich obciggenia lub parametry
ukladu konstrukcyjnego nie sa znane w sposob scisly. W poréwnanju do determini-
stycznego punktu widzenia potraktowanie tych wielkosci jako zmiennych lub funkeji
losowych jest zatem spojrzeniem bardziej realistycznym.
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Praca zawiera ogdlna koncepcie rozwiazywania numerycznego liniowych za-
gadnien teorii konstrukcji, ‘opisywanych przez zrnienne lub funkcje losowe. Na
przykladzie belki na sprezystym podiozu rozwiazanie przedstawiono w postaci
obszar6w zawierajacych wyniki o okreslonym prawdopodobienstwie wystapienia.

Dalszym posigpem w kierunku poprawnego projektowania konstrukcji tego
“typu byloby zastosowanie do otrzymanych rozwigzafn metod teorii niezawodnosci.
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PesooMe

CIIYUIANHBIE HNPONECCEL B JIMHEMHBIX VHPYITX CHCTEMAX

Pabota comepumr ofuyro QOPMYMMPOBKY UHCIEHHOrO PEITeHEH JMECHHBIX 34IaY TEOPHH
“KOHCTPYKITHE, A KOTODHIX napaMeTpR OITMCHBATONIEE CACTOMY B HATPY3Ky, @3-3a croeil (msm-
vecko#l HHTCPRPETALNAN, ABIHEIOTCL cnyqaﬁnbmm.nepememmm. OrEpasch Ka MeTO7| KOHEHHBIX
a7leMeETOR OTHENBHO avamsdpyerca: 1) nHEBeiHas CTOXACTHYECKas 3aJlada, KOIZia CHyIaiHOH
HepeMEHACH ABJIAETCA HATPy3na H 2) Bendueiinas CrOXACTHYECKARA 3ANAYA B CIYIAc, Xorzaa ciaydaii-
HSME TIEPEMEHHLIMY  ABJBEOTCA HAPAMETPhl OIMECHIBAICTING CHCTEMY.

TIpemeHeRre OOOMX METONOB HPEICTABNEHO HA DPEMEDE Galkd Ha HeOHOPDOLHOM YIPYrOM
.QCHOBANAEK B TPAKTOBKC METOHA KOHEYHBIX JIEMCHTOR. :

Jnsa oGoux 3a0@¥ ACTOTOBICHEI MPOTpamMMEl HA DBIIM OOPA 1204,

SUMMARY

STOCHASTIC PROCESSES IN LINEAR ELASTIC SYSTEMS

The paper deals with the general approach to the numerical solution of linear problems in & theo-
1y of structure. The parameters describing the system and loading, due to their physical meaning
_are chosen as the random variables. Using the finite element method two problems were analyzed
-independently: !) the linear stochastic problem with loading as a random variable and 2) the non-
linear stochastic problem where, for the random variables the parameters describing the system
were assumed.

The application of both the above approaches was demonstrated with the example of a beam

Iying on the homogeneous elastic foundatios. Corresponding programs for the digital computer
-ODRA 1204 were prepared.
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