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ANALIZA RAM Z ELEMENTOW CIENKOSCIENNYCH

JAN KAZIMIERZ SZMI1D T (SZCZECIN)

Udoskonalono stosowana dotychezas metodg analizy ram cienkoéciennych, W przekonaniu
autora daje ona wyniki bardziej dokladne. Obydwie skfadewe ramy — elementy cienkodcienre i
naroza -—s3 rozwazane oddzielnie. Do elementéw cienkosciennych wykorzystanc teoric skre-
cania z paczeniem Wlasowa. Do analizy naroiy ramy o skoficzonych wymiarach posiuzono siz
metoda elementéw skonczonych. Podano macierz sztywnoéci elementu cienkojciennego o przekro-
ju otwartym z siedmioma stopniami swobody. Element cienkoicienny moze byé odniesiony do
dowolnege kartezjanskiego ortogonalnego ukiadn wspélrzednych. Okreslono rowniez macierze
sztywnoSci elementdw skiadowych naroza, Pokazano sposéb obliczania macierzy sztywnosei na-
roza ramy. Elementy macierzy zawieraja przemieszczenia cztondw zbiegajacych sie w danym ua-
rozu. Badania modelowe wykazuja zgodno$¢ z wynikami obliczen otrzymanymi metoda przed-
stawiong w te] pracy. . ’ :

1. WstEe

Rozszerzenie metod mechaniki bidowli, stosowanych przy obliczaniu ram
z pretéw o przekrojach zwartych, na ramy z pretdw cienkoéeiennych napotyka na
pewne trudnosci zwigzane z charakterem pracy tych ostatnich. W istniejacych
pracach [2-12] ze wzgledn na specyfike pracy skrgeanego cienkofciennego ukladu
ramowego (dodatkowy, w stosunku do pretéw zwartych, stopien swobody — spa-
czenie przekroju preta i nowa uogdlniona sila w tym' przekroju — bimoment),
wprowadza si¢ do obliczeit pewne zaloZenia upraszezajace, nakladajac jednoczeénie
na ramy pewne warunki konstrukcyjne. W ogdlnosci rozpatruje sie' ramy plaskie,
-ktdrych wszystkie prety przecinaja sig pod katami prostymi i posiadaja jednakowe
przekroje poprzeczne pod wzgledem ksztattu. Rozwaza si¢ przy tym przekroje dwu-
teowe i ceowe, ustawione swoimi pétkami réwnolegle do plaszczyzny ramy. Szoze-
gétowa dyskusja takich przypadkéw przeprowadzona zostala w pracy [2]. Dla
pewnej kiasy plaskich ram mozna sprowadzi¢ wezel do feoretycznego punkiu bez-
wymiarowego i podaé réwnanie réwnowagi bimomentéw w takim wezle [2, 4, 7,
8,9,10 i 12]. Charakter obcigzenia zewngtrznego ma wplyw na przyijccie liczby
stopni swobody w weZle ramy cienkosciennej [4]. ObciaZenie to przedstawia sig
"zwykle w postaci dwoch skladowych: réwnoleglej i prostopadiej do plaszczyzny
ramy. JeZeli plaszczyzna obcigZenia zewngtrznego jest réwnolegla do plaszezyzny
ramy, to wedtug I. W. UrBANA [4] mozna poming¢é w rozwazZaniach wplyw wyijscia
wezlow ramy z jej plaszezyzny. Uzyskuje si¢ przez to rozdgziclenie zginania i skre-
cania ramy. Obliczenia przeprowadza sie w tym przypadku w dwoch etapach:
etap zwyklego obliczania ramy na zginanie w jej plaszczyinie i etap, w ktérym
rama obcigZona jest wylacznie momentami skrecajacymi. W przypadku gdy obeig-
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venie dziala w plaszczyinie prostopadlej do plaszezyzny ramy, takie wydzielenie
skrecania nie jest juz mozliwe, nie mozna (u bowiem pominaé wplywu wyjicia weztéw
ramy z jej plaszczyzny na wiclkodci sit i przemieszezen. Nalezy wige uwzglednié
cztery stopnie swobody w wezle (trzy pozostale pomija sie jako zwigzane ze zginanien
ramy w jej plaszczyznie). Zaklada sie przy tym, Ze konstrukcja wezldw ramy zapewnia
réwnosé spaczen przekrojow przyweziowych pretéw zbiegajacych sig w takim wezle.

Tak wiec zastosowanie klasycznych metad mechaniki budowli ogranicza sie w efek-
cie tylko do pewnej klasy tych ram. W ogdlnodel nie mozna sprowadzié wezla ramy -
cienkosciennej do teoretycznegoe punktu bezwymiarowego 1 przyréwnaé sumy bi-
momentéw w wezle do zera. Bimoment bowiem, jako samozréwnowazony stan
naprezen zanika, ma wiec charakter lokalny; przekazywanie sig bimomentéw
w wesle ramy zalezy w sposéb istotny od jego konstrukeji. Na przyklad przy trak-
towaniu wezla ramy jako bryty doskonale sztywnej bimomenty w ogéle nie prze-
niosa si¢ na sasiednie prety.

W ogdélnym przypadku ramy z pretdw cienkosciennych nie musza spehiac
przytoczonych wyzej zatozen. POIki pretdéw ramy plaskiej nie musza leze¢ w plasz-
czyznach réwnoleglych do plaszezyzny ramy. Ramy moga by¢ przestrzenne o do-
wolnym ukladzie pretow. Takze przekroje poszezegolnych pretdw moga by¢ réine,
rézne zatem mogg tez byé charakterystyki przekrojéw tych prgtow. Prety ram
poddane s3 w ogdinoscl zginaniu uko$nemu i skrecaniu skrepowanemu. Naprezenia
spowodowane skrecaniem skrgpowanym sa istofne, ale w zasadzie majg charakter
naprezen dodatkowych wzgledem naprezenn wywolanych zginaniem, S$ciskaniem
i §cinaniem, ponjewaz bezpoérednie obciaZenia zewngtrzne konstrukcji ramowych
wystepujs najezedcie] w postaci obciaZed cigglych lub sit skupionych, rzadziej w po-
staci momentéw skrecajacych, jefli pomingé mimofrodowo§E obcigZen, kidra
praktycznie zawsze ma miejsce. ‘

W niniejszej pracy podejmuje si¢ prébe mozliwie ogéhmego potraktowania
problemu analizy statycznej ram z pretéw cienkosciennych, jakkolwiek ze wzgiedu
na fego obszerno$¢ bada sig wylacznie ramy z pretow o przekrojach otwartych:
takie ramy spotyka sie najczesciej w prakiyce konstrukeyjnej. Zagadnienje traktu-
je sie jako liniowe. Rozwazania szczegdlowe opieraja sie na metodzie elementéw
skonczonych. Dyskusje prowadzi si¢ dla ramy plaskiej, chociaz ogdlne wywody
odnoszg sig Towniez do ram przestrzennych.

2. OGOLNA ANALIZA RAMY CIENKOSCIENNE]

Jak wiadomo, klasyczna rama stanowi konstrukcje skladajaca sig’ z preféw
(twordw liniowych) i bezwymiarowych weziéw, W niniejszej analizie przyjmuje sig
wezly o okreflonych wymiarach, przy czym jako prety uwaza sig elementy ramy
zawarte migdzy wladciwymi przekrojami przyweztowymi. Obie kategorie elementow
ramy, prety 1 wezly, analizuje sic oddzielnie, uwzgledniajac oczywiScie wzajemne
oddzialywanie tych elementéw na siebie. W odniesieniu do pretéw wykorzystuje sig
w calej rozciaglosci techniczng feori¢ pretéw cienkodciennych W. Z. WLASOWA
[1]), wezly natomiast bada si¢ metodami teorii sprezystodci.
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2.1. Macierz szytywneosci dla preta cienkoscienmego

Korzystajac z terminologii metody elementdw skofczonych [13], pret okredla sie
réwniez jako element sprezysty, jego za$ konce jako wezly. Przy braku obciazen
zewngtrznych, jak réwniez braku sit wywolanych odksztalceniami wstepnymi ele-
mentu, charakterystyczna relaclg migdzy sitami i przemieszezeniami wezldw zapisu-
je si¢ nastepujaco:

@ (F)=[K1{6),

gdzie {F} oznacza wektor sit weztowych elerrentu, [K] macierz sztywnofci elementu
oraz {6} wektor przemieszezefi wezlowych elementu. Stan przemieszczen elementy
w lewym kartezjatskim uldadzie wspéhrzednych wyraza si¢ funkcja przemieszezen jak
nastepuje:

A u(z)
v(z)
w(z)
2.2) {f@}=16()
& (z)
0(z)
0" (2)
We wzorze (2.2) u, v, w oznaczaja przemieszezenia liniowe odpowiednio wzdluz

ost x, ¥, z; 6% 6 obroty przekroju wzgledem ost x, y; 6 kat skrgcema przekroju
oraz 6 =df/dz miarg spaczenia przekroju.

Wykorzystujac zapis (2.2), mozna wektor przemieszozent wezlowych elementu
{0} przedstawi¢ w formie '

— {61} — f(z)lz:n ={f(z)§z—0}
@3 ) {{5k}} {f(Z)Fz—zk} S|
PTZY CZYI '.

#; o

", "
@.4) wy=lesl,  a=lert.

o 0

4, &,

6, 6,

W podobny sposob mozna przedstawic wektor sit wezlowych elementu:

2.5 {F}:{gi}
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gdzie
T o:
: a,
N, N,
(2.6) (Fy=tmrl, (Fi={M)?
' M} M
" H,
B, B,

We wzorach (2.6) 0%, Q¥ oznaczaja sity poprzeczne wzdhuz osi x, y; N sile normalna
M7, M* momenty zginajace wzgledem osi x, y; H moment skrecajgcy oraz B bimo-
ment. .
Dla wyznaczenia macierzy sztywnosci elementu [K] wykorzystuje si¢ zamieszezone

w pracy [1] nastgpujace rdwnania roéZniczkowe:
Fu! —Sy M S, o S, g —q ,
-8, wil +J, u1v+ny wW+me V=0,
2.7 b S W T, wtY T oY T, Y =0,

: : GJ,
~ S, W], uw_i_me PV 3T, 0 — _E—d g—=0.

W rozwigzaniach ukladu réwnan (2.7) wystepuja pewne stale, ktdre dla zwigzlosci
zapisu oznacza si¢ nastgpujaco: \
: 4

) 1
Jo F—S,Sy=A, S2—J F=A,

2 5
(2.8) o, F—Sx Sp=4, 8§2—J, F=A,
6

3
Jo F—S, Sy=A, Si-J,F=A.

Ponadto zachodza zwiazki

14 23 i3 25

7 AA+44 @ ¢ A4+ 44 e 78, 885 S,
(2.8 A=—533, A=F535733- A=A?+AF+F’
AAd—AA AA—AA
GJ,
k-’ézE 17 28 6-*
F(AA—[—AA—A

Nawigznjac do ukladu réwnan (2.7) moZna funkcje przemieszozen elementu (2.2)
spetniajaca warunki brzegowe (2.3), (2.4) wyrazié w postaci

(2.9) {f@}=IPI[C]* {6}
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W dalszym ciggu wpfowadza si@' nastepujgce oznaczenia:

1

R=2—2ch ki+klsh'kl,

2

R=1- chki+kishkl,

-
(2.;0) R=shki—kich ki,

4
R=kl—sh ki,

5

Re=ch kl-1.
W celu wyznaczenia skladowych sit (2.6) wykorzystuje si¢ znane wzory [1]

g=EwW—ulx—o'y—Mg),

E
{2.11) ’c=§ [— Wi F ()21 S, (5)+ 211 S, (5) + 0™ S, (5)]
oraz
0= [ wodx, Q= [ rody,
Fo P
2.119) N= f odF, M*= f aydF, M =— f oxdF,
F F F
- H=H+H,, B=fawdF,
. F
przy Czym

H=GJ,0 i H,= [ ddo.
F
Wykorzystujac zwigzki (2.1)2.11) wyznacza si¢ macierz sztywnosci elementu
odniesiong od dowolnego lewego ukladu wspélrzednych kartezjafiskich (of z jest
réwnolegla do osi preta). Ze wzgledu na wymiary macierzy sztywnoéei [K] przed-
stawia si¢ ja w formie

E [[KJE[K;]]
SYM.Q[KSJ )

2.12) [K1=—

Odpowiednie podmacierze [K,], [K,] i [K;] zamieszezone s w kolejnych tablicach
1, 21 3. Jezeli wektory 1, x (s, » (s) i w (s), wchodzace w wyrazenia elementSw
tych tablic dobra¢ w ten sposdb, aby byly parami ortogonalne po przekroju'préa,
otrzymuje si¢ tzw. gldéwne wspohrzedne uogélnioné {1]; macierz (2.12) ulegnie
WwOWCZAS ZNACZNemu uproszezeniu. '
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2.2, Macierze sztywnosci elementéw skladowych wezla ramy cienkosciennej

Dla okreélenia zwiazkéw miedzy silami i przemieszczeniami w przekrojach przy-
weztowych, wykorzystuje sie metody teorii sprezystosci. Ze wzgledu na charakier
konstrukeji wezla (uklad plyt odpowiednio ze sobg polaczonych} macierz sziywnoéci
wezla ramy wyznacza si¢ na drodze przyblizonej za pomocg metody clementéw
skonczonych. Pozwala to na rozwigzanie konkretnego zagadnienia, nie dajac jednak
mozliwodci podania ogdlnego przepisu na budowg macierzy sztywnoéci dla réznych
mozliwych przypadkow konstrukcji weziéw. Tym niemniej mozna jednak podaé
ogdlny sposob postepowania, kiéry w niniejszej pracy przedstawiono na przykiadzie
prostej ramy wspornikowej (rys. 1). :

wezet nr 1

Rys. 1

Dla poréwnania rozpatruje sie trzy podstawowe sposoby skonstruowania wezla.,
Uzyskane wyniki obliczen numerycznych weryviikuje si¢ dodwiadczalnic na modelu. -
W celu uniknigcia bledéw zwiazanych z odwzorowaniem rzeczywistej ramy na model
konkretne obliczenia odnosi sie do ramy stanowigcej model. Réwnoczesnie przedmio-
tem przeprowadzonej tu analizy jest problem wielkoSci wplywu pracy plytowej
clementéw werla na sztywnosé catego wezta. Dlatego tez obliczenia dla kazdego typu
wezla prowadzi sie w dwdch etapach: 1) traktujac wezel jako uklad wylacznie
tarczowy oraz 2) traktujac wezel jako ukiad plytowo-tarczowy. Zagadnienie bada
si¢ jako liniowe i zaklada, Ze stan plytowy nie zalezy od stanu tarczowego.
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Poszczegdlne przypadki pracy wezla, wylacznie w tarczach i ukladach ziozonych
z plyt i tarcz, oznacza si¢ tu odpowiednio literami A i B. Tak wigc rozpatruje sig
wezly 14, 1B, 24, 2B, 34,1 3B (rys. 1). Siatka vkiadu dyskretnego jest naniesicna na
rys. 1, a przynaleime wezly siatki ponumerowane sg liczbami 1-24. Dla umkmgma
osobliwosci w odpowiednich weztach siatki (punkty 8, 9, 10 na 1ys. 1) rozpatruje
- sie wezet ramy jako przedtuzony w kierunku rygla i stupa o wielkosci odpowiadaja-
ce jednemu oczku siatki. Wezly siatki wyznaczaja tu elementy prostokatne i tylko
takie sa przedmiotem blizszej analizy w dalszej czedci pracy.

W dalszym ciggu do zestawienia globalnej macierzy sztywnosci wezla ramy
potrzebne sa macierze sztywnodci prostokqtnybh elementéw tarczowych i plytowych.
Macierze te wyznacza si¢ tutaj na drodze energetycznej. Jako pierwsza wyznacza sig
macierz sztywnosci dla elementu tarczowego.

Niech dany bedzie element tarczowy przedstawiony na rys. 2. Kolejno$é nume-
racji weztdw jest zgodna z ruchem wskazowek zegara: i—j —k—1. Grubo$¢ tarczy

(k) .

Rys. 2

jest stala i wynosi #. Uklad wspotrzednych jest ukladem lokalnym, zaczepionym
w geometrycznym §rodku elementu. Rozwaza si¢ plaski stan naprezef, Stan prze-
mieszezefh wewnatrz elementu opisuje funkcja

_Jux )

Przemieszczenia dowolnego wezla elementu, np. i, uzyskuje si¢ przez podstawxeme
do wzoru (2.13) wspélrzednych tego werta. Tak wigc

.19 el

Funkcje u(x,y) i »(x, y) moina wyrazi¢ za pomoca wiclomianow potggowych
w sposdb nastepujacy:
u(x, M=oyt x+toy+asxy,

(2.15)
(X, y)=osFogxta; y+ugxy.

State o, (i=1, 2, ..., 8) w réwnaniach (2.15) nalezy okre§li¢ przez parametry brzegowe,
tj. przemieszczenia liniowe wezléw elementu. Warunki brzegowe mozna ujac naste-
pujacym zapisem
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(2.16) {0}= =[CI{a},

gdzie {0} oznacza wektor stalych wspdlezynnikéw, [C] zas macierz, ktorg wyzna-
cza sic na podstawie wzora (2.15).
Roéwnanie (2.15) wygodniej jest zapisaé w postaci macierzowej

(2.17) {£Ge )y =1Pl{e}, :
przy czym macierz [P] [nie myli¢ z poprzednig macierza [P] (2.9)], przedstawiona jest
nastepujgco:

X lxyxy000 0
2. Pl= .
(2.18) l][00001xyxy
Podstawiajac do macierzy [P] kolejno wspolrzedne wezldw i, j, k, I uzyskuje sie
macierz [C] wehodzaca do réwnania (2.16):

i a b a 0 0 0 0O
0 0 0 0 ' a b ab
1 —a b-ab 0 0 0 O
0O 0 0 0 1 —a b—ab
2.19 €=y ¢ @& 0 0 0 o
0 0 0 0 1 -—a-b ab
| a-b—ab 0 0 b 0
0 0 0 0 1 a-b-ab

Odwracajac nastepnie uldad réwnan (2.16) otrzymuje sig

(2.20) {oj=[C]7" {4}

Macierz [C] ' okreflona jest za pomocg wzoru (2.23).
Podstawienie (2.20} do (2.17) daje w wyniku

(2.21) {f(x, W}=1PIC]* {6}.

Ostatnie réwnanie okre§la stan przemieszczen wewngtrz elementu, spetniajacy wa-
runki brzegowe (2.16). Na podstawie (2.21) okreéla si¢ calkowite odkszialcenie
elementu w sposdb nastgpujacy:

Ju
éx
x v
(2.22) {et=ie, }= — s
e du  ov
33; + ox
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v9/q (a—1}+

qe/v
g q9/6 (di—1)+ A1
— == V\
a+1 velg "
v9/q (4—T1)~— g 29/ (a—T)+
q9/0 ag—1 qg/v
3
3 gei/e a—n+ 8 §9/0 (- 1)+ &,&
— — Z;
a1 DE/q— P vg/q g,
vz1fg (t—1)— g BTLq (i—T)+ 8 v9/g (A—T)+
g9/5— A+1 qc/r— g1 gefo
g qzi (—1)— e 99/t (= 1)— 8 g9/ (1) +
At vy/q— ag—1 voiq A+ vElq
PTG (A—T)+ 2 vTI/q (1—1)— g v9/q (A—[)— g v9/g (a—1)+
qg/n— ag—1 q9/7— a1 q9/v ag-1| g€/
g 49/7 (1—1)— g qTI/e (1—1)— g qzi/m (a—T1)+ g 99/0 (b— )+
4g—1 v9/g A+T v9/q— ag—| vefg— A+ rgfg
8 L 9 S 4 € T I

b eliqeL

pe=[%4]
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ab O

b 0

a O

L_1]1o

223) o e
0 b

0 «a

01

ab 0
-6 0
a 0
-1 0
0 ab
0 —~b
0 a
0 -1

[ R R B e R T

0 ab 0]
0 b 0]
0 —a 0
60 -1 ¢
ab O ab{
b 0 b
a 0 —a
T 0 ~1

459

W swietle wyrazeil (2.20) 1 (2.21) wzdr (2.22) sprowadza si¢ do postaci

(2.24)

gdzie macierz [ B] jest nastgpujaca:

{e}=[B1{d},

b+y| O 4—.b—y 0 |wb+y 0 h—y 0
(2.25) {B]=Z§E o {a+xy 0 a—x 0 |—a+x; 0 |—a—xli.
a+x|b+y| a—x \—b—y—a+x|-btyl—a—x| b—y

Na podstawie (2.24) mozna wyznaczyé energie potencjalna odksztalcenia [14]

Et

(2.26) &

- 24 .2
20— f (ax+ey+2vsxs,,+
F

1—v

2

yiy) dF.

Wyrazenie (2.26) mozna przedstawi¢ jako dodatnio okreslong forme kwadratowg

©

w sposéb nastgpujacy:
1
@21 o= {8 K] {3},

gdzie [K] oznacza macierz sztywno-
gci elementu tarczy. Wykonujac ko-
lejno operacje okreslone przez wzory
(2.24) i (2.26) dochodzi si¢ do wzorn
(2.27). Uzyskana w ten sposéb ma-
cierz sztywnosci [ K] elementu tarczo-
wego prostokatnego zamieszezona
jest w tablicy 4.

W drugiej kolejnosci okresla si¢
macierze sztywnosci dla prostokqt-
nych elementow plytowych.

Uktad wspohrzednych lokalnych,
jak réwniez funkcje opisujaca stan
przemieszczed w takim elemencie,

®

©

| A
r#.___._‘_.z_‘_z_
} P
-J‘—Q—J-+~u—lx®
by
Rys. 3 l

przyjmuje si¢ zgodnie z monografia [13] z tym, Ze w niniejszej pracy nieco inng
jest kolejnoé¢ numeracji poszezegdlnych weziéw elementu. Uklad osi wspdtrzednych
i dodatnie katy obrotu zaznaczone s3 na rIys. 3. Stan prremieszezen w takim
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elemencie okrefla si¢ za pomoca nastgpujgcego wiclomianu potegowego dwunasto-
parametrowegoe:

(2.28) w(x, Y)=[P) {a},
gdzie ’
[P1=[1, x, y, x%, xy, ¥, X3, x2 y, 2%, ¥%, 23 3, 7],

{‘X}T:{mla 25 PRRTIIN '7-12}-

(2.29)

Macierz sztywnodei dla funkeji ksztattu (2.28) i (2.29) jest zamieszezona w pracy
[13] i z tego wzgledn nie przytacza sie jej tutaj.
W rozwazanym weZle ramy cienkogciennej przy obranej siatce wystepuja elementy
plytowe, ktdre sa oparte dwiema, trzema i czterema krawedziami na prostopadiych
do mich tarczach (pod pojeciem oparcie rozumie si¢ tu organiczne zespolenie plyty
i tarczy wzdhz ich wspdlnej krawedzi). Macierze sztywnosci dla takich elementéw
- moina wyznaczyé bezposrednio,
np. na drodze energetycznej lub tez,
jak to czyni si¢ w niniejszej pracy,
wykorzystujac dostepng macierz dla
elementu plytowego dwunastopara-
metrowego. PoniZej, wyznacza si¢
w pierwsze] kolejno§ci macierz
sziywnosci dla elementu plytowego
opartego dwiema swoimi krawe-
dziami na prostopadlych do niego
elementach tarczowych (rys. 4), czyli
dla elementu plytowego os$miopara-
mefrowego.

Element plytowy i—j-k-I polg-
czony jest z dolnymi elementami
tarczowymi wzdtoZz wspdlnych kra-
wedzi. Przemieszezenia wezléw j, k, I plyty powinny. byé wspdlne z przemieszcze-
niami tych wezléw dla dolnych tarcz. Przy przyjetych funkcjach ksztaltu dla tarce,
W celu zapewnienia ciaglosci polaczenia plyty z tarcza, nalezaloby przyjaé liniowy
przebieg ugigeia plyty w miejscu potaczenia. Oslabiajac ten warunek, przyjmuje sig
nastepujace wzory na odpowiednie kaly obrotu plyty wwezlach:

Rys, 4

s e e W; _ Wi
(2.30) 0=y = T 9;;:911’___27_'

Przyjecie (2.30) zmniejsza liczbe niezaleznych parametrdw elementu plyty z dwunastu
do oémiu. Majac na uwadze (2.30), mozna wektor przemieszczen wezlowych ele-
~ mentu dwunastoparametrowego zapisaé nastepujaco:

2.31) {03 =1+ [RD {o%} = {6*} + [R] {37}.
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We wzorze tym [/] przedstawia macierz jednostkows, natomiast wektory przemiesz-
czen okreslaja wzory .
{837 ={w,, 8], &, w;, 0%, &, w,, 0‘ o, w, 67, 60},

(2.32) e
{§=5:}T:{W:: 9\ 9 Wi, 0, & W, 0’ 0= Wi 91’0}'

s Vs
Macierz [R] we wzorze (2.31) okresla si¢ w prosty sposéb na podstawie wzordw (2.30}

i (2.31). Schemat tej macierzy ma nastepujaca postaé (jej elementy rézne od zera
zamieszczone sa w specjalnie mumerowanych wietszach i kolumnach):

B 4 7 10 -
=1 1
5 2b 2b
g R R
2.33) [R]= 2b 26
9 —1 nE
2a 2a
" -1 L
2a 2a

Podstawiajgc (2.31) do (2.27), otrzjmuje sie

@39 &= (%7 + {5417 LRIV K] (9%} + [R) 7).

Po prostych przekszialceniach wzéf (2.34) sprowadza si¢ do nastepujacej postaci:
(2.35) —{5*}T[[K +RY" [K1+ [K] [R]+[RIT [K] [R]] {5} .

Wyrazenie w nawiasach kwadratowych przedstawia poszukiwang macierz sztywnosei:
(2.36) [K*|=[K]+[R]" [K]+[K] [R]+[R]" [K] [R].

Macierz okreflona wzorem (2.36) jest kwadratowa o wymiarze 12 x 12, Ze wrzgledu
na to, Ze nowy wektor przemieszozenn wezlowych {6*} posiada pewne sktadowe
rowne zeru {wzdr (2.32)], odpowiadajace tym skiadowym wiersze i kolumny ma-
cierzy sztywnosci (2.36) mozna skre§lic. W dyskutowanym przypadku sa to wiersze
. 1 kolumny odpowiadajace sktadowym (2.30), a wu;c piaty, ésmy, dziewiaty i dwu-
nasty. Otrzymana na tej drodze macierz sztywnosci dla elementu plytowego ofmio-
parametrowego (rys. 4) przedstawiona jest w tablicy 5.

Postepujac podobnie jak wyzej, wyznacza sic macierze sztywnodct dla elementu
plytowego opartego trzema swoimi krawedziami na prostopadlych do niego tarczach,
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czyli dla elementu plytowego szeScioparametrowego oOraz dla elementu plytowego
opartego czterema swoimi krawedziami na tarczach, tj. elementu plytowego cztero-
parametrowego. Wyznaczone w ien sposthb macierze sztywnosci ZAINIESZCZONS 84
w tablicach 6 i 7.

Tablica 7
_ 1 _
. 4(1—v) | —4(1—y) 4(1—) —4 (1)
B o W 401, —4(-v) 4(1—v)
Kl=A ki oo :
! =71 SYME '
N T Thiy 4(1—v) —4(1-v)
G —
N B A — JAK W TABL. 5 a(d—v)

Nastepng istotna sprawa opisywanej tu metody obliczeniowej ramy cienkoscien-
nej jest analiza strefy przeffciowej w ukladzie wezel-pret.

W odniesieniu do wezla przedstawionego na rys. 1 parametrami sg uogdlnione
przemieszezenia punktow wezlowych siatki. Idac od strony rygla (stupa) interesuia-
cymi wielkogciami sa parametry zwigzane z przekrojami pretéw cienkosciennych
w rhiejscach polaczenia z wezlem. ramy (np. punkty wezlowe 1, 2, 3, 4,5, 6 dlarygla;
rys. 1). Przemieszczenia weztdw siatki w miejscu pofaczenia z pretem cienkosciennym
nalezy wyrazi¢ przez skladowe przemieszezen preta W przekroju przyweztowym.

W tym celu rozpatruje si¢ element strefy przejsciowej i~j—k—I na rys. 5. W poszcze-
gbinych przypadkach dotyczy to np. elementow 7-1-6-12, 9-3-6-12 i innych (rys. 1).

Dret Elernent

cierkodcienny | Strefy
p_rzejéciowej

D o

Rys. 5

Krawedz j—k elementu strefy przejsciowej stanowi, w danym przypadku, polaczenie
z potkg preta cienko$ciennego.

Niech wektor przemieszezen weztowych {8} elementu strefy przejiciowej bedzie
napisany w globalnym ukladzie wspotrzednych. Skladowe wektora przemieszezef
elementu ij-k-! (rys. 5) mozna tak uszeregowac, aby najpierw napisaé skladowe
przemieszczen wezdéw i, I (stykajacych sie z wezlem ramy), a nastepnie sk}adowe
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wezldw j, k (stykajacych si¢ z pretem cienkofciennym). Wektor przemieszezen
elementu i—j-k—/- ma posta¢ wobec tego nastgpujacy:

2.37) ® :{ A

el -t

Sktadowe {4*} wyraza si¢ nastepnie przez skladowe przemieszczen przekroju preta
cienkosciennego. Dla dowolnego punktu i (x,, ,), lezacego w miejscu polaczenia preta
1 strefy przejsciowej (np. krawedz j—k-na rys. 5), otrzymuje sig

gdzie

uy=u—gy;, ; =v-+0x;,

(2.38)
Wi=w—0 ¥, +0"x,— 0w, F=0"—0"x

We wzorach (2.38) u, =, w, 8%, 8, 0 i 0’ przédstawiaja skladowe wektora
przemieszezen . przekroju preta cienkodciennego, w tym przypadku rygla, przy czym
uwzglednia sig tu zmiany znakdw katéw 0° i 87 zgodnie z rys. 3. Nie wypisuje sig
tu wyraZen dla 6} i 6, poniewaZ z uwagi na charakter warunkéw brzegowych wiel-
kosci te nie wystepuja jako sktadowe w wektorze przemieszczedt wezlowych {6}
elementéw strefy przejéciowej, W dalszym ciagu odpowiednie zaleznosci mozna
napisaé jak nastepuje:

R Rt
(2.39) sef=I&hy 5
gdzie

Tutaj [R] oznacza mécierz ktéra okrela si¢ na podstawic wzordw (2.38), [J] jest
macierzq jednostkows, natomiast {1} jest wektorem przemleszczen przekroju preta
cienkodciennego.

2.3. Macierz sztywnodci dla wezla ramy cienkos$ciennej

W poprzednim punkcie wezel traktowany byl jako ukfad tarczowy lub plyto-
wo-tarczowy. Zagadnienie sprowadzalo si¢ do badania przemieszcezen wybranych
punktow wezla, Konstruktora w ogdlnym przypadku nie interesuja przemieszczenia
calej siatki, interesujy go przede wszystkim przemieszczenia przekrojow PrZywe-
zlowych i zwigzki migdzy sitami i przemieszczeniami w tych przekrojach. Poszukuje sie
zatem macierzy sztywnosci wezta ramy, ktdrej elementy odpowiadaja sktadowym
przemieszczen przekrojéw przyweztowych. .

Energig potencjalng sit wewngtrznych calego ukladu (prety plus wezel) mozna
przedstawi¢ w sposéb nastepujacy:

(240) D=0 +§pw’

gdzie @, oznacza energi¢ odksztalcenia nagromadzona w pretach schodzacych su;
w danym weZle, &, za§ energie nagmmddzonq w wezle.
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Drugi skladnik prawej strony rownama (2.40) moina przedstaww w postaci
@.41) b= f e 0.

Wyrazenie (2.41) jest calka objeto$ciowa, ktéra przy danej konstrukeji wezla
i danych warunkach brzegowych przedstawia pewna liczbg. Przy ustalonym wyra-
zeniu podcatkowym zalezy ona tylko od warunk6éw brzegowych, np. od narzuco-
nych na brzegach przemieszczen. Dla okrelenia tej energii wykorzystuje si¢ w dal-
szym ciggu metode elementéw skosficzonych. Odpowiednio do zageszezenia dyskret-
nej siatki i dla mozliwie bogatych furkcji ksztatin poszczegénych elementéw skon-
czonych bedzie ona stosunkowo wiernie opisywala istnigjacy stan rzeczy. Catke
(2.41) mozna napisaé w formie

1
(2.42) o= Z‘ @37 K1),

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich elementach skladowych wezla. Dla qu.la
prawdziwy _]CST. analogiczny wzdr:

(243) . —{5}T[K {6}
Stad .
2.44
(2.4 55 = 1K1} =43
Ostatni wz0r ma nastgpujaca postad rozwinieta:
_Kl, IS ] Kl,r :n Kl,r_+1: AARE KI,JI - 51 Fl
[4] (8] : :
(2.45) w,’:lfn___’___f,,,;,{Kt'“’ __n,,:,,,{(ﬁ{'. L L ,
Kr+1,1: Kr+1,r3‘Kr+l,r+b aney Kr+.},n (sr-i-l Fr+1
[B]" : [€1 : :
_Kn, 1» ey Kr r _Kn,r+17 vy Kn,n | 5}1 -Fn

gdzie d;, ..., d, oznaczajg skladowe przemieszczed wezlow siatki wewnatrz
wezla ramy,
8. 11y s On  skladowe prrzemieszczen przekrojéw przyweztowych pretow
cienkosciennych,
Fi, ... F, skiadowe sit zewnetrznych dzialajacych na wewngirzne punkty
siatki,
Py ..., F, skladowe sit w przekrojach przywezkowych.
Wprowadzajgc oznaczenia
04 Fria F Fis
46) =i 4 {)=y 0 {Fr=pE s WPy
o On F, F,

przedstawié moina uklad réwnan (2.45) w postaci nastgpujacej:

(2.47) [{L}}{ﬁﬂ { } B {i}
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Korzystajac nastepnie ze wzoru

J% 0
2.48) @={ =10 ey,
0 4
moZna zapis (2.47) przedstawié¢ w formie
(249) [—-[---]--{- ]({Al} +Haz}) = {F}
[BI* [C]
Biorgc pod uwagg tylko r pierwszych réwnan (2.49) OtlzmejC SJe
@50 - ML 43+ D= {F
W sw;etle wzotu (2 48) réwnania- (2. 50) przyjmuja postac
@sh - {6*}+ B]{A} {F}
skqdwymka L :
@), [A]{rf“} (7} [B]{A]
Mnozqc ostatme rowname przez: [A}" uzyskup mg 7
@53) o= - LA B

Na podstaw1e wzoréw (2.49). i (2. 48) mozZna pozostale 10Wndma (r+1, r+2,
wyrazxc nastgpujqco : :

2. 54) . ‘ [B)T {6*}+[C] {4}={R}. . _

Podstawxeme (2. 53) do (2.54) daje w wyniku - ' !
@55 BT [A]7 {F}— [BIT [A]7* [B] {4} + [C] {4} ={R}.

Po prostych przeksztalcemach mozna wzdr (2.55) sprowadzm do nastgpujacego:
. 56) (€1- [_B]T [A,] *[B]) {4} ={R}—[BI* 4]~ {F}.

WyraZenie w nawiasach stojace po lewej stronie Townania (2.56) przedstawia Spro-
wadzong macierz sztywnofci wezta ramy cienkodciennej:

(2.57) ' [K*1=[C]~[BI" [4]-* [B].

Na podstawie (2.57) przy omawianej statce dyskretnej i danych funkcjach ksztattu
mozna okre§li¢ liczbowe macierze sztywnoéci dla poszezegélnych weztw ramy,
niezaleznie od samej ramy. Elementy tych macierzy odnosza sie tylko do przemiesz-
czen przekrojow przyweziowych pretéw.

3. ANALIZA MODELOWA RAMY CIENKOSCIENNEF

Dotychezasowa analiza ramy cienkosciennej, przeprowadzona na podstawie
konkretnego przypadku, miala w zasadzie charakter ogolny, rozwazania bowiem
oparto na notacji ogdinej. Dla szczegSlowej ilustracji problemu rozpatrywana rama
zostala poddana badaniom modelowym w konfrontacji z obliczeniami.
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3.1. Badania modelu

Badania wykonano na modelu ramy (rys. 1.}, wykonanego ze szkla organicznego
«metaplex». Material ten charakteryzuje si¢ korzystnie niskim modulem sprezystosci
oraz latwoscia laczenia elemeniéw przez klejenie. Do budowy modelr uZyto p}yﬁ
o grubosci 4 i 2 mm. Pasy i $rodniki pretéw wykonano z plyt grubosci 4 mm, plyty
"2 mm wykorzystano natomiast do wykonania przepon usztywniajacych. Podparcie
modelu, eliminujace jego ruchy jako bryly sztywnej, uzyskano przez utwierdzenie
dolnego korica shupa w plycie z metaplexu gruboéci 30 mm. Wyglad modelu przedsta-
wia rys. 6, model za$ na stanowisku. badawczym wraz z oprzyrzadowaniem pokazuje

Rys. 6

rys. 7. Potrzebne state materiatowe szkta organicznego wyznaczono doéwiadczalnie;
uzyskano nastgpujgce dane:

dla ptyt 4 mm E=33000 kG/cm?, v=0,35;
dia plyt 2 mm E=36000 kG/om?, v=0,35.

Obciazenie ramy stanowil moment skrecajacy H,=36,5 kGom, realizowany przez
pare sit dzialajacych poprzecznie na koficu pélek rygla. Badania przeprowadzono
w dwoéeh etapach, przy nadaniu ksztattu wezlowi ramy typu 2B i 3B. Przypadek .
wezia typu 18 zostat w badaniach pominiety ze wzgledu na zbyt maly jego sztywnosc.
W kazdym z etapéw wykonano sze§é seril pomiaréw (trzy serie dla H,>0 1 trzy
serie dla H,<0). Z uzyskanych wynikdw pomiaréw (mierzono jednostkowe odksztat-
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cenia w pétkach rygla wzdtu jego diugosci i w przekroju. przywezkowym shupa za
pomoca tensometréw elektrooporowych typu RL 10/130 i RL 10/120, polaczonych
z mostkiem tensometrycznym ZKTR nr 1140) obliczono érednie arytmetyczne.
Z odksztalcen jednostkowych wyznaczono naprezenia normalne, a stad bimomenty.
Dane z pomiaréw na modelu naniesione sq na rys. 8. '
Charakterystyki przekrojéw pretéw modelu byly nast@pu]qce

F=1768cm® J,=73508cm* J, 225080m
J;=1,1315 cm*, | . : o
J7=11990250m5 1c=]/g~—5912 10-3¢em-1, -
@ .! E) EJ— - .

3.2_.. -Obliczenie ﬁmdelu

Uzyskane wyniki obliczert numeryéznych naniesione 53 na rysunku ramy w roz-
winigeiu (rys. 8), przy czym rzedne w przekro_]ach przyqulowych uzyskano przez
przedtuZenie wykresow W klerunku quia ramy :

|

4, PRZYKEAD LICZBOWY

W celu dalszego zilustrowania przeprowadzonych rozwazaf rozwigzuje si¢ prosta
rame cienkoécienna, obcigzona jak to pokazano na rys. 9a. Rama wykonana
jest z metaplexu o charakterystyce podanej w punkcie 3.1 i przy skonsiruowanin

Skala sit
0 10-H
| e |

82,

925

1
3 .
sy
¥

135

e
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wezldw zgodnie z rys. la, b, c. Dla uchwycenia réznic w metodach dotychczasowych
i proponowanej w niniejszej pracy oblicza sig t¢ ramg obiema metodami. Uzyskane
wyniki obliczefi naniesione sg na rys. 9b.

5. UwaGl KONCOWE

Sporzadzone wykresy bimomentéw uwidaczniaja wyraZnie wplyw konstrukcji
wezla na przenoszenie sig tych wielkosci w przekrojach przyweztowych. Dla wezltéw
o duzej sztywnosci przesirzennej (np. dla wezla 3B) moina uwazaé, Ze bimomenty
w przekrojach przyweztowych sa niezalezne od siebie. Dla wezléw «normalnychy»
(takich jak np. 2B) nalezy w obliczeniach uwzgledni¢ efekt podainosci wezla i jego
wplyw na rozklad bimomentéw w przekrojach przywezlowych. Idealizacja pracy
wezta ramy w my$l przyjetej tutaj teorii daje dobre wyniki dla prawidtowych weztow.
Uwzglgdnienic wylacznie stanu tarczowego dla wezla poréwnawczego 14 oznacza,
7e gbérna pélka rygla nie przenosi zadnych sit w obrebie wezda. W rzeczywistoéci sity
z potki gbrnej przekazuja sig na wezet wskutek zginania érodnika. Powstaje tu stan
naprezenl i odksztafcen odbiegajacy od przyjetego w techmicznej teorii skrecania
pretéw  cienkosciennych W. Z. Wrasowa (odksztalcalnosé konturu przekroju
przyweriowego rygla). Thimaczy to odbiegajacy od pozostalych przypadkow wykres
bimomentéw na ryglu dla wezla 14 (rys. 8).

Poréwnanie odpowiednich wynikéw dla wezléw, traktowanych jako uk!ady
tarczowe i plytowo-tarczowe, pozwala na okreélenic wplywu szitywnosci plytowej
elementow wezla na sztywnoéé calego wezla ramy.

Maksymalne odchytki w wielkodciach bimomentéw uzyskanych z obliczeft
i okre§lonych na podstawie badan modelowych nie przekraczaja 10%. Ma tu swdj
wplyw ograniczona doktadnoé¢ pomiaru wzglednych odksztalcer. Daje to w efekeie
najwigksza réZnicg przy pomiarze odksztatcenn w glowicy stupa dla przypadku wezla
3B. Wyniki pomiardw dla tego przypadku siggaly wartosci 6-8 dziatek na skali
mostka, co przy dokladnofci samego urzadzenia (4-6 dziafek) staww. ten jeden
wynik pod znakiem zapytania.

Przyjeta teoria przy stosunkowo rzadkiej siatce dyskretnej wydaje si¢ spelniaé
postawione jej warunki i stosunkowo dobrze nadaje si¢ do opisu rzeczywistego
stanu pracy ramy cienkosdciennej. '
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Pezwome
AHAJIM3 PAM M3 TOHKOCTEHHEIX DJIEMEHTOB

" ‘Ha dome momyueHBeIX Yo CHX MOp DEsyNETATOB, NPNTONEH HOBEIE METON DAciera TOHKO-
CTEHHLIX PAM, KOTOPELX IO MMEBHEO ABTODE, NAeT PesyILTaTs Ommkeé peticTeATenbROCTH. CocTas-
JIOMEC YACTH PaMbl, CTEPREH W Y37IEl PACCMATPHBAIOTCS HE3aBRCHMO. -CTepKHH OTHOCHTCH
K. TeOpBH CTECHCHHOTO kpyuchms B, 3;- Bracosa. Vanbl paMbl HCCHENYIOTCA METOOM KOHGUHAIX
BNEMEHTOB, BRIBCIICHET MaTpaua MeCTKOCTH CTEPAI [0 OTHOUIGHHIO K IPOHIBONBHON NMPAMO-
YTOIHOH CHCTEME KOODHEEAT H MATPRITEI KECTKOCTH Il HICMCHTOB COCTABHOTO Y3Id DAMEL
Hpeﬂc*raune}m DOPMYITEL ‘I OTIPEAEIICHRAN ManH.HH Y3714, DMEMEHTHEI KOTOPOH OTHOCTICH X
TePeMEeTEHAAM UPHYSIOBHX  COUCHIH, DKCOSPUMEHTAILHERS HCILITARES HA MOHEIM DPAMEI HOXa-
BAJTE XODOIIE® COOTEETCTENE G PE3YABTATAMY TONYICHHLMA TEOPETHIECKHM NyTeM.

SUMMARY

THE ANALYSIS OF FRAMES MADE UP OF THIN-WALLED ELEMENTS

A new m.ethod ana1y31s for thm-wailed frames has been developed and aclded to the one used
np till now. In the author’s opinion it gives more accurate results. Both components of the frame,
thin-walled members and corners are considered separately. In reference fo fembers, Viasov’s
theory of warping torsion is used. The finite element method of analysis for frame corners with
«dimensions is assumed. The stiffness matrix of a thin-walled member of open section seven degrees
of freedom is given whereby an arbitrary orthogonal coordinate system is valid. Also the stiffness
matrices of corner parts are determined. The rule for the calcu!aﬂon of frame corner stiffness matrix,
the eleménts of which refer to dlsplacemeuts of members cofiverging at this corner, ] has been present-
ed. Model mvestigatlons are in comphance with the resuits obtamed by computatlons accordmg
%0 the ‘réles ‘sef in “this article.
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