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O PREDKOSCIACH FALI KULISTE] W IZOTROPOWYM MATERIALE
SPREZYSTYM

ZBIGNIEW WESOL OWSKI (WARSZAWA)

Na podstawie teorii powicrzchni niecigglosei konstruuje si¢ kulista fale przyspieszenia. Z kolei
konstruuje sig kulista falg biezqca i wyznacza predkosé fazows i grupowa. Pokazano, ze predkosé
fazowa jest wicksza od predkosci propagacii i prédkosci grupowej. Dla dostatecznie duzych czg-
stodci predko$e propagacii jest srednia geometryczna predkosci fazowej i grupowej. Pokazano
réwniez, zo predkosd sygnatu jest mniejsza od predkosel propagacii. Udowodniono, Ze fala kulista
jest sumg fal plaskich i 2e fala plaska jest suma fal kulistych.

W licznych podrgcznikach i monografiach omawia sig falg kulista w izotropowym,
liniowym materiale sprezystym. Wiadomo, 7e jest to fala dyspersyjna, ktdrej pred-
kosci zaleza od czgsto$ci. Na ogdl poprzestaje sig jednak na wyznaczeniu predkosei
propagacji fali podhuznej i poprzecznej, ktdre okzeslone sa takimi samymi wzorami,
jak dla fali plaskiej. Nie. wyznacza si¢ ani predkosci fazowej, ani grupowej, ani
predkosei sygnatu. Nie omawia si¢ tez zwigzku z falg przyépieszenia i plaska fala
sinusoidalng. - _

Opracowanie niniejsze ma na celu oméwienie wzwartej postaci calosci zaga-
nienia. Podstawa rozwazan jest. teoria powierzchni nieciaglodci w najprostszej
wersji i liniowa teoria sprezystodci.

I. ROWNANIA PODSTAWOWE

Podstawg rozwazaf sg réwnania liniowej teotil izotropowego ciata sprefystego:

(1.1} & =gy,
(1.2) =gt g+ 2ue,
{1.3) o)== plit

Przez uy, ;;, T oraz p oznaczono tutaj odpowiednio wektor przemieszczenia, tensory
odksztalcenia i naprezenia oraz gestosé. Pionowa kreska oznacza rézniczkowanie
kowariantne, kropka — rézniczkowanie wzgledem czasu (w teorii liniowej réznicz-
kowanie czastkowe i materialne s3 nieodréznialne), a A oraz u s3 stalymi Lamégo.
Podstawienie (1.1} oraz (1.2) do (1.3) prowadzi do nastepujacego ukfadu
TOWNAN ; '

(1.4) : . gtruP‘:Bil’k.ﬁ uklrs_pﬁz::())
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gdzie
(1.5) Bl i=Ag g+ ugu g+ ugi gt

Obliczénia!bgdziemy prowadzili w kulistym ukladzie wspéhrzednych =z, 9, 9).
Jesli przez x'={(x, y, z) oznaczymy wspdlrzedne kartezjaniskie punktu &, to zachodza
zwiazki

(1.6) x=rsin dcos ¢, y:réinélsinrp, z=rcos ¥,

Oznaczmy przez e, jednostkowe wektory w kierunku x%, a przez g, wektory baly
ukladu 8% Zachodzg zwiazki

_ g,=e;sind cos p+e,sinIsinp+e;cosd,
(1.7) g,=¢, cos cos g +e, cos Jsin p—ezsind,
g:=e sindsinp+e,sindcosg.

Wspohrzedne tensora metrycznego i symbole Christofella sg odpowiednio rowne:

_ 10 0o | 1 0 0

gu=10 r* 0 ., gF=|0 1/ 0 ,
o 2 oin2 § 2 oin2
(1.8) ¢ 0 r2sin 8 0 0 1/*sin2d

Iyy=—r, TIl=-—rsin?y, I'Z=-sindcosd,

F§32F5°’2=Ctg3; pozostale I‘,fm:(),

1
F122:F221=F133=F§1='ra
Symbole Christofella pozwalaja wyrazi¢ pochodne kowariantre wu, |, przez
pochodne czastkowe u, ., u

L.km:
— T
uifk—ui,k_r,-k”n .

U; !km :(uiik), m _-Fzrm (ur’k) _Fr::m (uilr) .

Na podstawie (1.5) i (1.8) otrzymujemy nastepujace wzory na wspohzedne
tensora B"S (w kulistym ukladzie wspdlrzednych):

' M J
Bu=4+2u, BU=5., Bli= 3 5

1‘2
12 pt3 21 _p3l__
Blz-Bm—'l: 312*313‘}%’

# -
sin? §°

(1.9} Bil=pr?, B=)42u, B3=
BLi=B3=1, By=Byi=u,
Bil=pr?sin?9, B22=psin®89, Bii=1i+2p,

Bi{=B3%=), BP=B¥=yu; pozostale B"*=0.
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Podstawiajac z kolei (1.9) do réwnan ruchu (1.4} i oznaczajac u,=(u, v, w),
dufdr=u, itd., otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

2 2 1 1
(1.10) (/1+2,u)(u,,+ u, —ru)+ z H (zt33+usctg.9+ g ¥ )-l—‘_

i 2
+ 5 A+ et ctgd) - F(l"'zﬂ) (vg+ovcig d)+

1 2
sz g AT W~ sy G20 wy=pil,

1
(1L11) (A2 +— (ﬁ+2ﬂ)”s+“(”rr+7m “"")+

(A4 ) wop—

1 1
+— -
2 U“”"‘” ("””*”“’tg ey, ”)+ rsin? 9

- #“T(i+2;£) w,clg 9=pv,
r?sin? 9

. 2 1 I
(L.12)  (A+pu,, +T (A+2u) uq,-i—rT (A+1)vg, +}'.7 (A+3wv,cigd+

1 1 1 ’ -
+u (Wrr_l_rT Wes =75 Waolg 3) g g A2 wee=pw.

Z powyiszego ukladu bedziemy korzystali przy dyskusji otrzymanych dalej
rozwiazan. Nie jest on podstawa rozwazah nad fala kulista.

2. FALA PRZYSPIESZENIA

Rozwazmy ruchomg powierzchnig &, na ktérej drugie pochodne wektora pree-
mieszczenia u; sa nieciagle. Pierwsze pochodne i przemieszczenie u, sg. ciagle w ca-
tym obszarze. Niech réwnanie powierzchni & bedzie réwnaniem nastgpujacym:

2.1 t=Y(), DO HEYO)—1t=0.

Powierzchnia & moze oddzielaé obszar zabwzony od niezabwrzonego. W takief
sytuacji zaburzenie dochodzi do punktu 6% w chwili r="% (0%). Wektor jednostkowy
normalny do & oznaczymy przez n;, a predko§¢ powierzchni & w kicrunku nor-
malnej #n; przez U. Zachodza zwiazki (por. np. [1]) \
' P, 1
m=—==, =,
Ve, v Ve v
Dla krétkoéci zapisu pochodne funkcji ¥ oraz @ oznaczamy indeksem bez przecinka.
Poniewaz pierwsze pochodne' welctora przemicszezenia u; sa ciagle na &, wiec
skoki drugich pochodnych tego wektora musza spetniaé zwigzki

2.3) (udel=a;nn,, [ill=—a;Un, [#]=a, U2,

2.2)
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Podwdjnym nawiasem oznaczono skok. Wektor #; okreSla wielko§¢ skoku i jest
nazywany amplitudg. Szczegdlowe wyprowadzenie zwigzkow (2.3), kidre przedsta-
wiaja szczegélny przypadek geometrycznych 1 kinematycznych warunkéw zgod-
nofci, podane jest np. w [1]. Ogdt zjiawisk na powierzchni &, na ktdrej pierwsze
pochodne pizemieszczenia sg ciagle, a drugie nieciagle, nazywamy falg przyspie-
szenia. Zgodnie z (2.3) skokowi przyspieézenia zawsze towarZyszy skok gradiemtu
predkodei. ‘

Roéwnanie ruchu (1.4) spelmione jest po obu stronach powicrzchni &. Ponicwaz
B;"S oraz p s ciagle, wige spelnione jest réwnanie

249 B[t li=p Lkl

Podstawiajac do tego réwnania zwiazki (2.3) otrzymwje sie warunek propagacji
powicrzchni &: :

2.5) ) (Qm“PUzgtk)ak:G;
gdzie Q. Jest tensorem akustycznym, odpowiadajacym kierunkowi propagacji n;:
2.6) . Qu=Brdnm,,

Tensor ien jest tensorem symetrycznym. Zgodnie z (2.5) amplituda ; jest wektorem
wlasnym, a iloczyn pU? wartedcia wilasna tensora Q;,. Wektory wlasne, odpowiada-
jace Téznym wartociom wlasnym, sa wzajemnie oriogonalne.

Ograniczymy si¢ teraz do punktowo-symetrycznej powierzchni nieciqglosei
0 Téwnaniu

(2.7) . t=¥{(r).
Poniewaz normalna do tej pqwiérzahni ma sldadowe
(2.8) | n,=(1,0,0),

zgodnie wige z (2.6) otrzymujemy tensor akustyczny:

: : A+2n 0O 0
(2.9 w=B1" = 0w 0
0 0 ur?sin? B

‘Warunek pl'opagacji (2.5) prowadzi w tym przypadku do wniosku, Ze istniejq trzy
mozliwe amplitudy i trzy odpowiadajgce im predkoei. propagacii:

L,0,0), U=V,

lk
4

2 e
*=(0,1,0), U=V ulp,

[~
I

.10)

3
ak

H

©,0,1), U=Vup.

Pierwsza z amplitud jest réwnolegla do kicrunku propagacii #,. Falg odpowia-
dajaca tej amplitudzie nazywamy falg podluzng. Pozostale amplitudy s ortogonalne
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do kierunku propagacy a" L P a 1 n,, . Fale odpowiadajgce tym amplitudom nazy-
wamy falami poprzecznymi.” W dalszych punktach niniejszej pracy zajmiemy sig
blizszg analiza fali podhuZznej. Rozwazania dla fali poprzecznej przebiegalyby
dokladnie w fen sam sposcb. :

N

3. PODLUZNA FALA PRZYSPIESZENIA

W celu uploszczema zapisu b@dzwmy pomgah Wqudzw wskaznik 1 (por. (2.10)).
Mamy WIQC ‘
G a*=(1,0,0), U=V (A+2u)jp.
Jak wynika ze zwiazkéw (2.2) oraz (2.1) funkcje ¥ oraz @ sa nast@pujécce: B

¥ ¥
[ — e —— e
(3.2) W=t B=-i

Przedstawmy przemieszczenie u; w -postaci nieskoficzonego szeregu:

' (6%, 1)= Z Syiz (Dg/ (650,
(3.3 =0
S~i[ (gqs|+¢s)] v=1,2,3,....

Zgodnie z (3.3) przemieszczenie i’ oraz jego p1e:rwsze pochodne sg c1qg1e na &.
Nieciagla jest druga pochodna i pochodne wyzszych rzedéw. Blizsze uzasadnienie
celowosci takiego przedstawienia funkgji u; podane jest w [2] oraz [3]. Istotne zna-
czenie ma nastgpujaca wlasno$é funkgji S, (&):

' as@_
(3~4) - dib ~Sv—1s V=1,4,3, ...

Funkeje S5, sa liniowo niezalezne. Funkcja S, jest funkcja Heaviside’a.
Podstawiajgc wyraZenie (3.3) dc réwnan ruchu (1.4) otrzymujemy réwnanie
postaci

2 S, ()R, (0%, 1)=0.

Roéwnanie to mozna spelnic przyréwnujac wszystkie R, do zera. Otrzymujemy
W ten sposéb ukiad réwnan na funkcje g,! (6%, 0):
(3.5 (B P, Py pga) g0° =0,
(3.6) (B B D, —pgu) 81" + (B B, 8" + B/ P, 26M, +2p 215X + _
_ . , + (B._ers D,|s+B/7, P)do*=0,
3.7 | (B D D~ pgu) gy, o+ (B Brgh, [+ B D Bt
+2pgudt, )+ (Bi’,j D) A+B S, DY gk + Lgt=0, v=0,1,2,...

Rozprawy Ingynierskie — 10
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Zauwazmy, 7e wyraZenie wystgpujace w pierwszym nawiasie kazdego z réwnan
(3.5), (3.6) i (3.7) jest proporcjonalne do (Ou—pU? g). Zgodnie z (2.5) zachodzi
‘wiec zwiazek
(3.8) gt =xrqd",

gdzie Kxo=kKo (6% 7} jest skalarnym parametrem. Zgodnie z (3.1) mamy wigc

(3.9 gi=wy, g3—85=0.

W celu wyznaczenia parametiu «, pomndézmy réwnanie (3.6) przez a'. Zostaje
w ten sposob wyrugowana funkcja g [por. warunek propagacji (2.5)] i réwnanie
to zawiera tylko jedna niewiadoma r,. Wprowadimy krzywa 6'=8'(v), t=1()
okredlona réwnaniami rézniczkowymi

s

dh :
= BB B,

(3.10)
d_, o
R PR @
Podstawienie (1.9), (3.1) oraz (3.2) do (3.10) prowadzi do réwnan
- dr dy dp dth
( . ) ——_ZPU; a;-—dv kO’ dv— P -

dy

Po scalkowaniu i porinieciu nieistotnych dla dalszych obliczest statych calkowania
otrzymujemy

(3.12) ‘ r=2pUy, §=const, @=const, ¢=2pv.

Réwnania (3.10)-(3.12) sa réwnaniami bicharakterystyki réwnania ruchu (1.4).
Ich cze$¢ przestrzenna jest réwnaniem promienia akustycznego. Pokrywa si¢ on
z prosta d=const, p=const. Celowosé wprowadzenia bicharakterystyki polega
na tym, ze rownanie (3.6) pomnozone przez ¢ sprowadza si¢ do réwnania wzdiuz
bicharakterystyki: .

dig 16
3.13 ——=0
(3.13) dy v
Zgodnie z (3.12) otrzymujemy stad

drg ¥y
(3.14) g T—O,

1

3.15) rco:Co";,

gdzie C, jest stala,
Przejdziemy do wyznaczenia z kolei funkcji g,*. Podstawiajac wyliczone wyiej
2ot do réwnania (3.6) otrzymujemy réwnanie

(3.16) ' (B D, D, —pgu) 8. =0.
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Poniewaz wielko$¢é w nawiasie jest proporcjonalna do wielko$ci w nawiasie w
warunku propagacji {2.5), zachodzi wiec rdwnosé

3.17 gF =y, d",

gdzie 1y jest nicznana funkcja. W celu wyznaczenia tej funkcji mnozymy rdwnanie
(3.7) dla v=0 przez &' eliminujagc w ten sposéb funkeje g,*. Podstawiajac do tak
otrzymanego réwna_ni'a amplitnde o oraz wyznaczone wyzej gof otrzymujemy
rownanie na funkcje x,:

diey 10y Co

(.18) v 4p? Uy® '

Po zamianie zmiennych (3.12) réwnanie to przechodzi w rdwnanie

de, w, CyU
(3.19) 4 =

dr - r ¥

ktérego ogdinym rozwigzaniem jest funkcja

c, CU
(3.20) Kl:T_ 2

Przez C, oznaczono stala catkowania. Postepujac w analogiczr}y sposéb z rdwna-
niem (3.7} dla v=1, 2, 3, ... otrzymaliby$my ostatecznie przemieszczenie u w postaci

(3.21) w=[Co(L.)+C (I)+Co (L) +.1d .

Kazde z wyrazen przy C,, y==0, 1,2, ... jest rozwigzaniem, ktorego pochodne rzedu
v+2 sg nieciagle na powierzchni &. Rozwigzanie (3.21) przedstawia wigc sume
fali przyspieszenia oraz fali rzedu trzeciego, czwartego itd. PoniewaZ zamierzamy
rozwazal tylko falg przyspieszenia, wige przyjmiemy, Ze stale dowolne €y, C,, Cs, ...
sg rowne zert. Zwigzek (3.20) zasigpujemy wige zwiazkiem

Co U

2

(3.22) =

Podstawiajac otrzymane wyzej go* oraz g,* do réwnania (3.7), dla v=0 otrzy-
mujemy réwnanie '
(3.23) (B P, Dy —pgu) g2 =0,
kidre prowadzi do zwigzku
(3.24) g.F=rx,a". .

Funkcje x, moina wyznacry¢ w taki sam sposéb, jak funkcje x, oraz «,. Spelnia
ona rownanie
dic, 1,

(3.25) ) W+7:0,
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ﬁtérego: rozwigzaniem jest funkcja .

LG
(3.26) - K=
Zgodme z podang wyzej dyskus}zg przy;mu_]emy C,=0. Wszystkie porostale g,
oT3Z I, spehliajq takie same zwigzki, jak g, oraz w,. Zgodme wige z (3.3), 3. 15)

oraz (_3 22) otrzymujemy rozwigzanie dla kullstej_ fali przyspieszenia:

(3.27) W= Cya® [ S, (D) — U& (qﬁ)]

4. PODLUZNA FALA BIEZACA

Jak wyzej podkresliliSmy, istoine znaczenie przy Komstruowaniu rozwiazania
(3.27) ma wlasno§¢ (3.4) funkcji S, (@), a nie szczegdlna budowa tej funkeji okres-
lona przez (3.3). Wynika stad, 7e ze wzorn (3.27) mozna natychmiast otrzymaé
inne rozwigzanie, je§li funkcje S, (@) zastapi¢ dowolng funkcja T, (@) spelniajaca
toZsamoss o
4.1 ey
{ . ) "KE* v—1

Funkcjg ;cakeg jest 'w szczégélnos’ci funkcja

1
(42} . . v(@) ( )v iwtﬁ,

gdzie w Jest ustalonym parametlem Zgodme z (3.27) rozwigzaniem toéwnan tuchu
jest wigc funkcia

1 U '
{4'3) ‘ M!{: Coak ( - 2) eiw(b .
ro i :
Rozwigzanie to ‘nazywamy falg biezaca. Zgodnie z (3.1) 1 (3.2) mamy wige
1 U r
4.4 = oo {—— =w=
{4.4) u=Cp ( p z‘wrz) exp [ra) ( U t)] , v=w=0

‘Latwo sprawdzié, ze funkcja (4.4) spelnia tozsamosciowo réwnania ruchu
{1.10)-(1.12). Rozwazania podane w poprzednim punkciec mialy na celu wyselekcjo-
nowanie rozwigzania o okreflonej budowie, §cisle zwiazanego z kulista, podluing
fala przyspieszenia. Nalezy podkreslié, ze zadanie w=u(r, t), w=0, v=w=0 nie
prowadzi bezposrednio do rozwigzania (4.4), gdyz rozwigzaniem spelniajacym te

warunki jest np. funkcja
— 1 J ( r) 1514

Wzdr (4.4) przedstawia formalne, zespolone rozwiazanie réwnah ruchu. W celu
znalezienia rozwigzania rzeczywistego nalezy zbudowaé odpowiednia kombinacje
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liniows rozwigzafi (4.4). PoniewaZ (4.4) jest rozwiazaniem dla kazdego i kazdego
Cy, Wige rozquamem jest rownieZ funkcja

1 u [
'(4.5) : C, (T—-———m;’?) exp[——zw(f}:%t)],

gdzie C; oznacza liczbe zespolona sprzezona z C,. Jest widoczne, 7e rozwigzanie
(4.5) jest réwne u*. Rozwigzaniem rreczywistym jest wiec

o1 .
ﬁ=?(u+u*)zReu,

1 U " o
=Re{(_;‘o (T_ o ) exp [iw({?-— t)]} R 'vmw:O,.

co po rezwinigeiu funkcji wykladniczej prowadzi do rozwigzania

u:T_ 1+Wcos o\ g7 -, d=w=0,

(4.6)

“.7)

gdzie D, jest dowolna étalq rzeczywista. Wyrazenic w nawiasie kwadratowym jest
faza. Powierzchnie stalej fazy sa w rozpatrywanym przypadku powierzchniami
r=const. Predkoé¢ punktu przecigeia powierzchni stakej fazy

( r oY _
4.8) @ \?-— t) —arcig(—;)zconst

. .
z promieniem akustyczoym, a wigc prosta $=const, p=const jest predkoécia fa-
zowg U;. Réwnanie (4.8) definiuje funkcje r=r (t) dla k’coreJ drjdt=U,. Rozmcz—
kujac (4.8) wzglgdem czagu, otrzymujemy

Uz -1
(4.9) U=U [1 - m] .

Jest widoczne, ze U, U. Jedli r—oo, to predkosé fazowa dazy do predkosci propa-
gacji U,

Przejdziemy do predkosei grupowej. Rozwazmy w tym celu dwie fale o czestos-
ciach w+dw oraz w-— Adw, gdzie dw jest mﬁmtezyma]me male. Przemieszczenie
jest w tym przypadku okreflone wzorem

D, Uz ) ro U
4.1 Q:T ]/l—l-(a)——i—ﬁW_COS [(CD + Aw) (E“t)“arc’fg(_mg)—r)]'!‘

Dy ) Uz— A ;_ _—U__
+T 1+(—-—a) d0)r ZCOS[(CO w)(U t) arctg( (w—Aw)r)]‘
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Po rozwinigciu w szereg i pominigoiu 4w w potegach wyZszych niz jeden otrzy-
mujemy

’ ~ DD}/ Uz— A i_t______rU — "
@1y a=| =Y 1+ Seosdo |G- o

ol -]

Rozwigzanie to przedstawia fale (4.7) z amplituda zmieniajaca sie w czasie i przestrze-
ni tak, jak wyraZenie w pierwszym nawiasie. Amplituda ta jest stala na powierzch-
niach, na ktérych '

_ - r 7 rU
(4.12} F_ f— mj =const.
Predkosé punktu przecigcia tych powierzchni z prosta $=const, p=conust jest
predkoscia grupowa U, Réwnanie (4.12) defininje funkcje r=r (), przy czym
dr{dt=U,. Réiniczkujac wzgledem czasu otrzymujemy

Uz 2,.2 wz Uz -1
wz ,.2+ U2 + (COZ ’.2+ UZ)Z]

@13) Ug=U[1_

Ze zwiqzk(’)w (4.13) i (4.9) wynika U,<U,. Jedli r—o0, to predkoéé grupowa dazy
do predkodei propagacjt U. Eatwo pokazaé, ze dla dostatecznie duzych czestodei
@ zachodzi zwigzek

@.14) U, U,=U?.

Dla ro<U predko§é grupowa jest wicksza od predkosci propagacji U.
Omdwimy teraz predkos¢ sygna-

7
Ty tu U,. Sygnal nadany w pewnym,
e ustalonym punkcie r, zdefiniowany
—_ T T jest funkcja

0 dla <0,

sinmgt dla £20.

(4.15) g(t)=l

CzestosC w, jest czestoseia sygnalu.
Funkcja (4.15) moZe by¢ napisana
w dogodniejszej postaci

116 1 do ot
(416) g)=3-Re [ = emiet,
Rys. 1 gdzie m jest dowolna krzywa lezaca

ponad punktem =g, (rys. 1). Na
krzywej m* mamy o=Re @ +ioco i funkcja podcatkowa dazy do zera dla <0, a wigc
g(1)=0 dla 1<0. Krzywa m™~ okraza punkt osobliwy @=wm,. Catka (4.16) jest w
tym przypadku dla >0 réwna residuum w punkcie w=cw,, ktére jest réwne
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27i exp (—iwg t). Sygnat (4.15) zostal wigc rozlozony na drgania sinusoidalne
o czestoiciach @, —oo<m<oo | amplitudach dw/27 (w—wo).

Zgodnie z (4.4) 1 (4.6) fala biezaca o czgstodci @ powoduje w punkcie ry prze-
mieszczenie

(4.17) #i(ro, f)=Re {[c0 (1_ v )e"‘"%] e'_m,}.

ro ior;

Wyrazenie w nawiasie kwadiacowym jest niezalezne od czasu. Drgania (4.17) po-
woduja wicc w punkcie r przemieszczenie (4.6). Nalezy podkresli¢, ze drgania te
nie sa sygnalem w sensie podanej wyzej definicji,-gdyZ nie rozPoczqiy sie¢ w chwili
t=0. Drgania

dw ]
(4.18) Re——— ¢~iot

m_wo

powodujg w punkcie r przemieszezenie (4.6) pomnozone przez stosunek amplitud
drgan (4.18) i (4.17). Przemieszezenie w punkcie r, wywolane przez drgania (4.18),

jest wige réwne 1 U i
o (el
(4.19) Re P i U T
(;;— - o ) expiw o

Przemieszczenie w punkcie r wywolane sygnalem (4.15j jako suma przemiesz-
czef wywolanych przez drgania postaci (4.18) jest ostatecznie réwne

1 U.
| dor ¢ ior? fr=rg
{4.20) u=5 Re g B Fexpiw |t
" ro  dwrd
lub po przeksztatceniu
R T R do  dwr—-U . (r—ro )
421 u=5- 3 Re g iwro—U expim .

U

Nalezy zwréci¢ uwagg, 7e funkcja podcalkowa ma oprécz bieguna w=w, funkeji
podeatkowej w {4.16) réwniez biegun
‘ iv
(4.22) o=——.

Fo
To pojawienie sig nowego bieguna wymaga dokladnicjszego ustalenia krzywej
calkowania m. Jak podkreslono wyze] przechodzi ona pomad punktem c=u,.
Gdyby przechodzila ona ponizej bieguna (4.22), to otrzymalibyémy dla r=0,
rer, przemieszezenie i proporcjonalne do residuum w punkcie w=—iUfry, ktdre
nie jest réwne zeru. Zaczynajacy sig w chwili =0 sygnat nie moZe jednak wywolaé
przemieszezenia w punkcie r>ry juz w chwili £=0. Stad wniosek, Ze krzywa calko-
wania m przechodzi ponad punktem osobliwym (4.22) (krzywa m na rys. 2).
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o Catki wzdluz krzywych m, m*, m~ (rys. 2) sa sobie réwne. Na kizywej m* dla
tU<r—ry funkcja podecatkowa jest réwna zeru. Zachodzi wiec zwiazek

(4.23) =0 dla r—re>tU.

=n

Inash
=

Rys. 2

Catkujemy z kolei wzdiuz krzywej m™ (rys. 2). Krzywa ta obiega punkty osobliwe
w=wp 1 w=—ilfr,. Dla r—ry< Ut funkcja wykladnicza jest w tym przypadku
w nieskoficzonosci réwna zeru, a calka jest réwna sumie residuum w punkcie @ =w,
i residuum w punkcic w= —iUfrg:

~ F
(424) a=FRei

F

U ro U fr—ry -
+mo—(;:— l)exp ;;J( g T t)} dla r—r, < Ut.
Jest widoczne, ze zaburzenie rozchodzi siz z predkoseia propagacji U (por. (4.23)

i (4.24)). Proste przeksztalcenia prowadzg do wzoru-
re 1

(425 a =;2“*"‘U2 +co§:3

Cr—rp
[(U«H—o)g Fro) ST g (a‘- UO )-I—

el | 21
F o U(r—ry)cosmg | 1— U —awo U(r—rp)expl — 1= o

Fg
dla r—ry< Ut

Jeshi wo ro» U lub w, ro< U, to decydujace znaczenie ma pierwszy wyraz w
nawiasie kwadratowym. Przedstawia on drgania sinusoidalne o czestodci w,, ktdre
TOZpoczynajy sie w chwili t=(r—r,)/U. Suma wyrazu drugicgo i tezeciego jesi wtedy
réowna zeru. W chwili dojécia zaburzenia do punktu r jest wige 5=0. Dla duzych
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t ustalajg si¢ drgania, ktdre s3 sumg dwu pierwszych wyrazéw w_nawiasie, a wiec
drgania postaci

) ( F—7g )
Sin g tﬁﬂ-U—+const .
Dlap=w, [t—(r **fo)/U] typowy ksztak funkcji

h=Asinp+B[cosp—exp(— Cp)]

(4, B, C sq to stale; por. (4.25)] pokazany jest na tys. 3. Zaburzenic dochodzi do
punktu r-w chwili 7=(r—rg)/U. Sygnal odebrany w tym punkcie jest zdeformowana

b

Rys. 3

sinusoida (rzgdne funkeji 4(p) zaznaczone s liniami pionowymi). Picrwiza poldwka
tej sinusoidy moze byé mniewykrywalna dla odbiornika sygnalu (urzgdzenia mie-
rzacego przemieszczenic), kiGry zawsze ma pewien prég ciulosci. Odbiornik ten
reaguje dopiero na dostatecznie duze przemicszezenie, kidre pojawia sie w chwili
pornigjszej niz t=(r—ro)/U. Czas przejicia sygnalu jest wiec wickszy mniZ czas
przejécia frontu fali. Wynika stad, ze predkosé sygnatu U, jest manicjsza niz predkosé
propagacji U, \US< U. - ‘

5. SUPERPOZYCIA FAL KULISIYCH 1 SUPERPOZYCJA. FAL PEASKICH

Podamy na Konicc prosta interpretacie fali biezacej (4.4). Nicch r oznacza wektor

polozenia punkiu (r, 3, ¢), a n wekior Jednosﬂcowy Jednym z rozwigzafi réwnan
(L.4) jest Tunkcja

5 '(r-n ) : _]//lﬁ,u_
5.D u=nexpio|\———1], U= P

Funkcja ta przedstawia plaska fale sinusoidalna. Skiadowa przemieszczenia
u w kierunku wektora r jest rdwna

o r r-n (r-n )
R .= . = —‘t .
(5.2) =1 p - exXp i U
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Oznaczmy przez (7, § §) wspolrzedne tego punkty, dla ktérego wektor polo-
zenia r jest kolinearny z wektorem n i dla ktérego n-r=n-r (por. rys. 4). Oczywiscie
S (3.3) r=rg,(r,% 0), n=g (i3, @),
a wige zgodnie z (1.7)
(54)  r-n=r(sinIsin psinFsin@+sin Jcos psinJcosp+

+coscos ).

Wyznaczymy przemieszczenie u odpowiadajace natozeniu
si¢ fal propagujacych si¢ we wszystkich mozliwych kierun-
kach pétprzestrzeni z jednakowymi intensywnosciami. Nalezy
w tym celn scatkowaé (5.2) po powierzehni potkuli. Ze
wrzgledu na symetrig zagadnienia styczne sktadowe przemieszczenia u sg réwne zeru.
Dla wygody obliczent bedziemy wyznaczaé catkowite przemieszezenie promieniowe
w punkcie (r, 0, ¢). Mamy wiec

)2 ) 2n _ren ren
(5.5) u:]ui:f dB-fd(ﬁsinBTeXpim(T—t)
0 0 "
lub po podstawieniu (5.4) dla 9=0
H2oozw rcosd .
(5.0 u=f a9 f sinH cos Jexpio (*—t—j—r).
Q 0

Catkowanie wzgledem @ jest elementarne. Przez podstawieﬁie's:cos & sprowa-
dzamy caltke wzgledem § do calld

57) J‘ Jsoxn (rs‘ ) (SU U2 ) i (rsl )
(. sdsexpio \ 1] =|-—= Gory expio ;1.
Podstawiajge odpowiednie granice otrzymujemy na koniec .

59) ' iU (1 u ) . (r )

(5. = —2x pl - eXpiw |7, f),

a wice z dokladnoscia do stalego wspolczynnika rozwigzanie (4.4). Fala kulista
moze wigc by¢ uwazana za sume fal plaskich. Ze wzgledu na kulista symetri¢ za-
gadnienia wzér (5.8) jest prawdziwy dla kazdego 9. Nalezy podkresli¢, ze catkowanie
rozciggnigte jest na pétkule. Cafkowanie po calej kuli wlczytoby do (5.8) plaskie
fale sinusoidalne, ktére od punkiu (r, 9, ¢} dochodza do nieskoficzonodci.

Dla kompletnoci pokazemy jeszcze, 7e plaska fala sinusoidalna moze byé
uwazana za sumeg fal kulistych, a wiec twierdzenie odwrotne do podanego wyzej.
Fakt, ze kazda fala sinusoidalna jest sumg fal kulistych jest tvefcig twierdzenia
Fousiera.
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Niech z kazdego punktu plaszcezyzny z=0 (rys. 5) rozchodzi sie fala kulista (4.4).
Prrzemieszczenie w punkeie (0, 0, z) ma nastepujaca skladows pionowa

4

z
(5.9) #,=ucos(r, z):u-r—,
gdzie
(5.10) rr=z2+m>.

Przez m oznaczono odleglosé érodka fali kuliste] od osi =

12

N e
xY
Nz
.\\
2 RN
:)\\ el N
ff >\ \_\ \\l
SN S S g
arm \\\ / ) x
e _7_7_,.//
Ny
Rys. 5

Zgodnie z (4.4) i (5.9) pionowa skladowa wypadkowego przemieszczenia jest
okre$lona wzorem :

x z
(5.11) ﬁ,=f dmZﬂmuﬁr—=
o -

o s (o (] U CVEem
=2n Uexp(—za)t)z"f m .m(22+m2 10 (1 m)P )expzw T
4]
Zamieniajac zmienne i catkujgc otrzymujemy
5.12 7, =2 i OOd’ ! v .
(53.12) = nCozexp(—Icot)f i(r - _mrz)explmUh
e

=2x Cyzexp (—z'coz)ﬁexpico o

z

Podstawiajac granice catkowania mamy na koniec

~ U - Z
{5.13) 1rz:2nCogeszw 7
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Ze wzgledu na symetrie zagadnienia poziome skladowe wypadkowego przemiesz-
czenia £g réwne zeru. Zwiazek (5.13) przedsiawia wige plaska fale sinusoidalng
(5.1} (z dokladnoscia do stalego mnoznika}. Ze wrgledu na symetrie zagadnienia
zwiazek (5.13) prawdziwy jest dla kazdego punkiu {x, y, 2), a nic tylko dla punkt_u
0,0, z).
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PesroMme

O CKOPOCTAX COEPHYECKON BOJIHBI B M30TPOITHOM VIIPY['OM MATEPHWAIJIE

OmHpasch Ha TEOPHY? [OBEPXHOCTeH paspeisa CIpoOHTCE chepuveckas BOJHA YCKODEHHN™
B ceowo ouepenp crpowtces chepmueckan Oerylasd BOJHA H ODPEACHAIOTCA $a30Bafd B TPYIHOBAN
ckopocTH. Iloxasano, 4To da3oBas ckopocTh 0OMLIE YeM CKOPOCTH PACHDOCTPaHCHHA H TPYRIO-
Bas CKOPOCTE, JinA nocTaTOYRO GONBINHX 92CTOT CKOPOCEh DRCIpOCTDAHEHMS SBISCTCA CpefHel
reoMeTpHYecKoil $ha20B0ii 1 rpynmoBoit ckopocreil. ITokasano TOKE, YTO CKOPOCTS CHTHANA MEHBIIE:
ueM CKOPOCTE pacupocrpadeHda. Hoxazano, uTo cthepuveckas BOJIHER ABISCTCH CyMMONR TUIOCKEX
BOJIH B YTO INIOCKA# BOJHA ABIDETCH CyMMOM chepHYecKmx BOIH.

SUMMARY

ON VELOCITIES OF SPHERICAL WAVES IN ISOTROPIC ELASTIC MATERIALS

Using the theory discontinuity surfaces the spherical acceleration wave is constructed. Sub-
sequently, the moving spherical wave is built and phase and group velocities are evaluated, It was
shown that the phase velocity is greater than the propagation velocity and group velocity. For
sufficiently large frequences the prepagation velocity is the geometric mean of the phase and group
velocities. It was also demonstrated that the velocity of signal is smaller than the propagation velo-
city. It was proved that the spherical wave is a sum of plane waves and the plane wave is a sum
of spherical waves.,
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