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ROZWIAZANIE DYNAMICZNEGO ZAGADNIENIA KONTAKTOWEGO
DLA TERMOSPREZYSTE) POLPRZESTRZENI

WACLAW FRYDRYCHOWICZ (WARSZAWA)

W pracy podano rozwiazanie dynamicznego zagadnienia kontaktowego sprzefonej termospre-
zystej polprzestrzeni z mieszanymi warunkami brzegowymi (2.19) i (2.20). Stosujac podwdjna
transformacje Fouriera, zagadnienie to sprawdzono do uktadu dualnych rownah catkowych (2.30),
ktéry rozwiazano metoda szeregéw. Przedstawiajac nieznane funkeje by (x) i b, (x) w postaci
(3.1} uktad ten sprowadzono do dwdch réwnan w postaci szeregéw (3.16), zawierajacych nie znane .
wspolezynniki ay 1 by, Wspolezynniki te wyznaczamy z réwnan (3.16) zmodyfikowang metodyg
ortogonalizacji Schmidta,

1. WsTEP

Mieszane zagadnienia brzegowe wysigpuja w wielu galeziach mechaniki oérodkéw
ciggltych. Ich przykladami sg m.in. zagadnienia kontaktowe i szczelin.

Wprowadzenic transformacji catkowych bardzo ulatwilo poszukiwanie roz-
wigzan takich zagadnien. Mimo to czesto jeszeze napotyka sie na duZe trudnodc
matematyczne, szczegdlnie przy rozwigzaniu ukladow dualnych réwnas calkowych,
do ktdrych z reguly daja sie sprowadzi€¢ powyZsze zagadnienia.

Wicle ciekawych probleméw kontaktowych rozwigzal I N. SNeppon [1]. W
przypadku, gdy warunki brzegowe sa dane na obszarze péhieskoficzonym (zagad-
nienia dwuczesciowe), wygodnie jest stosowaé metode WieNERA-HoPFA [2]. W. F.
Yau i A, 8. CARMAK [3] po dokladnej analizie i poréwnaniu wynikéw stwierdzaja, -
%¢ do rozwigzania mieszanych zagadnied brzegowych trzyczedciowych metoda
Wicnera-Hopfa, przy ktdrej trzeba aproksymowaé jadro, jest mniej zalecana niz
metoda szeregdw. Mieszane zagadnienia brzegowe, ktdre daja sie sprowadzié do
ukfadu dualaych réwnan catkowych, sa z reguly bardzo frudne do rozwiazania.
Trudnos¢ ta polega przede wszystkim na podaniu rozwigzania w formic zamknie-
tej. Rozwigzania przyblizone mozna uzyskaé stosujac metodg szeregéw. S. Itou.
LA, AtsuMi [4] oraz 8. ITtou [5] powyzszym. sposobem rozwigzujg dynamiczne zagad-
nienia dla ofrodka Cosseratdw. : : ‘

W niniejszej pracy metodg szeregéw stosujemy do rozwigzania ikladu dualnych
réwnan catkowych, do ktdrego daje si¢ sprowadzié dynamiczne zagadnienia kon-
taktowe termosprezystosei zdefiniowane w p. 2. Do rozwazanego nizej ukladu
réwnai (2.30) nie mozna zastosowaé metody podanej przez G. Szerera [6] ani
I. N. SNeppona [7], poniewaz téwnania te nie daja sie rozdzielié ze wzgledu na
posiaé jadra. ' '
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Stosowane W pracy operatory F -1, Fo, Fo ! sa odpowiednio odwrotng
wykladniczg, kosinusowa i sinusowa transformacja Fouriera. O funkcji f(x) zakfa-
damy, ¢ jest klasy L, (—co,c0) i, posiada pochodna z wyjatkiem co najwyzej
skonczonej liczby punktéw, w ktérych jest lewo- i prawostronnie ograniczona.
‘Talozenia te warunkuja istnienie transformat Fouriera.

2. SFORMULOWANIE I SPROWADZENIE ZAGADNIENIA DO UKLADU DUALNYCH ROWNAN
' CALEOWYCH ‘ o

Rozwazmy nastepujace zagadnienie plaskiego stanu odksztatcenia: po plasz-
czyZnie ograniczajacej termospreZysta polprzestrzen _ '
Q={(x,y,2): —oo<x<o0, y<0,  —oo<z<o0}
porusza si¢ ze stala predkoscig V<c, W dodatnim kierunku osi x ogrzany stempel

o szerokoéci 2, rozciagajacy sig nieskoficzenie w kierunku osi z. ,
Zakladamy, Ze cialo termosprezyte jest jednorodne i izotropowe. W plaskim

stanie odksztalcenia w dowolnym punkcie (x,y;z) wektor przemieszezenia u ma

sktadowe (u,2,0), a napreZenie jest scharakteryzowane przez trzy wielkosci:

=y

Rys. 1

Grxs Oy 1 Oyy. Temperatura T i wszystkie sktadowe naprezenia i przemieszezenia
s3 funkcjami tylko x, y, ¢ i daza do zera, gdy (x2 4% +1*)—oc. Bedziemy réwniez
zakladaé, Ze na cialo nie dzialajasity masowe i Zrédla ciepla, tzn. X;=0,7=1,2,3,0=0,
Wychodzac_ 7 ukladn réwnan rézniczkowych termosprezystosel
pitty, 3+ (oA 19 1y, i+ p Xy — 9T =piky

1

(2.1) , Q
. thj_?;T—ﬂ&k,k:'—'-;c—, ‘ i,j,]C=1,2,3

oraz wprowadzajac kartezjaiski uklad wspchzgdnych Osz whioskujemy, Ze tak
postawione powyZej zagadnicnie jest opisane nastepujgcymi réwnaniami:

4 .
Ci' u,xx‘i'cg u,yv"f'(cll,_ci) Vo — T . =ii,
(2.2) R p .

(Ci — DUyt el te) v.xx“;; T y=v T axtT 5= ™ T—n (i, o t+o,y)=0.
W réwnaniach (2.1) i (2.2) u, ¢ sa skladowymi wektora przemieszczenia odpo-
wiednio w kierunku osi x i y, przecinek w symbolu u (j=x, y) oznacza roinicz-
‘kowanie wzgledem zmiennych x, y; pochodna wzgledem czasu danej funkcji zazna-
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czona jest kropka, 2=(A+2u)/p, 3=p/p sa odpowiednio predkosciami dylata-
cyjnej P-fali i skretnej S-fali rozchodzacych si¢ w ciele zajmujacym obszar Q, o,
jest wspolczynnikiem rozszerzalnodei cieplnej, A, u sa stalymi-Lamégo dla procesu
izotermicznego, i jest wspdlczynnikiem przewodnictwa cieplnego; temperatura
T jest mierzona od temperatury odniesienia T, w ciele znajdnjacym sie w stanie
nienaprezonym, p=(3A+2u) a,, n=7yT,fxc, oraz ¢, jest cieptem wlasciwym, a p
gestodeia,

Réwnania (2.2) przepiszemy w nastepujgcach wspohrzednych bezwymiarowych:

¢y . €y fet ¢y
X'=x—, =y =f—
K YEY S
(2.3)
' y- c c
= T, u’=ui, o =n
A+2p i g

Przyjma one postac ‘

”,xx‘l'ﬂ% U+ (L *ﬂi) 'Z),x'y——T‘ =iy - ﬁf) u,xy']'w,w'l_ﬁ%v,xx_T,y =;s
S Tt Ty —T—2(it 1+ 0,) =0, '

gdzie «primy» zostaly Juz opuszozone, a & jest parametrcm sprzqzema, zdefinio-

wanym za pomocq wzoru _ :

(2.4)

7 Ty
2.5 ' =
(A+2p) pe,
0oraz )
2.6) | QT
: : ==l
1 ﬂz C?

Skladowe napreZzenia we wspdhrzednych bezwymiarowych (2.3) przyjma postaé
QT Gw=Pr Ut (B Do, 2T Opy=(F~ Dt fro,~ BT, Go=i,+o,,,
gdzie «primy» réwnicz’ OpusZCZOnO.

Do réwnan (2.4) stosujemy podwdjnag wykladnicza transformac_]Q Fouriera
wzgledem zmiennych x 1 f, zdefiniowana nastqpu]qco

Fé.y,0=% {f (3, 75 1): x=¢, t—w}""*— f f (o y, tyexp {i (Ex+ot)} av,
(2.8)
(xsysr)“dle{f(‘f;y: T)-f_’}xsf'”)t}“

1 B ) i
-5 ;f J& 3,9 exp {—i (Extaty} dW,

gdzie dV=dx dt, dW=4d¢ dr, #* oznacza caly czasoprzestrzef x¢, %2 — calg czaso-
prrestrzen &7, Wykorzystujacc (2.8),, réwnania (2.4) przeksztaiclmy do nastgpujacej
formy:

(t*—&%) ft—l—ﬁf D? 3—ié (1 - B} Du+ilT=0,
(2.9 —iE (1 - By DiA+(z2—&E2 By o+ D? - DT=0,
Erei+ iteDo+ (iv — &%) T+0? T=0,

gdzie operator D ozndcza ToZniczkowanie 4/dy.
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Podwy2szajac rzad réwnan (2.9) i dokenujge kilku przekszialcen mozna po-
kazaé, ze powyiszy uklad rownan daje sig rozdzielié w sposob nasiepujacy:

[D2 £, &y~ (ir— ) £, -0 £, T=0,

(2.1 w? =P, T,
B ite¥ o= D%, T,
-gdzie

= 2D2+ 2 R2 E2 ,
@.11) 1= (r ﬁ1‘§)

L= —{I(1 =) (r—&) +irel+ (1= ) D*}.
Po przeksztalceniach réwnanie (2.10), przyjmie postac
(212)  {D*—JQ2& =7 —it (1 +8)] D — [(&* —17) (it~ &) + izl T=0.

Fatwo zauwazyé, Ze jest to rdwnanie rdsniczkowe zwyczajne czwartege rzedn
o stalych wspdlczynnikach zespolonych. Wystarczy zatem znaleZé rozwigzanie
réwnania (2.12) i wéwezas funkeje #, ¢ okre$limy z réwnaf (2.10); 3.

W celt wyrugowania zmiennej £, wystepujacej w réwnaniach i warunkach brze-
gowych opisujgcych nasze zagadmeme, wprowadzimy nastepujacy uklad wspdl-
rzednych: .

e (x—Vt |4
(2.13) x”=wi——)—=x’—*‘-~z’=x’—cr', Y=y,
K Cq
gdzie
I2.14) e=Vjcy

jest bezwymiarowa predkoécia stempla oraz gdzie x', y', ' sa okreslone przez (2.3),
‘a bezwymiarowy uklad wspShzednych x', "' porusza sig w dodatnim kierunku
osi x z predkosicig e.

 Korzystajac z (2.13) wnioskujemy, Ze przy wykladniczej transformaql Fourxe~
ra zachodzi nastepujacy zwigzek pomigdzy & i ©:

(2.15) = —cf.
Zatem réwnania (2.9), (2.10) i (2.12) po wstawieniu do nich (2.15) przyjma postac:

E2 (e —1) i+ 2 D? i1—ié (1 — f2) Du+iET=0,

216y — i (1~ B2 Dit+ & (¢® — f2) v +D* v—DT=0,
— &2 —i (peDo— (& +icE) T+D* T=0;
@17 . e ii=—%, T, icet ¥ e=D%, T;

(218) (D% [&2 (2— %) kicE (1 +6)] D? &2 [(1—¢?) (&2 +icd) +icatT} T=0,

przy tym do operatoréw réiniczkowych &5 i %, nalezy wstawi¢ funkcje (2.15).
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Warunki brzegowe beda zaleZaly od zmiennych x i y.. Bedziemy poszukiwaé
rozwiazania zagadnienia opisanege réwnaniami (2.16) lub (2. 17) 1(2.18) przy naste-
pujacych warunkéw brzegowych: :

warunki fermiczne

T(X,J’)=9(x)a yEO, ]Xlé_l,

2.19 ar{x; y
@19 D o oo, 1
. ] BJ)
warunki mechaniczne B
O (X, ¥)=0, y=0, —oco<x<oo,
- (2.20) o{x, )=w(x), y=0, [|x<I1,

gy (x,)=0, y=0, I|x|>1.

Wezmy pod uwage rownanie (2.18). Jego rozwiazaniem jest funkcja
(2.21) T(E ) =41 (D) D71 4, (£) 2@,
gdzie
‘ 1 1
222y A= > &2 (2—c2)_+?icéf(1 +e) | ¥

} 1 l: 12

' :F—Z-icf {(14+8)?—2icE (1—g)—E&2 cz]i,le ,
przy tym zadamy, by V{ed, Re 4, , (£)=0. 4, (£), j=1, 2 33 wstalymi» calkowania,
ktdre na ogdl zalezy od & Przy poszukiwaniu rozwiazania T (&, ) zada sie, aby opi-
sywalo ono fale rozchodzace sig w pdéiplaszezyinie y<0 i zanikajace w nieskofi
czonodci.

Rozwigzaniem réwnan (2.17) sa nastgpujace funkeje:

2
my (&) A, () |, .
i (&, )= B, (&) @7+ ?W M@
: ceyy ()
= .Jé & 4,0
Iy
v (&, 1)=B; () e @7+ W IO

gdzie { jest jednostky urOJ{)na,
my(Q)=(1—B2) (& +ict— 1) +icte,
(2.24) 7 @=(fi—)E-F1 5 j=1.2,
Ay (O=IEH (1= p2 )2

oraz B* (&), j 1, 2 sa stalymi catkowania zaleznymi od &. JeZeli otrzymane rozwia-
zanie na @, o1 7 wstaw1my do réwnan (2. 16), to oirzymamy nastepujacy zwiazek
miedzy statymi B (&), j=1,2;

(2.25) EBY (é)+1113 (€) B3 (H=0.
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. Do funkeji #, o, T zastosujemy odwrotng transformacje Fouriera, okreslong wzorem
(2.8);. Jezeli jednoczesnie przy retransformacji v wykorzystamy zwigzek (2.25),
to otrzymamy nastepujacg postal przemieszezent i temperatury: .

A;
u(x’y):g‘(—-l{Bi ) eh(murz mcg) (@(‘5) Ap(&yy. f—»x}

296 P, @ imj(f)Aj(f) 44(8) ). _}}
(2.26) o (x,))=7 {A @B(é) ¢ +g ey, © M@ e,

2 .
Ty y)=ff-i{2 Aj(é)e‘f‘f’”:é—»x}.
Funkcje 4, (5, j=1, 21 B (&) okreslimy z warunkow brzegowych Z warunku

7e 0, (x, 0)=0 dla —00 <X <00 Wymka Ze

223 (C') Z m; (&) A;(8) 4,(8)
C-FNT L wn®

(2.27) Bi(&)=-

Jezeli nastgpnie wykorzystamy pozostale warunki brzegowe mechahiczne i zwiq%ek
(2.27), to otrzymamy naste,pujqce dualne rownania catkowe na funkcje A; (9,
j 1, 2

cleyy (£)

2 m© ' 42; (E) A4
3*‘{2| © [ﬁzwé) (B2 —2)¢2— —2(_;—@]—
| < ,_ |
(2.28) . | —ﬁz] 4;(©): C—)x}:O dla |x>1,

F

{ oV, B m @4, Q)
(Brcr—2 clay; (O

Termiczne warunki brzegowe prowadzq do dnalnych réwnan catkowych, kidre
mozna napisa¢ w formie:

Aj(f):ééx}=w(xj dla  [x|<1.

“1{2 Aj(f).?-é';—*x}=9(x) dia [lx|<1,
(2.29) i ,

'l{Zij(é)AJ(cf)':éa_x}mG dla {x|>1.
JI=1 .

Z powyzszej analizy wynika, %e zagadnienie sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji
B; (&), j=1, 2 z nastgpujacego ukladu dualnych réwnan catkowych:

Tt {1y () By (O +16, () By (0): Ex} =0 (),

2300 F {6y () By (O +is OB, (O Loxy=w (),
F-1IB, (&) Erx} =0, .
F1 B, ©): Enx}=0, 7L

(x|<1,
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gdzie
K ()= P2{O—p1($) s (B)= A (&) =4, (8)
2.31) ' (D) p2 (f)“.j-g O p, &) ’ 2 A (O o2 (0, Op (O 7
o= OnOmOn© GO OL @)
Y M@ OO @ YT L Op O On©
B Em(9 A0 .
o O iy ey, @ ,
' m & [ r s WOBEO]
PO=iGT [ﬁ PO - (P —2)¢ “W] - B
(2.33) B, (9= Z LA, B&= D p (04,0,

Mozna udowodnié, Zze dla kazdego j=1, 2, 3, 4 czg$¢ rzeczywista x; () jest funkcig
parZysta zmienmej ¢, a czg$¢ urojona r; (&) jest funkcja nieparzysta zmiennej £,
tzn.  jesh

(2.34) K (O=0, (& +ip; (&),  P=—1, j=1,2,3,4,

to
(2.35) Ve [o;(— =0, (D rp; (=8 =—y; (&), j=1,2,3,4].

3. SPROWADZENIE UKLADU DUALNYCH ROWNAN CALKOWYCH DO DWOCH ROWNAN
DANYCH W POSTACI SZEREGOW

Rozwazmy vkiad dualnych réwnafi catkowych (2.30). Zalézmy, Ze 0 (x) i w (x)
s funkcjami parzystymi zmiennej x. Z wlasnodci funkeji x; (&), j=1,2,3,4 i z
ostatniego warunku wynika, 7e funkcji B, (&) 1 B, (&) musimy poszukiwaé w ta-
kiej postaci, zeby 1) byl spelniony uklad dualnych réwnan calkowych (2.30), 2)
funkcje B, () 1 B, (&) byly funkcjami parzystymi zmiennej ¢. Jezeli przyjaé, Ze
B, (&) i B, (&) sa wykladniczymi iransformatami Fouriera funkeji b1 (x) i b, (),
to powyzsze warunki beda speinione, jezeli

b ()L)'““ 21 (12" TZH 2 (X) (1 - 2) 1!2
" i<t
@1 a8 by Pau 2 61 () (1)1,

u=1

by (x)=b; (x)=0, |xi>1.

Wielkoéei a,, i b,, sa stalymi wspdlczynnikami, ktdre nalezy znalezé; T, (x) i
P 1/2) (x) 53 odpowiednio wielomianami CZeBYSZEWA i JACOBIEGO [8], a czynniki
(1——3:2)“3‘/2 i (1=x%)"2 sa funkcjami wagowymi, wplywajacymi na iepszq Zbiez-
no§é szeregdw.
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Z nierowno$ci Bessela [9] wynika, Ze szeregi
(3.2) Da, i D,
n==% . n=1
sa zbiezne.
.. Wykladnicze transformaty Fouriera funkcji (3.1) [10] sa nastgpuiace:

. g\ 1/2 .
B ©=7 0,0 v =(5) D e (S s @,
' =1
{3.3) : 1
@ 2 —-—
. —1 =1_
-BZ (é):g‘: {b2 (x): x_>é}=21/22 b2n (‘#1) L (2!1—2)15 JZJI—I (é) "
n=1
Symbole I'(+) i J,{+)} wystgpujace w rownaniach (3.3) oznaczaja odpowiednio
funkcje gamma 1 Bessela pierwszego rodzaju.
LeMaT 1. Funkeje B, (&) i B, (&) sq funkciami parzystymi.
Dowdd. Poniewaz dla dowolnego neN j e &

Jonez (= &= (=12 Jon2 (O =T2u-2 (£),
I 1 1
@Jz,,_i (=H=(=1) (D21 ?Jmul (é):'ng"_i ©,

to : ‘
V(& e ), [B (&) =By Q)Ir[B; (=) =8B, (D)),
co koficzy dowdd lematu.

TWIERDZENIE 1. Funkcie By (£) 1B, (E), zdefiniowane wzorami (3.3), toisa-
mosciowe spelniajq réwnania (2.30)3 4.

Dowdd. Wstawmy (3.3); do (2.30}4:

K

00 & @ crxpmr {5V N a0t @: 6o

n=1

Poniewaz operator ! jest operatorem liniowym [Ii}, to (3.4) mozna napisac
nastepujgco:

65 F B @ Lon =) D a0 U O30,

Korzystajac z lematu 1, wzorowi (3.5) moZzemy nadaé postac

6o F B @en=(G) Y a0 E @),

n=1
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Jezeli teraz skorzystamy z fakt‘u, 2e 12}

, {,r 1/2 (—1y 1 - (b )’ i 0<bea
J@—;l \\2:. Jou (ﬂf)i f—)b}: ]/(az—bz)— 2\ R
' 0, jesi O<a<b,
to .

: 142
(3.7 ﬁ{(:) T o&-x}=0, gy x> 1,

WStaWIaJELC nastgpnie (3.7) do (3.6) wnioskujemy, Ze réwnanie (2.30); jest spel-
nione fozsamoéciowo przez B, (&),
Dokonujac analogicznych przeksztalcen i Wykorzystuyc'kc zaleinos¢ [12]

1 s
—cos (v arcsin m;-) > jesli g,

~ dax v
f Iy {ox) cos (B x)?= o’ cos (¥/2- 7)
‘ ' v{(f+V /(57— 2))

gdy Re v>>0, dowodzimy, Ze funkcia B, (&) Lozsamodciowo spelma rowname (2.30),
co ndlezalo wykazac.

TWIERDZENIE 2. Rownanie (2.30); i réwnanie

3.8) D b Gy () D an H(0=0(x),  |xi<1
n=1 =1
5q réwnowazne, przy tym funkcje G, (x) i H, (x) sq okreslone nastepujgco:
1 . .
I (Zn——z“ ! '
T N o PYYH .
G, () =(= "5 [Jc {2 ACRAIGE: -é—>x}+

39) o @ e @ |

172
H,()=(~1y* [3? {(Z) INGEANGE é—>x}+

-1 (n e 1
+F; {\7) .wl(é)Jz,,gz@:éﬂ_I]_

Dowdd. Rozwazmy réwnanie (2.30);. Wstawiajac do jego lewej strony funkcje
(3.3) oraz wykorzystujac wlasnosci (2.34), (2.35) i lemat 1, otrzymamy

(310)  F K OBy (O, () By (§:ox) =
- = 71 {1 )+ (8)) By (O)+ (92 (D) g () By (O): E—x)=
=F 1 {p, (&) By O+ 02 (&) B (518X} +F . fyr, () By (O)+

. ll 12 @ .
12 @ B @i 65 =T 0 @ (5] D e (17

r=1
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1
w0 F(Zn" )
: 2
Ton2 402 @21 D b (—1) 2= S (©): 8o

fc.d.]

-

172
. lWI (é) (%) 2 Aoy (_' 1)”—1 l’TZH-—Z (f)"}'

n=1 .

rla-)
w0 n— -
N 2

+w, (&)-242 bzn(—l)""lmlz,m (&): E—-x|"

n=1
Poniewaz operatory #' i %1 sa liniowe [[1], to (3.10) ma postaé

o0

G 1 {ie, () By (4% (D) By (O:8oxh= ) by G (D ) oy H, (),

n=1 .
gdzie G, (x} i H,(x) sa okreslone wzorami (3.9). Jezeli teraz poréwnamy zwiazek
(3.11) z (2.30),, otrzymamy rdwnanie (3.8), co koficzy dowdd.

TWIERDZENIE 3. Réwnanie (2.30), 1 réwnanie

Gy Z b By )+ ) B (9= (3, [xl<1

n=41

sq réwnowazne, przy tym funkcje E, (x) i F, (%) sq okreSione nastepujqcymi wzorami:
r (2” 2 - 1
E YR AUES DR I | 1/2 S
il (x) ( 1) (2]’[—2)! {'/fc {2 - ¢4(§)4J2n—1 (é) é 5——))6}""‘

1
(3.13) s {2”2 Wa (&) Jan—s (6)?;§4x}]9

/2
E@=(-1y [9*‘ {(%) #3(&) Ton-2 (O cf—>x} +
T /2
ot {(3) Vs (&) T2 (O 5_+x}].

Dowdd. Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2 rozwazmy lewa strone rdwna-
nia (2.30),. Wykorzystujqc Jednoczesme wzory (3.3), (2.34), (2.35) i lemat 1 otrzy-
mamy

(314 F {3 (%) B, (14 (&) B, (£): ‘f—*x}—
=F ! {(9"3 (&) +iyrs (@) B, (‘f)+(€04 (&) 4w, (‘f)) Bz (é) é“’x}H
=F 7 {0: () B, (&) + 94 (&) By (&): E—»x}+
+ 7. s () B (O +wa (§) B, (O): Eox}=

172 &
:gc—l [603 (é) (—Z_) Z don (_ l)n—l J2n—2 (c:)+

H=1
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: . F(Zn——;*)
(?’c:‘]l) + 4 (&)- 2”22 bay (= 1) ‘—"T)!é— Jon—1 (§): E—xf+
1/2 oo

+g,7";1 W3 (5) (%) 2 aznr(w I)n—l Jzn—z (é)*{"

1
o)
e 0)- zmz ban (= ey s (€1 6]

Korzystajac z addytywnodci operatordw ﬁ;‘ i #7% réwnodci (3.14) nadamy
nastepujaca postad: -

(G15) F1 {2 () By (Dhrea (2) By (O): £oaf= Z ban By () Ny Ei0),
ne=
gdzie E, (x) i F, (x) sa okveslone wzorami (3.13). Porownujqc zwigzek (3.13) =
(2.30),, otrzymujémy (3.13), co nalezalo wykazac.
Z twierdzen 1,2, 3 wynika, e ukfad dualnych réwnan calkowych (2.30) Jest
réwnowazny nastepujacemu ukiadowi réwnafi:

o0

> BB, 00+ j‘ ay By () =w (),

G.16)

Ma

G,.(x)+2 @ H,()=0(x), [xi<l,

=1
gdzie b, =b,,, a,=a,, oraz E,(x), F,(x), G, (x) i H,(x) sa okreslone za pomoca
wzordw (3.9) 1'(3.13).

Z uktadu réwnan (3.16) wyznaczamy wspolczynniki by i a;, ktérych znajomosé
pozwala okreslié niewiadome funkcje B, (&)1 B, (&), a tym samym rozwiqzac ukiad
dualnych réwnan catkowych (2.30). Do znalezienia mpolczynmkow bY i a. zasto-
sujemy zmodyfikowang metode ortogonahzac_ji ScammrTa [13).

4, ORTOGONALIZACIA SCHMIDTA

Zalozmy, ze dana jest funkcja

(41) (0(2)=2 dy Py (Z), ;Ziﬁl,

gdzie 71, (z) tworza uklad zupelny lecz meo1togonainy Wowezas zupelny ortogo-
nalny uklad funkcji y, (z) konstruujemy z i, (z) w postaci

“2) PRI
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7z nastepujacymi zmodyfikowanymi warunkami ortogonalnosci:

1

f hy xodz=0, Ny, P<4,

-1

(4.3) . L
N,= f/j ﬂ]Z:f/?“ ¥, 4z
1 0

i rekurencyjng formuty dla y, (z):

2 (2)Y=h,~ ‘2’/ b (z) f xp ly dz,
N,= f h:dz— { fxp h, ci,.] .
J 2

Tezeli (4.2) wstawimy do (4.3}, to otrzymamy .

(4.4)

o

(4.5) 2 g d,,!,:{

n=1

0, jezelt  p<yg,
Ny, jezelt p=q,

gdzie

1
(4.6) 7 A f h,hy,dz,
~1
Wspolezynniki «,, mozna okreslié za pomocyg minoréw elementéw wyznacznika

zbudowanego z elementéw d,,. RozwaZmy wyznaczniki D,:

d d dyy diy dis
(4.7) ' D1=d11, D,= d“, dll > Dy=1dy, dyy dyslseen.
21e T2l day daz dss

Z (4.5) wynika, Zze wspolczynniki ¢, sa proporcjonalne do dopehienia algebra-
icznego M., elementu o, wyznacznika D, Wniosek ten oirzymujemy z nastepu-

jacej wlasnodei M,,:

a
(48) Z an t‘lnp_(quD pgq'

Zwiazek (4.8) latwo udowodnimy, jesli wykorzystamy znane nastgpujace twier-
dzenie [14]: Dia dowolnego wyznacznika D=det {a] prawdziwe sq wzory:

n [ :
D= E apy Agy= § du Aps  J=L 2,01,
i=1 k=1 :
n n

Za” A= Z ay Ay =0, - j=1,

i=1 =k

(4.9)

gdzie Aj;=(--1)*) Dy, jest dopelnieniem algebraicznym elementu ay;.
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Jesdli zazadamy, by wspdlezynnik przy A, w (4.2) byt réwny jednodci, to musimy
WZIAC gy =M,/ Mgy, & ¥, przyjmie wowczas postaé:

4.10) 10 (@)= Z

n=1.

ﬂ{[
e (2).
‘Iq

W naszym przypadku rodzine fllﬂkc_]l P, (x), ktdre speliaja warunek ortogo-
nalnoéci

@.11) J B () P (x) dx =8, N, j P2 (x) dx,

mozna skonstruowaé z danej rodziny funk(:ji G, (x) w posiaci:

(4.12) , P,(0)= Z GG

M;, jest dopelnieniem algebraicznym elementu d,, wyznacznika D, zdefiniowanego
nastepuigco:

dl] 'd"lz.s (RS ] dlrr
(413) Dn: d?l h dilﬂ > dfrt fG (x) GFI'(Y) (IX

' d;rl 7 4 '

ME

Przedstawmy pierwszy szereg (3.16), w postaci szeregul ortogonalnego P, (x)
ze wspolczymnikami ¢,, Wéwcezas prawdziwa jest réwnosé

(4.14) 2 06 0= Y aP=0- Y & i,(x).
n=1 =1 H=1
Z drugiej réwnoéci (4.14) wynika, Ze
1 1 w ’
(4.15) = f [e(x)— 2 & Hy(x) P,t(x)} dx.
" -1 n=1

Jezeli w (4.15) dokonamy drobnych przcksztalced, to wspdlezymniki ¢, mozna
napisa¢ w formie

(4.16) =Gt ) oy al,
i=1
gdzie
I 1
L= f 009 P, () ds,
4.17)

«n——w j Hy(5) Py () di
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Z pierwszej réwnosci (4.14), wykorzystujac (4.12), otrzymujemy
{4.18) Z’b G (x) = 2 ¢,P{x)= Z Z G,,(x).
Rozwifimy prawa sirong (4.18).
(Z ! G ( L g Mz, + M2
X +ec
M ) 1) 2|M22 Mzz 2]

,(4_19) J=1 =1
Mys M, Mas '
+c [ G+ G,+ G|+ ...
ST M, 1 M, 2 3]

Prawy strong (4.19) pogrupujmy wzgledem G,

oD

Moy :[C My Mo M
" ‘M M M.
@y =M u 22 3

My, My ] ' [ Mz - ]
tle, —Fey——+ . Gytfes—+.. | Gs+
l 2 Mzz 3M33 2 3 M33 3
Jezeli nastepnie poréwnamy lews strong (4.18) 7 prawg strong (4.20), to otrzymamy

> Ml_f
(4.21 b: = Cs .
) My,

J=u

Wstawizjac (4.16) do (4.21), okreSlimy wspdlezynniki by,

@2) br=w,t ) i dr
gdzie
J ll.f
| Z _Z ¥ fﬂ(x)P (x) dx,
(4.23) = B
1L CRCE
i — " “ar X X} ax.
4 NJ‘ MJ’J

J=n
Formula (4.22) pozwoli nam wyrugowad bz (3.8), a nastgpnie okreslic Wspéiczym
qiki 4. Wstawmy (4.22) do lewej strony _(3.8) i

(4.24) i‘ (03 + j‘ Put a’:)E,,(x)+ Zm’ a, F, (%)=
(w + Z Yin @ )E,-(x)+§ @ Fy(x)=

2 (B () + j’ a, [Fn(x)+ 5,' Yin Ei (x)]-

n=l

HL\{JS
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Z (4.24) 1 (3.8), wynika, %

(4.25) | S n@=ww,

gdzie : - : |

420 VO=E@+ N 0B, WE=w- N k).

T¢ samg procedure stosujemy do ortogonalizacji szeregu (4.25). Zaléimy, 7e

funkcje Q, (x) spelniaja warunek ortogonalnofci: \

(4.27) [ 000 dx=0,,K,, K= f 0 (x) dx.

Przedstawiajac (4.25) w postaci szeregu ortogonalnego 0, (x) ofrzymujemy

(4.28) 2 @t ()= Z G 0 (9= ().

n=1

Z drugiej réwnodci (4.28) mozemy okreélié g,:

1 1
@“29) =g [ a@w@a,
" 21
gdzie
‘ ' £y L;;
(4.30) C0@= DY T
i
I=1
oraz Ly, jest dopelnieniem algebraicznym elementu e;, wyznacznika C,:
l?‘11 eiz---.- eirz
31) Co=| Oy f Y10 Y, () d.
: : -1
€uy e Enn ’

Z pierwszej réwnosci (4.28), wykorzystujac (4.30), otrzymujemy

@ Nanw- E 20,09 i’ qj (Z 7).

R=1

Jezeli rozwiniemy prawa strone (4.32), a nastepnic pogrupujemy wzgledem Y,
1 poréwnamy z lewq strong (4.32), to otrzymamy formule na a)

nj'
(4.33) @ = Z "I

gdzie g; Jest okreslone wzorem (4.29), QJ — wzorem (4.30), a L,; jest dopelnieniem
elementu e;, wyznacznika C,. . .

Wzory (4.22) i (4.33) wyznaczaja poszukiwane wspélezynniki @ i b}, a te z kolei
pozwalaja znalezc niewiadome funkcje B, (¢) i B, (£). Przy znanych funkcjach

Rozprawy Inzynierskie — 8




314 ' WACEAW FRYDRYCHOWICZ

B, (&) i B, (&) mozemy zbadaé postawione zagadnienie brzegowe, ktére daje sig
sprowadzi¢ do ukladu duvalnych réwnan calkowych {2.30). _
Na brzegu skladowe przemieszczenia i napr¢Zenia wyraZzone w zaleznosci od
wspblezynnikow o) i b sa nastepujgce:

* 12
(434) gxx(xs 0)= 2 (— 1)"_1 61: (%) '97_1 {x"n' (C) JZn—Z (é): é_)x}‘l'

3 My e e s @260,
r=1 .
(4.39) Gy (%, 0) = Z b} Py (x)(1-x2)1f2, Ixi<1,

/4

4.36)  u(x,0)= Z( 1) *(—)jl F g (O Tan 2(8):E-x}+

F(zn =1

1 ’
+Z( I 1b:21/2 - ﬁ"lixﬁ(f)z—,lel_i(f):éax},

(4.37) = v(x,0)=2b:E,,(x)+Zw1 aiﬂ.fx), {x]>1, _
gdzie - —
QPO [ 24— (c)]
“38)  xs(@)= cam(é)K(é)[ Q_F e
N mz(é)Pl(f) [ _ 212(‘5)/13(@]
| Ten@Kk@O U T e-pael
 m@LO [ 2k (é)la(f)_] 3 (8) 1 () [ _2»12(«:)13@]
e (e e T e e
| Py (&) PL(O P (O P ()
(4.40) er =2 < ,
P& A (O +PL(EYA (D)
(4.41) Kg(&) = © (i)((:f} ( ¢ >
iy 44, (&) Az 5 s
aw) PO |+ O R0 &l-r.
(@) [ 422(6) 2 . .
(443 P4(é)=c’;’y:”?®[ Y IGE pel-s.
(4.44) KO=1 P, -LEOPO.

Autor pragnie wyrazié swoja glgboka wdzigezno$é Panu Prof. Z. OLEKSIAKOWI
Za pomoc okazana w trakcie pisania pracy.
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Peswme

PEWUEHWE HUMHAMHUYECKON KOHTAKTHOM 3AJAYM COITPSXEHHOIO
TEPMOYHOPYTOT'O ITONVIIPOCTPAHCTBA

B pafote naerca peimemve AEEaMyMeckoll KOHTAKTHOMN. 3aAYH CONPMKEHHOEO TEPMOYIDY-
TOre TIONYRPOCTPAHCTBY CO CMOIUAHHLIMA IpalHYHBIME yCIoBHAMHM (2.19) m (2.20)., ITpmme-
Hast [BOMHOE npeofpazosakme Myphe 9Ta 3a7a4a CBEIEHA K CHCTEME JIYANbHLIX METETPANBHEBIC
ypasgenmit (2,30), KOTOpYIO pewiaercs MeTOAOM pAHOB, TIPeNCTZBIA# HEW3BECTHLIS byrxmnr
by (%) u by (x) B Brpe (3.1) 574 CHCTEMA CREMIGHA K JIBYM YDABHCHIAM B BUAE DSIIOB (3.16) conep-
HABULEX HEW3IBECTHRIE Koa(dumentsl a; = by . OTu xoaddmmenTs onpepenseM u3 ypaBHCHMI
(3.16) MOTEGUORPOBAHHEIM METONOM OpTOroHammawmn HiMuara.

SuUMMARY

SOLUTION OF CONTACT DYNAMIC PROBLEM OF COUPLED THERMOELASTIC
HALF-SPACE

The solution of the dynamic contact problem of the coupled thermoelastic halfspace with-

boundary conditions (2.19) and (2.20) is given. Applying double Fourier {ransform the problem was
Teduced to the system of dual integral equations (2.30) and solved by the series method. Representing
the unknown functions &, {x) and b, (¥} in a form (3.1) this system was reduced to two series equa-
tions (3.16) contammg unknown coefficients a and b . The coefficient were evaluated from Eqgs.
(3.16) by the modified Schrmdt ortogonalization method.
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Praca zostala zloiona w Redakcji dwia 18 wrzesnia 1974 r,





