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RUCHOME ZRODLA CIEPLA W POLNIESKONCZONEI TARCZY

SEAWOMIR SZYMANSKI (PILA)

Gléwnym celem pracy jest zualezienie pela temperatury w poieskonczone] tarczy z typowymi
warunkami granicznymi w przypadlku poruszajacego sig ze stafa predkoscia o prostopadle do
prostoliniowego brzegu tarczy skupionego, a nastgpnie liniowego #rddla o statym wydatku ciepla
oraz przeanalizowanie mozliwosci superpozycji czasowej, przy czym konstrukcja rozwigzania po-
winna uwzgledniaé preypadelk o=0. W rozdziale pierwszym «Skupione zrodio punktowe» sformu-
wano zagadnienie, uzasadniono wybdr metody postgpowania, podano konstrukeje oraz przepro-
wadzono badania typu jakosciowego, wlasnodci tego rozwigzania. Dla celéw rachunkowych po-
dano inna, dogodniejsza, wersie rozwiazania, ilustrujac wyniki przykladem liczbowym, przydatnym
w praktyce inzynierskiej. W rozdziale drugim «Liniowe Zrodto ciepla» sformutowano model fizyczny
otaz podano mode! matematyczny liniowego Zrddia ciepla. Na przykiadzie tym zbadano mozliwosé
superpozycii czasowej rozwigzania w przypadku skupionego Zrodia ciepla, Uzyskane wyniki zi-
lustrowano przyktadem liczbowym. .

OZNACZENIA

d {%’) funkgja Diraca,

7 (C) funkcja Heaviside'a,
ch ({) cosmus hiperboliczny,
Ei({) funkcja catkowo-wykiadnicza,

Erfc ({y dopetnienie f.unkcji‘ blgdu Krampa-Laplace’a dla argumentéw 1ze- .
 czywistych, ‘ ’

Ko (0) zmodyfikowana funkcja Bessela drugicgo rodzaju rzedu zerowego
" (funkcja McDonalda),

sh ({) sinus hiperboliczay,
& dowolnie matla liczba wystepujaca w argumencie funkcji Heaviside’a,

a = {«*+at),

o
bl :V 4’c2"+(xz £
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— C{ —7,
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— 2% e
SZ = +D’.2 —_—
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T, (x, B, 1) transformata cosinusowa Fouriera,
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¢ czas mierzony od umownego momentu «zerom,
v predkosé ruchu zrddta ciepla,
W jednostkowy wydatek Zrodla ciepla,
a2 at
——+4—— operator Laplace’a.
oxz  oy? P P

Wsrep

Rozwigzanie kazdego niesprzgzonego zagadnienia termosprezysto$ci wymaga
znajomosci odpowiedniego pola temperatury. Wyznaczanie pola temperatury jest
przedmiotem teorii przewodnictwa cieplnego. W tej pracy ograniczymy sig¢ do
wyznaczenia dwu pdél temperatury w cienkiej péinieskoniczonej tarczy, w ktorej
p‘oruszajq sig skupione Zrédia ciepla.

- Wyznaczaniem pol  temperatury z ruchomymi #rddlami ciepla pierwszy
zajmowak sig w r. 1946 RosenTHAL [9]. Szereg rozwigzan dla pdl naprezen wywo-
fanych dziataniem ruchomych Zrédet ciepta w osrodkach sprezystych mozZna zna-
lez¢ w monografii W. Nowackigco ([7], rozdz. 4, § 3). Wszystkie zagadnienia w '
wymienione] monografii dotycza jednak przestrzeni nicograniczonej. Ciekawe
rozwigzania dla przestrzeni sprezytej i przypadku zrédia punkiowego ruchomego,
ale chwilowego, podala w r. 1968 Z. SopczyNsga [11].

Wymienione tutaj rozwigzania, jak réwnieZ inne znane autorowi prace z tego
przedmiotu, opieraja si¢ (w metodzie traktowania zagadnienid) na teorii osi ru-
chomych, ktéra do rozwiazywania omawianych zagadniehn wprowadzil we wspom-
nianej juz pracy ROSENTHAL [9]. Jedyny wyjatek stanowi tutaj praca M. ZORAWSKIE-
Go [14]. ' .

Metoda osi ruchomych jest bardzo pomocna z teoriopoznawczego punktu
widzenia. Zdaje ona egzamin w przypadkach obszardw nieograniczonych, tj. gdy
irédlo ciepla o stalym wydatku porusza sig¢ wzdhiz osi od —oco do oo. Zawodzi
jednak, gdy obszar jest ograniczony, co ma-miejsee w naszym przypadku, lub wtedy,
gdy irédlo zaczyna dziataé nagle w okre§lonym punkcie przestrzeni.

W niniejszej pracy rozwiazania zagadnief przewodnictwa cieplnego budowaé
bedziemy w nieruchomym ukladzie wspdtrzednych. Zajmiemy sie kolejno dwoma
zagadnieniami wyznaczania pél temperatury w cienkiej poéinieskoniczonej tarczy,
wywolanych dzialaniem ruchomych 7rédet ciepla o stalym wydatku. W kazdym
z tych zagadnien Zrddlo zaczyna drzialaé na brzegu tarczy i porusza sie ze stala
predkoscig w jej obszarze prostopadle do brzegu. Odpowiednio do tego zaloZenia
dobieramy uklad wspolrzednych, co zaznaczono na odpowiednich rysunkach.

Przypadek 1. Zrédle punktowe porusza si¢ ze staly predkoscia © 1 ma staly
wydatek w czasie; jest to ruchome Zrédlo Diraca (rys. 1)

Przypadek 2. Zrédio, jak w przypadku pierwszym, pozostawia za soba $lad
o stalym wydatku, réwnym wydatkowi Zrédla ruchomego. Jest 1o przesuwanie sig
w tarczy zrédla liniowego ze stala predkoscia (rys. 2).
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Przypadek drugi powinien- by¢ superpozycja przypadku pierwszego. Rozwa-
Zymy go jednak oddzielnie ze wzgledu na 16, Ze nie jest sprawa jasna, wzgledem
ktérej zmiennej nalezy dokonaé superpozycii.

Rys. 1 Rys. 2

1. SKUPIONE ZRODLO PUNKTOWE

L1, Sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy podhieskoficzona cienka tarcze o grubosci jednostkowej (rys. 3).
Uklad wspohrzednych dobieramy tak jak, to pokazano na rysunku. W chwili
czasu =0 od brzegu tarczy z punktu x=0 «startujer frodlo ciepla i porusza sig
ze stala predkoscia v wzdluz osi y. Wydatek #rédia
Jjest staly w czasie i roztoZzony réwnomiernie na calej a7
grubodci tarczy. :

Zrédlo musi spetniaé warunek, aby dla v—0
odpowiedni wzér opisywal Zrédlo nieruchome,
umieszczone w poczatku ukladu wspdlrzednych
i- dziatajace ze stalym Wwydatkiem w czasie poczy-
najge od chwili t=0. Ten warunek spelnia Zrédlo
okredlone w sposob nastepujgey:

(11D WEO=Wo(t—»3@n(),

Rys. 3

przy czym W jest stalym w czasie wydatkiem #rédia ciepla na jednostke czasu i
objetodei; J () oznacza funkejg Diraca oraz #(f) funkcje Heaviside’a. Wykonanie
przejécia w0 prowadzi do wzoru

W(t) sz Wo(m o) n(o),

ktdry opisuje zrédio nieruchome,

Pole temperatury traktujemy jako plaskie, tzn. przyjmujemy, e powierzchnie
tarczy sq izolowane. Liniowe réwnanie przewodnictwa ciepluego ma w tym przy-
padku postaé ([7], s. 224)

(1.2) V2T=l—a—i~p-—gé(m—y)5(x)q(r) "K’=’i Q=
T/ S 4 e o’
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przy czym T oznacza temperature wzgledng, mierzona od dowolnie przyjgtej tempe-
ratury odniesienia uwazanej za zero wzgledne, ¢ cieplo wlasciwe materiatu tarczy,
p gestodé materialu tarczy oraz A wspolezynnik przewodzenia ciepla.

Réwnanie (1.2) zgodnie z poprzednimi rozwazaniami rozwiazemy dla warunku
poczatkowego: '

(L.3) | 7(x,y,0)=0

oraz. warunkow brzegowych:
(149) 1] =
. ay o —4,
(s T-—=>0, gdzic r=}x*+y*.

1.2, Wyznaczenie rozwiqzania

We wstepie zaznaczyliémy, Ze metoda osi ruchomych w naszym przypadku
nic zdaje egzaminu. Brzeg obszaru, a éciflej warunek brzegowy, staje sig wtedy
zalezny od czasu.

Postuzenie si¢ transformacja Laplace’a wyklucza mozliwodé przejScia granicz-
nego v—0. MozZna sie o tym przekona¢ wykonujac transformacje funkcji Diraca,
~ wchodzacej w skiad opisu #rédia: |

f S(vr—y)e Jt .
Q

Stosujac podstawienie t=w»¢ otrzymujemy

RN pr

f (TAy)e_ v dr.

Widzimy, Ze przejicie graniczne z—0 prowadzi do nieoznaczonoéci gbrnej granicy
calkowania.

Funkcje Diraca & (x) przedstawimy w postaci catki Fouriera ([4], rozdz. 1,
§314):

on

8(x) zwjr— f cos (ox)da .

Q

Ze wzgledu na warunek brzegowy (1.4) do okreflenia rozwigzania mozemy postu-
zyé sie transformacjs cosinusowa Fouriera [2]:

(1.6) To(x, 1) = [ T(x,p,1)cos (fy)dy .
. . 0
Przetransformowane réwnanie (1.2) z uwzglednieniem warunku brzegowego
(1.4) ma teraz postaé

2T 1 oT, 0 roo
(1.7) = — BT, —— = H-En(t)cos(ﬁvt)f cos (ex) da .
[}

x ot
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Rozwigzanie wypisanego réwnania przewidujerny w postaci

cos {oex)

(1.8) T.(x, ﬁ,t):—fr; ff(t)—ﬁg_l_az do.

Podstawienie tego rozwiazania do réwnania (1.7} prowadzi do rownania réznicz-
kowego zwyczajnego, okredlajacego funkcje f(#):

(L9) 1) +%[f;%mn<r)éos(ﬁw),

przy czym jego vozwigzanie musi spelnia¢ nastepujacy -warunek poczatkowy:

(1.10) £(0)=0.
Stosujac metode uzmiennienia stale] otrzymujemy poszukiwane rozwigzanie
réwnania (1.9) w postaci

acos (fut)+(f) sin (fot) ae™ %
(1-11) f)=a PEENTED ﬁﬁaz_%ﬁz,ﬁzs

pfiy czym
a=x(f*+o*).

Z analizy funkcji £ (¢) wynika bezposrednio, Ze rozwigzanie (1.8) spetnia warunek
poczatkowy (1.3) oraz brzegowy (l.4).
Gdy v—0, rozwiazanie nasze wyraza sig wzorem

~ 2 w 1 ‘ .
(1.12) T(x,p,8)= ;3 ﬂ(f)ff——%u(:%(aﬂf)(:%(ﬁy) dadf,
- 0

kt6ére odpowiada rozwigzaniu réwnania przewodnictwa

. 1 ¢f ¢

r=— Ttm?é(ﬁ_ﬂxﬁ?@)

z warunkami poczatkowym (1.3) oraz brzegowymi (1.4) i {1.5). Zgodnie zatem z
dyskusja opisu Zrédta przeprowadzona w p. 1.1, otrzymany wynik jest poprawny.

1.3. Obliczenie catki wzgledem parametru f

Wizor (1.8) przedstawimy w postaci nastgpujgeej:

20 ~ '
(13 T="200) [ eos@) [ (0n 0+ 0n )~ (w0l de,
c

~
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Prey czym
ot
Il“”‘”"):f Zcf;f ) cos(Bpdf,  a=r(p+a),
(1.14) I, (3,0, = f &—Smﬁg-?f—)cos(ﬁy)dﬁ,
Is(}’ﬂ’ t) f 2+ﬂ2 2 Coq(ﬁy)dﬁ

Zauwazmy, Ze pdanownik we wszystkich trzech calkach (1.14) jest identyczny.
‘Jezeli mianowniki funkcji podcalkowych (1.14) rozlozymy na ulamki proste

1 1{ 1 1
(1.15) ﬁ—:b( —~ )

@+ f2o? ﬁ2+S2 AEEH S,
gdzie
’ ] 9 [ v ot
(1.16) —Su=—{o +— (‘i}c ]/ il )]
0T34z :
(L.17) bh=2wx

to na podstawie wzoru (1.15) mozemy stwierdzi¢, ze mianownik kazdej z otrzyma-
nych na tej drodze funkcii podcatkowych bedzie dazyt do zera, gdy »—0. Poste-
powanie takie jest wigc dopuszezalne tylko przy zaloieniu, Ze v#0. Przypadek
=0 wymaga oddzielnego potraktowania i sprowadza si¢ do obliczenia calki po-
dwdjnej, wystepujacej we wzorze (1.12). Jest to znane w literaturze przedmiotu [7]
rozwigzanie i w tym miejscu poprzestaniemy na podaniu wyniku:

o | . x4+t
2 ! @) l_El (_“ 41€f_—)]'

Wrykorzystujac wzor (1.15) dla trzech ca}ek (i.14), otrzymujemy sze$¢ naste-
pujacych calek:

(1.18) T(x,p, 1) =

~ acos(fut)
Iy (ro0)= 3
be(ﬁ +52)

cos (By)dft,

~ acos (/J’w)

b(ﬁz'f—S ) COS(ﬁy)dﬁ

(1.19) I (pu,t)=—

~ Posin (Bor)

Izl(J)s;i)ai)zéf b(ﬁ"-i—Sl) COS(ﬁy)dﬁ,
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~ Posin(fot)

m'cos (Br)dg,

(1.19) La (3,0, 1) = —
fe.d] ' 0

at

~  ge :
Iﬂl(ya'asf>= —zgcos(ﬁy)dﬁs
Oj b{(B*+.5,)

~ e
Iy (r0,0)= - f TSy .

W pierwszych czterech catlcach wystepuja tloczyny funkcji trygonometrycznych.
‘Wykorzystujac znane wzory, definicje transformacji sinusowej 1 cosinugowej Fouriera
oraz uwzgledniajac koniecznodc catkowania w calym przedziale zmiennej niczalez-
nej, napiszemy

1
cos (flotJeos (By) = ERL (vi+y)cos B{wt+y)+nlvt—y)cos fi(vt— )+

+i(y—at)cos f(y—vi}],
(1.20)

1 _
sin (for)cos (fy) = 5 {7 (@t+p)sin Szt 4 p)+ 5 (vt —p) sin f (vt —y)—
—n(y—wt)sin f{y—of) .

Wprowadzajac wzory (1.20} do calek (1.19) otrzymujemy do obliczenia czter-
nadcie calek. Postepowanic przy ich wypisywaniu wydaje sic oczywiste. Szczegdly
obliczen tych calek nie wnosza nowych istotnych elementow, poprzestaniemy wige
na podaniu wynikéw calkowania:

. n N . .
(1.21) 1L +l+h+ 1, = b [7 (vt +y) e=0t+0 V5. 45 (vt—y)e-wr-» Vi +
1

+n(y—vi)e-b-w V5]
Qraz

(1.22) L+l = [e_(”ﬂm/g Erfc (]/E——y—)—i-
2]/rct

8xh,

- - _ - J)
femtt-n V¥ Erfc(l/ k1S, + +e 0= VS Eyfe (1/ xS, — )+

)
2Vkt 2wt

Sl £ Erfc’('l/ xtSy + L)] )

. Wt
Pry czym

Vi
n _ by
(1.23) _ b, Tt
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O1az . o
(1.24) S = 4 5 —4 g2 +~é“€ Sy = W-i-m —5

We wrorach (1.24) oba pierwiastki przyjeliémy ze znakiem plus. Gdyby$my przy-
jeli znaki ujemne, to w trakcic obliczania calek wzgledem o otrzymaliby$my zbidr
rozwigzan pusty,

Przypomnijmy raz jeszcze, ze wzory (1.21) i (1.22) sg poprawne ty]lco wtedy,
gdy »>0. Natomiast dla wzoru (1.22) nalezy dolaczyé dodatkowy warunek 7:>0.

1.4. Obliczanie calek wzgledem parametrit o

W przypadku czterech pierwszych calek Iy, Iis, £o1, 1oy [Wzér (1.21)] wyniki
calkowania znajdujemy w tablicach BaTEMANA [2] i na tej podstaWIe WYZNACEany
cze$é rozwigzania, okreflonego wrzorem (1.14):

(125) [ U 0v0,0-+1: 0o, D]cos () dm

0

7 o o .

- 2.’C {q (‘Uf +J7) exp [}E (‘vt+y)J Ko [—'2—’;' 1/(Z?t+‘}/‘)2 +x2 ] +
v @

Fn(r=enexp| =50 090 Kol 5 Vi—opita? |+

B
+5 vt —y) exp IE:% (wt— y)] K, [E V(o —p) +x* ]} .. >0

Analizujac wzor (1.25) stwierdzamy, Ze dwa ostatnie skladniki wyczerpuja
wszelkie kombinacje zmiennych (y—ot). Rozdzielenie tych skiadnikéw za pomoca
funkcji Heaviside’a » (vt—y) oraz 5 (y—uf) jest czysto formalne, W rozpatrywanym
wzorze mozna wiec pomingé funkcje Heaviside’a 1 napisa¢, co nastgpuje:

(1.26) [ I (no, )+ L (3,0,0)] cos (ox) do =
Q .
T

=5 {axp [*-~—(‘vt+y)]Ko[;C ]/(rat+y)2+x2 ]4-

@ 7 L ————
+ €xp [% (vt—y)]Ko [5; Vi(wt—y)>2+x2 }

gdzie K, [¢] oznacza funkcje Mc Donalda drugiego rodzaju, rzedu zerowego.
Pozostaja do wyznaczenia calki, w ktérych wystgpuja funkcje Erfc [¢]. Wypi-
szemy jedng z tych calek {ronijaszc jednoczesnie V S, : na podstawie wzoru
(1.22) znajdziemy
' ® ot ) VE; o
U127 f i Erfc(l/ "1, —

Q

) cos (ux) du=

2]/161
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. o EXP [—(thry)i/:xz +g,z}
=exp [Z—K(w +y)]f }/ = .

42 +

x

(1.27)
[e.d.]

‘‘‘‘‘ CR t+y)
x / E/ i + a2 — (7) =— ]
Erfe l} Kt 42t P cos (ax)de .

Usitowania, aby ten typ catki sprowadzi¢ do prosiszej postaci nie daly pozy-
tywnego wyniku. Autor nie znalazl réwniez w literaturze przykladdw analizy ta-
kiej calki. Mozna tylko powiedzied, Ze funkcja podcatkowa nie posiada osobliwo-
§ci ani ze wzgledu na parametr callkowania o, ani tez ze wzgledu na parametry
2 i 1. Najbardziej nickorzystny przypadek ze wzgledu na zbieznoéé catki ma miejsce
wiedy, gdy funkga wykladnicza ma dodaini wykladnik. Przypadek taki zachodzi
w czwarte] calee (1.22). Jednak i w tym przypadku funkcja podcalkowa jest ograni-
czona i dazy do zera, gdy «— co ze wzgledu na whasnodet funkeii Erfe [E]

1.5. Konstrukcja i wlasnoSci rozwiqzania
Reasamujgc wyniki obliczent calek z pp. 1.3 1 1.4, wzory (1.22) 1 (1.26), Iozwiq;
zanie {1.13) prredstawiamy jak nastepuje:

Q 2 ¢
(128 T(xpn= Do 1 () (v—ey) {GXP [E (ot ﬂ*y)} Ky [‘5} V@i +p)? + le +
b, ‘o s
4 exp [E; (vt ——y)] K, {% V (vt —p)? +x2_] -

- 451{ n(t—e}ne—edn(t) f {eXp [(vt—y) (b; e

(vt} v
= BErfc lfxt b, +—2——: +exp (we+y)iby +—
Kt

% E1fc l]/rct by + (m:_-i')*] +exp [ (vt +y)
Kt .

» Brfc []/ };;f_bl ('vt/+y) J =+ exp [ {vt—1)
il

x Hrfe [l/ xth = '(Et-/— y_)]} L(mx) do. ,
, it .

przy czym

Gee—————
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Liczby e, i & wystepujace w argumencie funkcji Heaviside’a sa nieskoficzenie
malymi o odpowiednim wymiarze, co oznacza, Ze odpowiednie wyrazy znikaja,
gdy ¢ lub v dazy do zera. ‘

Przypadek, gdy v—0, omawialiémy w p. 3. Rozwiazanie dla tego przypadku
przedstawia wzér (1.18). Pozostaje do przedyskutowania przejécie graniczne dla
10, tzn. sprawdzenie przyjetego warunku poczatkowego (1.3).

Pierwsza cze§¢ rozwigzania ma granicg nastgpujaca:

o 7 ' I

{129 = glo—e)n(@) {cxp [A(-vt+y)] K, [“ ¥ (@t +y)* +x2 ] +

_ Zak 21 2k

exp[—zﬁ(‘vt y)]K°[2x Vi(wr— y)“rx ]} P 2.

2w

X.ﬂ(ﬂﬁﬁl)Ch(“‘?)—y)Ko[ V2 + +x]
2K

Granice drugiej czedci rozwiazania trzeba znaleZé na innej drodze, poniewaz
przejécie graniczne 7 — 0 dla tej postaci nie prowadzi do celu, co wynika z wnio-
skéw z przeprowadzonego poprzednio rozumowania. Funkcje t¢ mozemy okreslié
wykonujgc przejicie graniczne 7 — 0 juz w calkach I, I3, [wzory( 1.19)]:

P
Iy 705~ f —
J BB +S,)

cos (ax) de ,

(1.30)

a
Iyy 75— f e cos(ax}da, gdy 0.
0 B +S) ,

+a?,

‘U?.

4y

Pamietamy, ze ¢=x (f*+a?) oraz ze b=2:wl/

Postugujac sic tablicami BaATEMANA (2], s. 7 wzor 5; s. 8 wzor 11; 5. 17 wzdr
28) po niezbgdnych przeksztalceniach, otrzymamy na podstawie wzoru (1.14)

o
C 2mk

x p— —_— a——
n{w—edc o K, S VY +x* L

Suma wartosci granic obliczonych na pods’(a\me wzoréw (1.29) i (1.31) pozwala
stwierdzi€, Ze

{1.32) : T{x,p,t)7=0 "

x

2
(1.3 — “—Q-n(t) j (%, t) cos (ax)do 75

przy czym w przejSciach granicznych nalezalo zalozy¢ #>0. W przypadku o=0
przejécie graniczne nalezy wykonad juz we wzorze (1.14). W tym ostatnim przypadku

zbieznosé (1.32) do zera jest oczywista z uwagi na wiasnofci funkeji £, (—&). ]
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Moina sprawdzié, ze w kazdym z rozwazanych przypadkéw spelnione sa wa-
runki brzegowe (1.4} i (1.5).
W punkcie dzialania Zrédia, gdy y=wr, x=0, na podstawie wzoru (1.28) mamy

e {5

+ lim K. [ (vt y)” “ﬁirc n(t—e)n(w—ey)

vty

(1.33) 7T(0,2t,8)= Zf;rc #(ylv—e) {exp (

; Y v — ot
%7 (7) f {ZErfCVmbﬁe}fp [2~vt (61 +"2?§)] x Erfe (1/ Kt by +E)+
0 .

@ oy 2t \} cos(ux)
+exp] —2ut { b, o % BErfelV b1—7 7 ——dx .
. K 1

Widzimy, Ze osobliwo$é wystepuje w drugim sktadniku wzoru, tzn.
25 ' o *
lim K, —-(futmy) ~ lim y—In{-— (ot —p){+In2
vt >y vi—)y - 2 -
i zgodnie z definicjg funkcji K, (£) jest to osobliwoéd logarytmiczna.

1.6. Druga postad rozwigzania

Rozwigzanie podane w pp. 1.5 ma gldwnie znaczenie poznawcze. Jest oro nie-
wygodne dla obliczen numerycznych. W tym podpunkcie znajdziemy inne rozwia-
Zanie, bardziej dogodne dla tego celu.

Nasze rozwazania rozpoczniemy od wzoru (1.13). Zajmiemy si¢ przeksztalk
ceniem ¢tatki I; (y, v, t) Iwzor (1. 14)] Funkeje podcatkowa rozkladamy na utamki
proste:

1 I 1 1 1
‘(1'34) , a® -+ gt = (a+ife) (@a—ifv) " 24 (a-mﬁv + a——iﬁ'z))'
Zgodnie ze wzorem (1.14) zamiast calki I; bedziemy mieli teraz dwie calki:

et «© gt

cos(ﬁ;)dﬁ-ir fa i

(1.35)  Jy=—-

20 a+ﬁ cos(ﬁy)dﬂw [Iaﬁ—faz}g

Zajmiemy sig calka I3;. Funkcje podcalkowa mnozymy przez e e~ otrzy-
mujemy

@ oiBer p—(a+ifv)t

Jir31%{! _“Mcmﬂt? cos(ﬁy)dﬁ.

Funkeje e~ @*+#9¢t rézniczkujemy i calkujemy wzgledem czasu:

cos (By) P

) =] }‘ 5]
_ (1.36) I3l=—6fe""’”‘af e-‘("“””)‘cos(ﬂy) dﬂdt+0fe‘””‘ atifo

Rozprawy Ingzyhierskie — §
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Druga catka we wzorze (1.36) odpowiada dolnej granicy W calce wzgledem czasu
w pierwszej czefci wrzoru, ale jest wzigta z przeciwnym znakiem.
Identyczne postgpowanic z calka I;, prowadzi do wzoru

t

cos (fy)

(1.37) 132=—fe‘”""fe‘(“‘w")‘cos(ﬁy)dﬁdr+fe’i””’—a_iﬁw dp.
. o o

¢

Sumea drugich skladnikow we wzorach (1.36) i (1.37) wynosi

D ptbor o —iput

(138) [ o cos(Bdpt [ pecos () dp=215 049, D+ L0y, ),

. przy czym I; oraz I, sa okreSlone wzorami (1.14).

Jezeli uwzglednimy otrzymany wynik oraz wzory (1.36), (1.37) i (1.35), to wzér
(1.13) przyjmie postaé

Tﬂ%ﬂ(t){fcos(ﬁﬂ dﬂfe_mv(t_t)drfe_mcos(“x)dﬁfcos(ﬁy) e
. 5 b 0 o :

'3 [ral

x f etfr e g f e~ cos (ax) doc}.
0

0

Z tablic {[2], 5. 15, wzdr (11)} znajdujemy catki wzgledem parametru «, a nastgpnie
tamze {[2}, s. 21, wzér (20)} wzgledem parametru 8. Ponadto Korzystamy ze znanej
zaleznofci:

et =1) 4 o=180 (=) =2 [iflo (z— £)] =2 cos [fo (1—1)]

i piszemy

. [ x2+y2+w2(r~t)2]
eXp | — i (T —1
drt oh [yw(r )]dr

2Kt

o

2nr

(139)  T=5—y();

T

Jezeli jeszeze rozwiniemy ch (¢), to zamiast wzoru (1.39) otrzymujemy

L4 T= 4?}6 ’T(I)f exp{m'x FIy+o(—0] }+

drct

*+ly—e@c-0OF || &
“"P{““Tm} T °

Obie postacie rozwigzania (1.39) i (1.40) sa wygodne dla obliczeri numerycznych.
Widaé natychmiast, ze spelniony jest warunek poczatkowy (1.3) i warunki brze-
gowe (1.4) oraz (1.5). Gdy v—0, rozwiazanie redukuje si¢ do znanego juz wzoru (1.18).
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W punkcie dziatania zrodla, gdy x=0, y==ot, rozwigzanie (1.40) sprowadza si¢
do wzoru

2

| 0 t o2 o2 (T +2£)? dr
(1.41) Hi ™ dm r;(r)f{exp(" ™ )“"P[””_ dxc ]}7_

0 NV w2 (r—24)* ) e
*W"(’){E‘( Axe ))0 +ICXP[“ dier ]}T

Calka w otrzymanym wyniku nie zawiera osobliwodci. Osobliwosé thwi w
pierwszym skladniku wzoru. Jest to osobliwosé logarytmiczna. Taka sama osobliwo$é
zawiera funkcja K, (), gdy {—0. W obu wersjach. rozwigzania otrzymalimy wiec
te same osobliwosci w punkcie dzialania Zrédla,

Wrykazemy z kolei, ze oba rozwiazania zawieraja te same osobliwoéci. Otrzy-
mane rozwigzanie (1.40) dzielimy na dwie calki: [; i I, wedlug kolejnodci skladnikow
w nawiasie klamrowym. Nastgpnie rozwijamy wykladniki potegowe i stosujemy
" podstawienie

1 X2+ (vt +y)? L X (y—ut) 2?
TRy T die > Y27 4x ’ T4t

Opierajac si¢ na tablicach {[8], s. 354, wzdr (3.471.9)}, otrzymujemy nastepujace
wyniki;
1/t

v 2 — I\ dz
I, =exp [E(m +y)] iEKO [E Vot +)? +x2 ]_H f exp [_ (?ﬁ-ﬂﬁ’;)]—-,

zZ

B R | A I e I S B B AV L
Izmexp[zx(vzwy)]{ @[2” (vt—3¥) +x] fe}ip[ (yzz-}-ﬁrz—)]z},

0

Widzimy, e rozwigzanie (1.40) zawiera funkcje McDonalda, ktére wystepuja
w poprzedniej wersji rozwigzania, a zatem czgsei osobliwe obu rozwiazan sg tego
samego rodzaju.

17 Przyldad liczbowy

Dla ilustracji otrzymanego rozwigzania podajemy wykresy temperatury dla,
kilku wartosci zmiennej x oraz kilku wartosci zmiennej y=vt. Wyniki liczbowe,
uzyskane na maszynie matematycznej, posluzyly do sporzadzenia zalaczonych
wykresow, podanych na rys. 4—9, _ _

Do obliczen przyjeto, Ze tarcza jest miedziana. Dla miedzi x=1,15 [em?/secl.
Przyjgto, ze zrodio ciepla odpowiada palnikowi spawalniczemu. Predkosé palnika
przyjeto ©=0,1 [em/sec]. Grubos¢ tarczy wynosila 1 fem]. Przyjmujac dodatkowo
§redni wydatek ciepla z palnika w jednostce czasu i objgtosci, mozemy zestawié
dane wyisciowe do obliczeri (Tablica 1). '







0k i
3 |

!

_ ) i
25+ ‘ & 5 :
) 2

- ' /R
201~ . /

p5 -]

— Vv
¥

Rys. 7. Wykresy izoterm rozkladu temperatufy (tarcza miedziana; Zrddlo punkiowe; of=15 cm)
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Rys. 9. Wykresy izoterm rozklatu temperatury (tarcza miedziana; Zrodio punkowe; wt=20cm)
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Tablica 1. Dane wyjSciowe do obliczen

Stale materialowe i obliczeniowe

Symbol Wryszezegbinienie Jednostka miary War'toéék
. - L cal I
A Wspdlezynnik przewodzenia ciepla —_— 0,945
cm sec °C
. . . cm?
% Wspotczynnik przewodzenia temperatury 1,150
sec
P Ggstos¢ materialu tarczy g3 8,930
N cm
: - . cal
c Cieplo wlasciwe materiatu tarczy °C 0,092
’ g
ot Droga #rodla ciepla cm zZmienna
- . cm
v Predko$é Zrodla ciepla — 0,100
. sec
Wydatek jednostkowy Zrddla ciepla na jednostke cal
W objetodcl i jednostkg czasu cm see 39,3
W °C
0 0=—o : e 72,2
cp sec
°C
2 5
4x cm?
vt
x4 [+ (z—oOP? 2+ —(z—eF]| dz
T:Sf CAPy— vV —————————F P - e,
5 . Az dycz z

2. LINIOWE ZRODEQ CIEPEA

2.1. Sformulowanie zagadnienia

Zgodnie z zapowiedzia we wstepie jako drugi rozwazamy przypadek, w ktérym
liniowe Zrédlo ciepla o stalym wydatku posuwa si¢ w obszarze tarczy ze stala pred-
kodcia v w kierunku prostopadlym do jej brzegn wzdhuz osi y, jak to zaznaczono
na rys. 10. Zrédto zaczyna wnika¢ w obszar tarezy w chwili czasu 7=0. Opisane
stownie 7rédio ciepta w przyjetym na rys. 10 ukladzie wspdhzednych okre§la wzér

.1 W(e)=Wy(vt—p)d(x)n ().
Uwzgledniajac (2.1), réwnanie przewodnictwa piszemy jak nastepuje:
2 L 2 |
. — @) (0).

Poszukujemy- takiego rozwigzania réwnania (2.2), ktére spelni warunek po-
czatkowy
(2.3) T(x,y,0)=0 -
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oraz warunki brzegowe

_ _ N
4 [‘a;] =0

(2.5) T

—{) gdzie  F= 'l/ Rffl-;?

W 2

2.2, Wyznaczenie rozwiqzania

Ze wzgledu na warunek brzegowy (2.4) dla okreélenia rozwigzania wykorzystu-
jemy transformiacje cosinusowg Fouriera wzgledem zmiennej y. Nastepnie postg-
pujac podobnie jak w przypadku pierwszym olrzymujemy rozwiazanie w postaci -

(2.6) r(x,y, cos{ox)cos (fy)dadf,

= + ﬁz
przy czym funkcja f(¢) wyraza si¢ wzorem

aZ- sin (Bof)—afocos (ot} +afoe
Bla®+F70) ’

en 0=

gdzie a=x (22 + f%).

Otrzymane rozwiazanie (2.6) spelnia warunek poczatkowy (2.3) i warunek brze-
gowy (2.5). Zauwazmy jeszeze, Z¢ w przypadku gdy v—0, rozwigzanie (2.6) staje sie
zerem, co wynika bezposrednio ze wzoru (2.7).

Jezeli dokonamy pordwnania rozwiazad (1.8) dla przypadku pierwszego 1 (2.6)
dla drugiego, to dojdziemy do wniosku, Ze réznia si¢ one od siebie tylko funkc_]aml
f(£), czyli wzorami (L.11) t (2.7).
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- Formulujac zagadnienie podkre§lano, e badamy rozwigzania podstawowe,
bedace funkcjami Greena. W przypadkn Zrodla punktowego —otrzymane rozwig-
zanie ma wymiar °C/em?; a dla Zrédta liniowego °C/cm. Wynika stad, ze super-
pozycji musimy dokonaé¢ wzglgdem zmicnnej o wymiarze Jom].

We wzorach (1.13) 1 (2.7) wystepuja argumenty funkeji_trygonometrycznych
Pot. Parametr § ma wymiar cm™'. Wobec tego superpozycii musimy dokonad
wzgledem zmiennej vt lnb or—yp, kitére majg wymiar cm. Raesumujgc, rozwig-
zanie dla Zrédla ruchomego liniowego moZemy zbudowaé poslugujac sie rozwigza- -
niem dla Zrodla ruchomego punktowego, co opisuje wzor

vt

28 T(x,3,1)= f T, (x, y, 0t —7) dt .
: . a

W tym wzorze funkcja 7T (x, y, vf—1) ma budowg rozwigzania (1.8) dla Zrédha
ruchomego punktowego, w ktorym na miejsce of nalezy podstawié (vr—r1).
Po podstawieni_u i dokonaniu przeksztalceh upraszezajacych otrzymujemy wzor

{exp[ *+y+e—1t—1,} ]+

At

vt (pt-1)

@9 =

dret

[ x2+[y—(wt—r—r;)}2 ]} dty
+exp]—

2.3. Przyklad liczbowy

Dia ilustracji otrzymanego rtozwigzania podajemy wykresy températury dla
kilku wartosci zmiennej x oraz kilku wartoéci zmiennej y=or. Wyniki liczhowe
przedstawiono na rys :l1—I3.

Do obliczen przyjeto takie same wartofci liczbowe dla poszczegolnych paramet-
réw jak w przypadku pierwszym (Tablica 2).

LY

WNIOSKI KONCOWE

Z ofrzymanych w pracy wynikéw narzucaja sie nastepujgce wnioski:

1. Teoria ost ruchomych nie znajduje zastosowania w obszarach ograniczonych
ze wzgledu na nieupraszczanie sie réwnania przewodnictwa, jak réwniez doedatko-

~we komplikacje wynikajace z uzaleinienia warunku brzegowego od czasu. Usilo-

wantie posiuZenia si¢ metoda Rossenthala bylo jedna z przyezyn, dla ktGrych za-
gadnienia Zrddel ruchomych w obszarach ograniczonych nie majy dotad poprawnych
rozwigzan.

2. Przeksztalcenic Laplace a nie ma tutaj zastosowania z, uwagi na niejedno-
znaczno$é ghrnej granicy catkowania wzgledem preejicia granicznego v—(. Spraw-
dzomno, #c¢ nie iétnieje rozwigzanie, w ktdrym mozna by wykonywaé przéjs’cié gra-
niczne v—0.

3. Zasade superpozycji dla zrédet ruchomych nalezy wykona¢ wzgledem zmien-
nej vt tub (vt—x).
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Pesiwowme

TIOABMIKHLBIE TEIDIOMCTOYHMKY B ITOJNYLECKOHEYHOM OCKE

I'napuolf UEABI0 pabGOTEL SABIAETCA HAXOXACHES DO TEMIEDATYDH B IONYGECKOHSTHOM
HACKS ¢ THORYHSLIME IPAHRYHRIMHE YCEOBHSMH B CAy4ae IBRKYIIETOCH, ¢ ITOCTOAHACH CKOPOCTERIO
2 NEePOeHIEKYIAPHC X OPAMONHHEHHOW rpsHEm HACKA, COCPEAOTOYCHHOLO, a 3aTeM JIARCHHOTO
HCTOYHMKA ¢ NMOCTOSHEOW Beijaued Temna, DpMYeM HOCTPOSHME PELIEHAs HONMHO YUHTHIBATH
caytait »=0. B nepsoit rrase ,,CocpenoTOYCHALI® TOYSYHEIE HCTOYHMKH® C(POPMYJIHpPOBAHA 3a-
mada, oBocHOBAH HOROOp METOAA NOCTYIAHAS, NASTCA HOCTPOCHES PENICHES W MPORSHCHEl HCCIe-
HOBAHWEA, KAYECTBERHOTO THIA, CBOHCTB 5Toro pemehma. JIm# pacyeTHsIX IemeH macTces ,upyi"oﬁ
Oonee OPUrONHEBId, BADHAET PCLUCHHES, MUTFOCEDHPYS DE3YILTATEE YHCIIOBRIM TIPUMEDOM DPH-
TOJIHLIM B HEKCHEPCKOH IpPaKTHEE.

Bo sropoit rnage , Jiane#iunif TemnoucrownEk” clopMynuposada $uiaHyeckag MOHETh H
JgeTcs MAaTeMAaTHYCCKAS MOIENs TUACHEOTO TEmAoMcTOuHMKA. Ha 5TOM HpAMEDe HCCISNOBAHA
BO3MOXHOCTE BPEMCHHON CYNEpIO3HIE PENISHHA B CAYIAS COCPEIOTOYCHHOTO TCINOHCTOIHEKA.,

ITonyyeHHEIE PE3YNLETATH BIIHOCTPHPORAKST THCIIOBEIM JEPHMED OM.
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SUMMARY
MOVING HEAT SOURCES IN A SEMI-INFINITE SHIELD

The main aim of this paper is to determine the temperature field in a semi-infinite shield with
typical boundary conditions. The concentrated at'a point or line heat source of constant flux is
travelling with constant velocity » in the direction perpendicular to the straight line boundary of
the shield. The possibility of the time superposition of the solution at the condition 2="0 is analyzed.

The first section “Concentrated point sources” contains the formulation of the problem,
argumentation of the chosen method of solution, construction and gualitative examination of the
solution properties,

A different but more convenient in computation version of the solution is presented and illustra-
ted a numerical example useful in engineering practice.

In the second section “Linear heat sources” both physical and mathematical models for the
linear heat source are presented. By this example the possibility of the time superposition of the
solution for a concentrated heat source is investigated. The resulis obtained are iHlustrated by a nu-
merical example.

Praca zostala ziozona w Redalcfi duia 6 maja 1974 ».






