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DRGANIA SAMOWZBUDNE SZCZOTKI W UKLADZIE
SZCZOTKA-KOMUTATCR

ANDRZEJ EOPATA (KRAKOW)

W pracy rozpatrzono mozliwoi¢ powstawania drgan samowzbudnych szczotki na skutek
zmieniajgcego si¢ wspolczynnika tarcia. W oparciu o analize réwnania ruchu szezotki podano
- waronki asymptotycznej statecznoéci zanikania drgat oraz, w przypadku gdy ruch szczotki jest
okresowy, okreflono warunki, przy kitorych amplituda drgai jest najmniejsza.

Prawidtowa praca maszyn elektrycznych komutatorowych zalezy od wielu pro-
cesOw zachodzgcych w czasie pracy tych maszyn. Jednym z podstawowych proceséw
Jjest proces komutacji. Zagadnienie komutacji moze by¢ rozpatrywane z punktu
widzenia elektrotechniki, technologii i mechaniki, Z punktu widzenia mechaniki
bardzo waing role odgrywaja dynamiczne wlasnosei ukladu szezotka-komutator.

W analizie wlasnosci dynamicznych istotny jest problem stabilnoéci pracy szczo-
tek. Przy niestabilnej pracy szezotki i szezotkotrzymacze wykonuja dregania, kidre
pogarszaja komutacjg, a takze powoduja szybkie zuZywanie si¢ szezotek. Przepro-
wadzajac analiz¢ dynamiczng szezotki naleZy uwzgledni¢ wlasnofei sprezysto-tar-
ciowe ukladu szczotka-komutator. Wigze sie to z mozliwoscia powstawania drgafi
samowzbudnych w takim ykladzie. Przyczyna drgan tego typu jest zmienna sila
tarcia. Sita ta zalezy m.in. od predkoscei obrotowej komutatora, docisku, gestosci
pradu, czasu pracy szczotek. Najbardziej istotna jest tu zaleinosé sily tarcia od
predkoscl.

Tematem niniejszej pracy jest analiza ukladu tarciowego szczotka-komutator
ze wzgledu na mozliwos§¢ wystgpowania w takim ukladzie drgan samowzbudnych.
Celem jest okreslenie takich parametréw ukladu, azeby drgania szezotki byly jak
najmniejsze. ‘

1. ROWNANIE RUCHU $ZCZOTKI

Uklad szczotka-komutator opisano modelem matematycznym, w ktdrym,
ze wzgledu na wigzy narzucone na ruch szczotki, przyjeto jeden stopiefi swobody.

W modelu przedstawionym na rys. 1 uwzgledniono sily sprezyste o wspdtezyn-
nikach sprezystodei &y i k, wystgpujace w zamocowaniu szezotki w szezotkotrzy-
maeczu oraz thumienie wiskotyczne o wspdlezynnikach 2k, i 2k,. Docisk szczotki
do komutatora realizowany jest przez spreZyng o wspdlezynniku sprezystosci k,
a tlumienie — tlumikiem wiskotycznym o wspdlezynniku 24, Charakterystyki sit
sprezystodei 1 thumienia przyjeto jako liniowe.
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Podczas drgan szczotki powierzchnia styku szczotki z komutatorem zmienia sig
i obszary styku zmieniajg swoje polozenie. Ma to istotny wplyw na przebieg komutaciji.
Zmiana wielkoSci powierzchni styku na skutek drgati ma wplyw na przewodnictwo
pradu. Likwidacja drgan mechanicznych poprawia w duzym stopniu pracg szczotki
i w zwigzku z tym jako§¢ komutacji.

Rys. 1

W analizie drgai mechanicznych przyjeto uproszezenie odnosnie wielkodei
powierzchni styku. Zaloiono, Ze szczotka styka sig z komufatorem wzdhuz prostej
tworzgcej komutatora. Slad linii styku oznaczono ma rys. 1 punktem 'P, leZzacym
w polowie szerokosci szczotki. Sile reakeji pochodzacy od komutatora roztoZzono
na dwie skladowe: sile normalng N i site tarcia 7. Ponadto oznaczono przez 7 pro-
mieft komutatora. '

Réwnanie ruchu szezotki wyprowadzono na podstawie réwnah Lagrange’a
drugiego rodzaju, przyjmujac za wspolrzedna uogdlniona kat «; obrotu szczotki
wokél osi przechodzacej przez punkt A4, przy czym :

(]“1) G’q:ao‘l‘a,
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gdzie «, jest katem okredlajacym polozenie réwnowagi, wokol kiérego odbywaja sig
drgania szczotki, opisane katem a« (rys. 2). Energia kinetyczna w ruchu plaskim
szczotki 0 masie m wyraza sie wzorem:

1 1
{1.2) E———m(x +ys)+—Ioc s

w ktérym I, jest momentem bezwladnodci szczotki wzgledem osi przéchodzaccej

przez Srodek masy i prostopadlej do plaszezyzny ruchu komutatora.
Wspbhrzedne drodka masy szezotki sa okreslone

wzorami: : i

— 1
x=Vr —Psin’a, T Icosay, ' a A \Jssrcatk

(1.3)

Y= Ising,,

natomiast wspdtrzedne punktéw przylozema sit §,,
Sz, Se, T i N wzorami:

xA%]/r —sin? oy +icosa, ,

b

yg= — (7 cosay—1 sinocl),
{1.4) b
ye=(I—I)sin o, +-2—

x—]/r —Psin?e,, y,=Isine,.

COS oy ,

Rys. 2-

Réwnanie ruchu szezotki podajemy bez wyprowadzenia; ma ono postad

19 |at s mit i sin? I 1 “
(1.5) [s 4 mi=+ml” sin 0&1005061( rz_lzsinzocl ]/I — ]2 gin> ai)]mi—f-

+ " sin ey
2 " (2= sin® ;)

—Psin?a, Vr:— 2 sin® oy I +sin? ay [/2 sin? a; (2/ cos oy +

+ ]/r2 —Psin® o )—r?(3lcosx, +2 m?&:)]} a4+

{ ( ?sine; cosoy 2

2 b
W-Flsmc'l) +2h1( smoc1+llcosoc1) +
r _ Sln xyq

{cos? ay [2r2 (I cos u, +Vr2—2sin? a)—

b 2 S
+ 2!13[(1— 1) cos ot — > sin ocl] } by +k (ao -—]/r2 —Psin? o, —

IPsina, coso,

b
—Icos oci) (]/’2 +Isinoc1) + k, (11 sin otq Ty COoSs o, — bu) X

—[?gin? o,
b ) b
® (7 siney — 1, cosc:.l)+ k, [(l—lz) Slnocl‘f'a“COS al—co] [(l—lz)cos oy —
b ] ( 1% sin o, cos o4 s ) g COS %y 0
——sina, |~ {—==—=————+Isina —¥ e =,
2 ! ]/rzwl2 sin? o e V2 —IPsin?o;
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gdzie

ap= ]/;-2—12 sinz_oc—oJrlcos % s
b o)
by= — E-cosmo—ll smo:[,) .

co=(I—L)siney+ > COS tlg

oraz gdzie §, oznacza wstepny docisk sprezyny, 1, [, 1/2, b wymiary szczotki.

~ Analiza otrzymanego réwnania nastrecza duze trudnosci. Trudnoéel tych mozna
uniknaé upraszczajac réwnanie ruchu przy zalozenin matych drgan szczotki wokol
polozenia okre§lonego katem «,. Drgania wokét tego poloZenia opisuje kat o«.
"W zwigzku z tym zlinearyzowano funkcje (1.3) i (1.4) w otoczeniu «, otrzymujgc
nastepujace zaleznoscei na wspélrzedne srodka masy i wspélrzedne punktow przy-
tozenia sit:

Xg=qr—dath, Y=z Tdsd,

(16) xA=ao_(az+a3)‘1, y3:50+05°€, Ve=Co+ ¥,
Xp=a,—ay—2(a,—as)a, y,,=2a3+2a4m,
gdzie
1
a1,=1/rzﬁl"sin2cco+ilcosoco, a4=~§—lcosoco,
T __1I2 sin 2o 11_ lb' ;
(1.7) az—z Vﬁtm +? sinao,  as= sinog+1, cosay,
1 L
a3=—2—lsmo¢0, ' aa=(l—lz)cosoco——5-bsmoc(,,

Energia kinetyczna szezotki wyrazi si¢ teraz wzorem
1 ‘
(18 . E=—2—_[Is+m(a§+a§)] a2,

Sita tarcia wystgpujaca miedzy szezotka a komutatorem moze sig zmieniaé na sku-
tek: 1) zmiennego wspdiczynnika tarcia, 2) zmiennego docisku szczotlki do ko-
mutatora.
Rozwaiymy tu preypadek pierwszy. Przypadek drugl jest rozpatrzony w pracy[3].
Sile tarcia przedstawimy wzorem

(1.9 T=Nyy »
gdzie y (u) jest charakterystyka tarcia zalezna od predkoéci wzglednej v a N=const.
Rzutujac sity T i N na osie ukladu odniesienia, otrzymujemy
I — i
F.= Tx+Nx=7 ]/rz—lz sin® oclN.MTTsm oy,
(L10) ; |
F,=T,+N,=—Nsina; +— Vir2—Psin?a, T.
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Funkcje (1.10) zlinearyzowano, rozwijajac je w szereg potegowy w otoczeniu punktu
o Predkos¢ wzgledna w tym punkcie wynosi u,. Pomijajac wyrazy stopnia WyZ-
szego od jeden znajdziemy wzory na sily F, i F, w postaci

1 — ! . i s
Fo=— ]/r’l —[*sin? gy N— —;'—N,uo sin oy _TN'/’o (sin eg) (—u,),
(1.11)
. H TR J- T T . 5 '
Fy=TNsmor,0 +T l/rz—I"- sin? oy N#o"‘T }/r2~12 sin? oo N (u—ug) ,
gdzie
,_ oy
Ho=lw (uo)ly o= (o).
Predko$¢ wzgledna wyraza siq_ WZorem
{1.12) . u=cr—lda,
przy czym o oznacza predkos¢ katowy komutatora o promieniu ¢, & bezwzgledng
predkosé katowa szczotki wokdl punktn A oraz / diugo$é szezotki.
Dla poloZenia okreflonego katem oo (W poloZeniu tym predkodc d,=0) pred-
kos¢ wzgledna up=wr 1 u—uy=—1Id,
Po podstawieniu (1.7) i (1.12) otrzymamy
1 2 2 .
F = . (a,—a,) N— o Ny + s Ny, a,
1.13 ‘
(1.13) 2 I ! .
FJ,=T a, N+ o (o, —a ) Nug— " {a;—a,) Ny, d.
Uwzgledniajac teraz pozostale sity przylozone do szezotki obliczono sile uogélnio-
na i przyjmujac oznaczenia '
I , ’
2h{a, +as)* + 2k, al+2h, at + - [4a;(a, —a:)+2a, (a, —a.)] Ny,

b= I+m{a; +a) ’

Lidy b k(a,+as)+kya+k,a?
(1.14) 2 L+m(a2+al) i

[4a; ae —2(a, —as) (@ — @ )] N+ [das (@, —as)+
+2a.(ay—a,)] po N+ Sp (@ +az)r

by = —
® +m(a}-+-a)lr
oraz podstawiajac
b,y e e w
(1.15) o::z+"b-—, g=z, a=z,

z rownafi Lagrange’a drugiego rodzaju otrzymano réwnanie ruchu szczotki w po-
staci

{1.16) Z+by z-+byz=0.

Otrzymane rownanie ruchu jest przedmiotem dalsze] analizy.
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2. STATECZNOSC POLOZENIA ROWNOWAGI SZCZOTKI

Zajmiemy si¢ z kolei okresleniem warunkéw statecznodel polozenia rownowagi
szczotki. Polozenie réwnowagi odpowiada na plaszezyinie fazowej punktowi oso-
bliwemu. W celu okreslenia statecznodci tego punktu wystarczy ograniczy¢ si¢ do
badania czeéci liniowych réwnan rézniczkowych ruchu.

Korzystajac z kryterium Routha-Hurwitza, otrzymamy nastgpujace warunki
asymptotycznej statecznosei

@.1) b,>0, by>0,

gdzie b, 1 0, sq okreilone za pomocg wzoru (1.14),

W dalszych rozwazaniach celowe jest rozpatrzenie trzech przypadkéw: we =0,
we>01 w,<0. Przypadki te odpowiadaja -odpowiednio charakterystykom i,:
stalej, rosngcej i malejacej. ,

1. Jezeli w (t)=const, to w,=0 i znajdziemy

2h{as+as)>+2h, al+2h, a;
- L+m(a+al)
k(a,+as)+k, ai+k,a;
L%m (a2 +al)

Ll

(2.2)

b, =

Z warunku (2.1) wynika, Ze

2.3 2h(ay+az)? +2h, @i+ 2k, af > 0,
. k(a,+a:)+k,a2+kyal >0,
gdzie

h>0, h>0, h, >0, k>0, k>0, k,;>0.

WprowadZzmy oznaczenia:

A=2h(a,+a;)* +2h az+2h, ai>0,

.24 . )
C=k(a-+ay +hk,a; +k,a;>0.

Poniewa? nieréwnosci (2.4) sg zawsze spelnione, przeto punkt osobhwy jest w przy-
padku pierwszym asymptotycznie stateczny

2. Jezeli charakterystyka tarcia i, jest funkcja rosnaca, to we>0 oraz

I )
2h (a2+a3)2 +2h1 a§+2h2 aé +T [4613 (az "'Cl3) +2(l'4(al—a¢)] lNl/IO

L+m(a}+a)
ka,+ay? +k,a+kyal
IL+m(ak+al)

(2.5)
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Z warunku (2.1) wynika, #e

1 ' .
26 2h(a,+as)>+2h, al+2h, a2+ - [as(a,—as)+2a, (a, —a)] INw, > 0,
k{a,+a3)*+k, & +ky,a2>0,

gdzie N=const>0.
Wprowadimy oznaczenie

@7 B= }i [das (o, —as)+2a, (o, —a)] IN > 0.

Poniewaz nierédwnosci (2.4) i (2.7) sa zawsze spelnione oraz w,>0, przeto punkt
osobliwy w przypadku drogim jest rowniez asymptotycznie stateczny.

3. Jezeli charakierystyka tarcia y,, jest funkcja malejaca, to w, <0 oraz b,
i b, okre$lone sg wzorem (2.5). Korzystajac z wczesnigj okre§lonych stdlych A,
Bi C, otrzymujemy z warunku (2.1) nasigpujace nierdwnoscei:

(2.8) { A+By, >0, C>0.

Nieréwnoéc (2.8); jest spelniona zawsze, natomiast z (2.8), otrzymujemy
, A

(29) WO >= -I—-j, L]

gdzie w,<0.

Nieréwnoéé ta jest spetniona réwniez dla przypadkdw, gdy w, =0 oraz y, >0, Stad
wniosek, ze wyznacza ona obszar asymptotycznej statecznodei punktu osobliwego.
Wykre§lmy w ukladzie odniesienia (w,,'d/B) krzywa wo=-—A/B (rys.
Obszar zakreskowany odpowiada asymptotycznej statecznodci punktu osobhwego

Stala (w,=0) lub rosngca (i, >0) charakte-

rystyka tarcia y (4) zapewnia zawsze asym- ¥, A
' ptotyczna stateczno$¢ punktu osobliwego.
Przy malejacej charakterystyce tarcia (v, <q)
punkt osobliwy jest asymptotycznie stateczny
tylko przy odpowiednim doborze stalych 4,
B i C, tzn. przy odpowiednim doborze para-
metréw ukladu takich, jak tlumienie, spre- <5
2ystos¢, promien komutatora 1 wymiary = T
szczotek, W praktyce prawidlowy dobdr
szczotek zalezy od wielu czynnikdw, z ktérych
istotne zpaczenie majg Czynniki nastgpu- :
jace: predko$¢ obwodowa komutatora,
gestosé pradu przeplywajqcego przez szczotki Rys.’ 3
(w szczegdlnosei udary pradowe), tempera-
tura komutatora, charakter obcigzenia uktadu elektromechamcznego oraz érodo-
wisko, w kiérym pracuja szczotki. Z tych wzgleddw bardzo wasne jest Scisle prze-
strzeganie technologii podczas produkcji szczotek oraz dokladne ‘sprawdzanie su-
rowcdw materialy szczotkowego.
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Spetnienic powyzszych wymagan z réwnoczesnym uzyskaniem charakierystyk
tarcia odpowiadajacych nieréwnosci (2.9) napotyka w praktyce na duze trudnosci.
W zwiazku z tym trudno jest zapewnié takie warunki pracy, azeby szczotka nie
wykonywala drgafi. Mozna jednak dobra¢ parametry ukladu w taki sposéb, Zeby
drgania byly ograniczone.

Rozwazmy przypadek, gdy nieréwnos¢ (2.9) nie jest spelmiona. Nastgpuje wow-
czas wzrost amplitudy drgaf, Narastajace drgania ustalaja si¢ dazac do cykla gra-
nicznego, ktéry na plaszczyinie fazowej odpowiada rozwiazaniu okresowemn row-
nania rozniczkowego ruchu.

Cheac przeanalizowaé proces narastania i ustalania si¢ drgan, nie mozna ogra-
niczaé sie do liniowego przyblizenia charakterystyki tarcia w (u). W zwigzku
z tym funkgje (1.10), okreflajace rzuty sif tarcia i nacisku, rozwinigto w szereg
potegowy Taylora w otoczeniu punktu okre§lonego katem «,. Pomijajac wyrazy
wyssze od trzeciego stopnia, otrzymano rownanie rézniczkowe ruchu szezotki
w postaci

- I * 1 rr ]' tiro®
2.10 Agz-l—(A-i—Bguo)z—?lBy/O g2+—6—12By/0 2+ Cz=0,
gdzie
Ao=1L+m(as+a}) >0,

A=2h(a, + a3y +2h, @i +2hyal > 0,
1
B=T [4a; (a; —as)+2as(a, —a)]IN >0, N=const> 0,

C=kia,+a,)*+k, aZ+k, a >0,
h=0, h >0, h>0, k>0, &k >0, k>0,

2 3
ir rr

. Oy _ Py
Wo=, o)y Wo =5 a (Wa)s  Wo =g o).

Jezeli w réwnaniu (2.10) wspotezynniki przy z i z° sa dodatnie, to rozwiazanie tego
réwnania dazy do zera pray f—ool4]. Znak wspélczynnika przy 2% nie ma wplywu
na wynik analizy. :

Z kolei rozpatrzymy przypadek, gdy nie sg spelnione warunki asymptotycznej
statecznosci punktu osobliwego, a wige prayjmiemy, ze wy<0 i 4A+By,<0. Po-
chodna w,  moze byé dodatnia lub ujemna. Rozwazania przeprowadzimy przy
zalozeniu, ze y; > 0.

Rozpatrzymy proces narastania i ustalania sig drgan szczotki, analizujac réwnanie
rézniczkowe ruchu (2.10). Dla otrzymania przybliZonego rozwigzania okresowego
tego réwnania zastosowano metode usredniania VAN DR POLA.

Rownanie (2.10) mozna napisaé w postaci

@2.11) z+ofz=[(),
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RN

_]/5 4. 4., A
(2N A, f(z) 02 Aoz Aoz ,

r E ]- ir fry
A=A+ By, <0, A;:—*QTJBWD, A3 _%«1231 5 >0.

edzie

Szukamy rozwigzania okresowego w postaci
2.12) , z=qf{t)cosp, p=wyi—L(t).

Po obliczeniv amplitudy drgan a (¢) i kata przesunigcia fazowego & (t) Przy warun-
kach poczatkowych =0, a=a,, £=0, otrzymujemy

]/ ﬂg . :
345 | 44; ) N
2

(SA —% dg et f—ag
(2.13)
E=0
oraz rozwigzanie okresowe réwnania (2.11) w postaci
2.14 2 VAT ' 5 COS g !
@.14) 7= Wy 5 44 o

3A A r
(3A +a0 e *ao

Rozwiazanie (2.14) przedstawia drgania okresowe szczotki ze zmieniajaca sig
w czasie amplituda. Przy r—oo amplituda drgan dazy do amplitudy ustalonej,
odpowiadajacej cyklowi granicznemu.

Amplitude drgan ustalonych przedstawia wzor

2 A
(2.15) Huu:;o ‘ RV

gdzie A7 <0, 4,>0.
Amplitude (2.15) wyrazimy przez siale 4 1 B zalesne od parametréw ukbadu
szczotka-komutator i otrzymamy )

: 2 2 (A + Bwo)
2.1 = -———--E/ .
(2.16) Tust ; "

JYezeli punkt osobliwy jest niestateczny, tzn. w,<0 i A+By,<0, to szczotka wy-
konuje drgania z amplituda (2.16), jezeli pochodna wy >0. Przypadek, gdy po-
chodna w,>0 nie moze by¢ brany pod uwage, gdyz wéwezas punkt osobliwy jest
asympfotycznie stateczny i drgania sa zanikajyce, '
Drgania okresowe szczotki w cyklu granicznym pogarszaja prace ukladu szczotka-
komutator. Prowadzi to do szybkiego zuzywania si¢ szczotek. W celu poprawienia.
pracy ukladu i zwigkszenia Zywotnodci szczotek nalezy dobierad parametry ukladu
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w taki sposob, aby amplituda drgar’l samowzbudnych byla jak najmniejsza. Amplitu-~
da (2.16) réwna jest zeru dla w,— —A[B. Wynika z tego, Ze najmniejsze drgania
szczotek wystqpujq przy opadajacej charakterystyce tarcia okreslonej przez para-
metry ukladu szczotka-komutator stosunkiem A4/B. Jezeli wiec jest mozliwe ze
wzgledéw technologicznych, takie dobranic materiatu szczotki, aby Zapewnic
ksztalt charakterystyki tarcia w (i) okreflony pochodng wo=—A/B, to bedzie
to najkorzystniejsze dla pracy ukladu szezotka-komutator.
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Peswme

ABTOKOJEBAHHS HETKW B CHCTEME I]IETKA-KOMMY’I‘ATOP
B pafoTe paccMOTpeHa BOIMOKHOCTR BOSHWKHOBGHMS apyowonebaHmil IIETKH B CACKCTBHE
mI3MEHAoWErocs xovddunpmenta Tpedusd, Onupascs HA AHANHI YPAaBHEHHA HBIKCHUS HIETKH
JAIOTCH YCIOBEA ACHMATOTHYCCKOH YCTOHYHBOCTH 3aTyXaHHA KONe0annit, -4 TaKXe B CIy4ae,
XOr[a IOBEIDKGHME WETKU ABNASTCH NEPHOOICCKHM, OMNPESICHEl YCIOBHS, TPH XKOTOPBIX aMEIH-
Tyaa kosebaBril ABIAETCA HAaHMEHLIIGH.

TSUMMARY

THE SELF-EXCITED VIBRATIONS OF BRUSH IN A SYSTEM .BRUSH-COMMUTATOR

In a papel ‘a possibility for initiation of self—exczted vibrations of brush in consequence of
variation of friction coefficient is considered. Basing on analysis of the equations of motion for
brush the asymptotic stability conditions for decaying of vibrations are given and in a case of periodic
motion of brush the conditions are prescribeéd under which the amplitude of vibrations is the
smallest one.

INSTYTUT MECHANIKE ¥ WIBROAKUSTYKI AGH
ZAKEAD MECHANIEL TECHNICZNEJS
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