ROZPRAWY INZYNIERSKIE + ENGINEERING TRANSACTIONS « 23, I, 4554, 1975
Polska Akademia Nauk « Instytut Podstawowych Probleméw Techniki

A

ZASTOSOWANIE _CZULO§CI OBIEKTU . NA ZMIANY PARAMETROW
JAKO METODY OPTYMALIZACH
GO CZESEAW CEMPEL (POZNAN) - -~ .
w pracy przedstawiono propozycje metody optymalizacji dynamicznoéei obiektu. w obecnodci
wymuszefi o szerokim widmie. Zastosowana tu. do oceny dynamicznoéel podatnosé szergkopasowa

jest wyraZona w funkcji parametrow strukturatnych. To z kolei umothIa konstrukcgq wektora
czutosci obiektu, ktdrego znajomo$é nlativia zadanie optyrmalizadii.

1, | Wsrtme

o L . . o '

Ocena zachowania sig obiektéw mechanicznych pod wplywem wymuszen zwia<
zana jest z' pojécieth miary dynamicznofei obiekti. Dld wymuszeni najprostszych
—fypu hafﬁioniéznegomémiara: taka moze by¢ aniplituda drgad. Dia ogélne] klasy
z{ozonych Wymuszen zdetermmowanych i przypadkowych wz;skopasmowych
. jedna z mlar moZe byc podatnosc maksyma]na obiektu, wprowadzona w pracy [11.

Z kolel zachowame sig oblektu przy Wymuszenlach szerokopasmowych dogodme
Jjest ocemac_ za pomocy tzw. podatnofci szerokopasmowej [2]. Te ostatnig wielko$s
mozna wyrazi¢ wprost w funkcji parametréw st_rukturahiych ob;iekt_u, w zWiqzku‘
z czym istnieje mozliwo§é optymalizacii parametrycznej jego dynamicznoéei. Mini-
malizacja podatnosci szerokopasmowej, jako miary dynamicznoéei, zwigzana jest
7 koniecznoscig rozwigzywania nieliniowych réwnan algebraicznych dla okreslenia
optymalnych warto§ci parametréw strukturalnych. Okazuje sie, 7e procedure te
mozna omingé przez okreslenie fzw. wspdlezynnikéw czulodei obiektu na zmiany
Parametréw. Znajomo$¢ tych wspdlezynnikéw umozliwia z kolei wybér drég po-
stepowania dla uzyskania minimalnej dynamicznosci w interesujacej nas wspétrzed-
nej obserwowanej. Zagadnienin temu poswigcona jest niniejsza praca.

2. ROWNANIA RUCHU OBIEKTU

Weimy pod uwage dowolny liniowy dyskretny obiekt mechanjczny. Réwnania
ruchu wokdt ustalonego potozenia réwnowagi lub tez réwnania ruchu zaburzonego
we wspdlrzegdnych centrowanych moga mie¢ nastgpujaca postaé operatorows:
' X=col {x1, X3, ep X},
2.1 . {s* M+sC+K} X=F, i o . : A :

: S — o : F=col {F,, F, ..., F,}.
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W réwnaniu tym M, C, K oznaczaja odpowiednie macierze bezwladnoéci, thamienia
i sztywnosci, X jest wektorem stanu obiektu oraz F wektorem wymuszenia.

Latwo sobie uprzytomnic, Ze nie wszystkie wspdirzedne wektora stanu mogg by¢
obserwowane. Stad tez do réwnania ruchu musimy dolaczy¢ macierzowe réwnanie
wspohrzednych «obserwowalnych» w postaci

2.2) Y=H(s)X, Y=col{yy..,¥»} r<n,

gdzie H (s5) oznacza macierz obserwacii rzedu r x n, ktdrej elementy moga by¢ funk-
" cjami operatora 5, ¥ za$ jest r wymiarowym wektorem wspéhrzednych obserwowal-
nych. Warto tu podkreslié, ze macierz H (5) moze wskazywaé dodatkowo na wage
wspotrzednych obserwowalnych przéz mozliwo$é wzglednej zmiany wartofcl jej
elementow,

Zakladajac, e macierz dynamiczna obiekin (2.1) jest meosobhwa mozemy
formalinie napisaé¢ rozwigzanie zadania obserwacji:

23 - ¥Y=H{s) {s* M+SC+K}‘1 F=%(s)F.

Rozpatrujac tuch obiekfu we wspélrzednych centrowanych moina poiraktowac
wyrazenia (2.3) jako transformaty Laplace’a pod warunkiem, Ze zamiast wektora F
podstawimy jego obraz. Przy pewnych zalozeniach odnosnie # i wlasnosci ukiadu
{3] mozna dalej przejsé od transformacji Laplace’a do Fouriera przyjmujac wprost
s=iw. Wtedy macierz {—w?® M+iwC+K}~! nosi ogdlng nazwe macierzy charak-
terystyk czestoSciowych obiektu, w przypadku za§ gdy skladowe wektora X sa
przemieszezeniami (liniowymi lub katowymi) — macierzy podatnosci. Podobnie
macierz H (io) {—o* M+iwC+K}~1=% (iw) o skladowych % (io)=oay (im),
j=1,..,r k=1,..,n, r<n nazwiemy macierzg podatnosci obserwowalnych.
Wychodzae z procedury odwracania macierzy latwo spostrzec, Ze jej elementy
(podatnodci obserwowalne) beda ilorazami Wielomianéw zespolonych:

Jk (ICO)
(2.4) z (KD) = {Otjrc (iw)}’ J" (iw)= N (za))

przy czym stopiefi mianownika wynosi tu #, a licznika jest co najmniej mniejszy
o jedno$é — zaleznie od struktury ukladu.

W Sswietle (2.4) i powyzszego, wzér (2.3) napisany w dziedzinie operatorowej
moze byé¢ przedstawiony w dziedzinie czgstosci:

(2.5) Y (iw) = H (iw) { —® M+ioC+ K} ! F(iw)=¥ (iw) F(iv),
skad dla pojedynczej wspdtrzednej obserwowalnej y; (¢) otrzymujemy
2.6)  yi(iw)=[H(iw) {—0* M+ioC+K}"! F(io)],=

= Z’ a (i) Fy (i), I=1,.,r.
k=1

Jak wida¢ dla znalezienia przedstawienia widmowego I-tej wspolrzednej obserwo-
walnej wymagana jest znajomo§é podatnosci miedzy wspotrzgdnymi obserwowal-
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nymi a pozostalymi, w kidrych moga dziala¢ wymuszenia, oraz obrazdw fourie-
rowskich tych wymuszen. Majac okre§lona odpowiedZ obiekin we wspohrzednej /,
mozemy przej$¢ do oceny dynamwznosc; obiektu w tych wspotrzednych obserw-
walnych, /=1, .

3. PODATNOSC SZEROKOPASMOWA WSPOLRZEDNYCH OBSERWOWALNYCH

W pracach [2 i 4] wprowadzono calkowy wskaZnik dynamicznofci obiekta
mechanicznego jako tzw. podatno$¢ szerokopasmowa py;, gdzie [ jest numerem
wspolrzednej obserwowalnej, j zaé numerem wspofrzednej Konfiguraci, w ktorej
dziala wymuszenie. Wykazano tam, 7e wielko$¢ fa dobrze informuje o dynamicz-
nosct obiektu zaréwno przy wymuszeniach krdtkotrwalych typu impulsu, jak i din-
gotrwalych o okre§lonej gestodci widmowej wymuszenia. W tym ujeciu przez dy-
namiczno$é nalezy rozumieé Sredniokwadratowa amplitude wspéhrzednej obser-
wowalnej przy wymnszeniach dlegotrwalych, amplitadg maksymalng za$ i szybkosé¢
jej zaniku dla wymuszen krétkotrwalych. Wedhug definicji wielko$¢ ta wyraZa sig
WzOrem

1 o

A

(3.1) i [ o o) o,
' o

przy czym wynika ona z zaleinofci w dziedzinie czasu:

(3.2) fm vihde, jesli F;(6)=0()

dia wymuszeii krotkotrwalych;

fim — f V(Odt, Jesli Sy (0)=1[H (@)~ H(o—a,)]

T—>o0

dla wymuszen przypadkowych (dlugotrwalych).

Czestodé graniczna obcigcia widma wymuszenia @, musi byé futaj dwa razy
wieksza od najwyzsze] czesto$ci wlasnej obiekiu w,, ®,>2w,, gdyZz wtedy mozemy
traktowad wymuszenie we wspolrzednej j jako bialy szum [2] 1 korzystaé ze znanych
wzordw catkowych dla (3.1).

Jak juz powiedziano wezesniej z punktu widzenia minimalizacji przemieszczen,
naprq?ier’l itp., interesuje nas dynamicznos$é wspotrzednel v, w sensie (3.1). Obliczmy
zatem jej podatnosé szerokopasmowa przy zaloZeniu, Ze najbardziej istotne wy-
muszenie moze si¢ zjawi¢ we wspdhrzednej konfiguracji x;, czyli Fy, ..., F,=0, F;#0.
Uwzgledniajac (3.1), (3.2), (2.4) z (2.6) otrzymamy

12 1 |Ly; (iw)]?
(3.3) #u—";;of ey (o) dov=— . Ny N (i) ©°
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‘W zagadnieniach dynamiki maszyn stopien wiclomianu licznika jest na ogél o Jeden
mniejszy od mianownika. Wobec tego moZemy -napisaé

.(3.4) |Llj (S)lszo S2n—-2+b1 Szn_4+"'+‘bn—1 »
N(sY=a,s"+a, " ' +..+a,s=io.

Przy takim-zapisie podatnodé szerokopasmowsg jako funkcje parametréw struktu-
xalnych oblektu mozna obhczyc z prostego wzoru [5]

( 1)n+1 'n
2a0 D’

(3.5) L _ "ﬂr_.f‘

gdzie'n 'j'es'it stopniem wielomianu mianownika N (5), D, jego wyznacznikiem Hurwit-
za, N, Za§ wyznacznlklem otrzyma:nym Z zamlany plerwszej kolumny D, przez
Jolumneg’ {bo,bi, v buid, przy czym

! ay ao 0
d; d, dy dy 0 car am=0, .
16 m=<{,
66 D= . ,
ds a4 da s €y dg aee
S ) g, 3, 70.
o . . 0 a,

Dia obiektdw bardziej zlozonych dynamiczno$é mierzona w jednej wspéhzednej
-obserwowalnej moZe nie byé adekwatna do dynamicznoéci pozostatych wspdhrzed-
nych obserwowalnych. Stad tez korzystnie jest zdefiniowaé ogélniejsza miare dyna-

micznofci w postaci
to

(B A = lim L YU () Y(t) dt.

Jedli przyjmiemy, ze wymuszenia jednostkowe w sensie (3.2) dzialaja we wszyst-
kich wspolrzegdnych konfiguracji, to latwo pokazaé iz na podstawie twierdzenia
Rayleigha ze wzoru (2.5) dostaniemy

1~
(3.8) = f 17 27 (i) & (i) 1 do,
[¢] ‘
*
gdzie £ (iw) oznacza macierz sprzezony i transponowana, a 1 wektor jedynkowy.

Dia przypadku prostego wymuszenia tylko we wspélrzgdne] x;, miara dynamicz-
noéci obiektu wyrazi si¢ w prostej postaci

(3.9) M= E iﬂ fm |y ({)|* deo= 2 Hays

i jak widaé do jej znmalezienia wystarczy zna¢ wszystkie podatnosci mierzone od
wspolrzedne] wymuszenia . '
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Przyimijmy z kolei, Z¢ mamy mozliwo$¢ zmiany s parametréw strukturalnych
obiektn p,, tak wiec

(3.10) ‘ M= Py, Py

Z teorii optymalizacji wiadomo [6], 7e obiekt bedzie sie cechowal minimalng dyna-
micznodcia, jesli dla wartoéel py, k=1, ..., s, spelniajacych réwnania

M
(3.1D P =0, k=1,..,575,
zachodzié bgda nierdwnoscl
. o* M
{3.12) EE>O kym=1, ...

Rozwigzujac powyzsze réwnania i dobierajac parametry p, w mysl (3.12), otrzy-
mamy zbior ich wartosci dajacy minimalng dynamiczno$é obiektu. Praktyka opty-
malizacji pokazuje jednak [6], Ze analityczne rozwigzanie tego zagadnienia jest
mozliwe jedynie dla n<3, z uwagi na nielimiowo$¢ réwnafi (3.11). Z drugiej strony
znajomos¢ optymalnych wastodei parametrow p, (nié zawsze mozliwych do tzy-
skania w obiekcie 1zeczyW1stym) nie daje informacji o wadze danego nazametlu
1 jego wplywie na zmniejszenie lub zwickszenie dynamicznosci.

Celem ominigeia tych trudnoéci wprowadzimy do rozwazah tzw. wspdlezynniki
czulodel parametrédw na zmiany dynamicznodci obiektu [7].

4. CzZur08¢C OBIBKTU NA ZMIANY PARAMETROW

Przyjmijmy, Ze nicktdre spoéréd parametréw strukiuralnych b wszystkie moga -

k . . -
—5— | <€ 1. Rozkladajac w szereg podatnodé sze-

ke
rokopasmowa w okolicy tych wartoéci, mamy

ulec zmianie, tak Ze p,=pP +Ap,,

@n Al = (D3, 15 ,ps>+2 Apk

0
D= Pk

Ograniczajgc si¢ do plerwszego wyrazu po przekszialceniach uzyskamy

d pk dln p,
k=1

. sq dp.  p) B v dp, dln.#
T ol 2V mo §
4.2) A =M (1 + £ o g0 PP )%Jf{ (1 )

I

Wprowadzajac ogznaczenia

aln & = gk See 1 {52 572 5
21n p, =2 { 45 —CO { s PR ‘ },
4.3)
{ Apy } {Apl dp, Aps }
0 = COI TTD. s D 3 et 0
k

p]_ p2 ps

Rozprawy i-niynierskie — 4
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i opuszczajac indeksy 0 bedziemy mieli

Ap"r Sz ],//! [1+ M]

P { MINT ] WA

Wprowadzone tu wielkosci ST sa bezwymiarowymi wspolczynnikami czutodci
obicktu na zmiang parametru p,. Jesli np. Apy/p,=ay,, to zmiana ta moze ulec
wzmocnieniu |S%|>1 lub oshabieniu |S7| <1, oraz jeSli np. Api/p,>0, to moie
spowodowaé wzrost S%=0 lub spadek 5% <0 podatnodei szerokopasmowej obiektu,
czyli jego dynamicznosci. Analizujac powyisze latwo dojéé do wniosku, Ze znak
wspdiczynnika czulosci okreéla jego wplyw na dynamiczno$é obiektu, natomiast
warto§é wspdlczynnika jego wage. Znajac wige wektor czulosei {S™} mozna tak
dobraé kierunek i wielko§¢ zmian parametréw, aby dynamicznosc obiektu byla
minimalna lub bliska tej wartosci.

(4.4) M =M [1+ {

Przy projektowaniu maszyn pracujacych w réznych rezimach ruchu istotny
jest fakt, aby zmiana tego rezimu, np. przetoZenia, nie wplywala zasadniczo na dy-
namiczno§é maszyny. Zaldzmy, ze zmiana rezimu ruchu pocigga za soba duza
zmiang parametru p, (np. momentu bezwladnosci). Dobierajac pozostale para-
metry tak, aby :

@5 |51 < e,

gdzie liczbg e,<1 dobiera si¢ w zaleznofci od wymaganh konstrukcji, uzyskamy
niezaleznosé dynamicznosei obiektu od jego rezimu ruchu.

5. PREYKEAD

Jako przyklad optymalizacji wezmy pod uwagg agregat silnik-maszyna w naj-
prostszym przypadku redukceji tak, jak na rys, la.

Oznaczenia elementoéw i parametréw na tym rysunku sg nastgpujgce: v — para-
metr charakterystyki statycznej silnika (rys. 1b), o, — predkosc katowa biegu ja-
fowego, k, ¢ — zredukowana sztywno$¢ 1 thumienie napgdu maszyny oraz T — zredu-
kowany moment bezwladnodci.

Réwnanie ruchu agregatu z rys. 1 ma postac:
; TM,+ M, =v(we 1),
(5.1 c(py—@z)+k (p1—92)=M,,
Ipatc(pa—p)+k (p2—p)=—Mo (1)
Wprowadzajqc zmmienne stanu ustalonego (ruchu stacjonarnego)
(5.2) My (D=Me~M. (), pi=putB, =0t P,

Ms:Msu"st §92=¢72u+¢)2: ¢z=wu+'152,
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otrzymamy réwnanie ruchu w zmiennych centrowanych, ktérego postaé macierzowo-
-~operatorowa jest nastepujaca:

sT+1 o5 0 M 0
(5.3)] -1 se+k  —sc—~k o = 0 |,
: 0 —se—k Is?+sct+k &, Mi(s)

gdzie s jest operatorem Laplace’a.

Mays F%
Rys. 1

Przedmiotem optymalizacii w agregacie silnik — maszyna moga byé przede
wszystkim nieréwnomiernodci biegu poszczegdlnych ogniw oraz nadwyzki dyna-
miczne momentéw skrecajacych elementy podatne. Jak latwo wywnioskowaé
z rysunku badany model jest typu szeregowego z jedna masa bezwladna, Wobec
tego moment skrecajacy element podatny (k, ¢) bedzie réwny momentowi napedza-
jacemmu. Wynika stad, Ze do optymalizacji dynamicznoci momentéw w obiekeie
zamiast wektora obserwacji Y=col {M, (k+sc) [®, - ®D,]} wystarczy przyjaé jedna
z jego skiadowych. Przyjmujac wiec macierz obserwacji w postaci

¢ 0 ¢
5.4 H=(+sc)| 0 -1 -1,
6 0 0

po przeksztalceniach wynikajacych z (2.5), (2.6) i (5.3), uzyskamy operatorowe
wyraZenie catkowitego dynamicznego momentu skrecajacego:

(5.5 Y ()=k+s50) [D; ()= Py (D=0 (5) M (5),
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sdzie
v(k+sc)
% ()= §% ¢TI 52 I(Tk+c+0) +s (e + cv)+ok

(5.6)

Obliczajac podatno§é szerokopasmowa podlug (3.3) - (3.5) mamy

P v 2o+ (Th+c+9)
T cv(c+)+H IR (ThHe+o)

(5.7

Latwo sprawdzi¢, Ze maksymalna warto$é podatnofci szerokopasmowej momentu
skrecajacego wynosi
KA

(5.8) - M =72 M
i zalezy przede wszystkim od stromosci charakterystyki silnika o i od wielkosci
zredukowanego momentu bezwladnosei 1. '

Interesujace jest zachowanie si¢ podatnosei szerokopasmowe] wraz ze zZmiani
najwaziniejszych parametrow agregatu. Korzystajac ze wzoru (4.3) na wspotezynmiki
czutodci, kolejno znajdziemy :

Tkev* QT+ c+v)

f— : k 1
9 S [c2 o+ kI(kT+ c+0)] [co(c+)+ kI (Thk+c+2)]’ Oyt

cv? 20k (Tk + e +9) +co e+ )]+ 12 k* (Th + c+2)*

- I — . 0 SI _ 1 ’
G104 [c2o-- ki (kT+ c-+2)] [ev (c+9) +hI(Th+c+v)] ’ L b
5.11) ST ITk* v* ¢ oot
' - , 0<ST<1,
( ) Al [(:2'z')-|-kf(Tk+C+®)}[cy(c+q;)+kj(j"k+c_l_,y)] .
Tkeco(c* — Tho—cv—v*)+c*v? (262 —2%)

(-12) Sa= [e* o+ kI(Tk+c+v)] [cv(c_+ti)+kI(Tk+c+v)] ’

oraz jefli v>e¢, to 8% <0. .

Otrzymane wyej parametryczne wspoiczynniki czufoscl wskazuja, %e dla zmniej-
szenia dynamiczno$ei momentu skrecajacego nalezy dazyé do Zmniejszenia sztyw-
nosci zredukowanej k, zwickszenia zredukowanego momentu bezwladnosci J, zmniej-
szenia stalej czasowej silnika T oraz przy spelnianin nieréwnosci (5.12) do zwigkszenia

zredukowanego thumienia c.

Jak tatwo zauwazyé z (5.9) - (5.11), wszystkie skladowe wektora czulodci
z wyjatkiem S¢ sa stalego znaku, tak e klasyczna metoda szukania minimum
(3.11) databy rozwiazanie trywialne. Dodatkowa analiza podatnofci szerokopas-
mowej (5.7) wskazuje na istotng role paramefru charakterystyki statycznej silnika
v i zredukowanego thimienia ¢. Jeéli przyjmiemy v—co, co na ogdt sic zaklada, to

¢ k
ﬁmf/ﬂzf'_+'—m§ﬂmax;

(5.13) TR

VD
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-natomiast graniczne wartosci wspolezynnika ttumienia przy v <oo, daja kazdora-
zowo maksymalng wartosé podatnodci

v
(5.14) 33? =37 A e -

Wida¢ wigc, ze dla prawidlowej oceny dynamiczno§ci momentu skrecajacego,
niezbedne jest uwzglednienie charakterystyki silnika w.

Sumujac powyZsze mozna powiedziet, ze minimalng dynamicznosé momentdw
w agregacie silnik — maszyna mozna uzyskaé kierujac sig wnioskami plyngcymi
ze znanych skfadowych wektora czulodci. Natomiast optimum thimienia potrzebne
do tego celu znajdziemy z zerowania si¢ wspdlczynnika S przy znanej wartoéci o.

6. WNIOSKI

Przeprowadzone wyiej rozwazania ogolne i przedstawiony przyklad wykazuja,
Ze przy uzyciu pojecia podatno$ci szerokopasmowej mozliwa jest optymalizacja
patametryczna dynamicznosci obiektéw mechaniczaych. Wprowadzone nastgpnie
parametryczne wspolezynniki czuloéci pozwalaja omingé zlozony problem rozwia-
zywania nieliniowych réwnan procesu optymalizacji. Znajac znak i warto$é liczhowa
najwagniejszych wspdlezynnikéw potrafimy okresli¢ najlepsza metode uzyskania
minimum dynamicznosci obickiu. Uogdlniajac mozna powiedzieé, Ze wektor
czutodci {S7} wskazuje nam optymalna drogg uzyskania minimum.
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Pezome

‘-IYBCTBI/ITEJ]I:HOCTI: OEBEKTA HA HW3IMEHEHHA HAPAMETPOB KAK METOL
OIITHMMIATEAA

B paGore mpencTaBmeHO TPeANTOXKEHme METONA ONTHMEZALURH NABAMHYHOCTHE O0HeKTA B
OPHECYTCTBYE BRHYXACHUM ¢ mMEpOFAM cmekrpoM. IIpmMemeRHad 3xect AN OUSHKH JAHAMET-
HOCTH IMAPOKONOIOCHAS [OFATIHBOCTh BHIPAXKEHA B QVEKIEHN CTPYKTYDHEIX HAPAMETPOB,
DTO B CBOIO OUEPEIH IAET BOIMOKHOCTS NOCTPOCHES BCKTOPA MyBCTERTENLHOCTE 00LekTa, SHANHe
KOTOPOro OGJEryaeT 3ajauy ONTHMPE3AIHE,
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SUMMARY

THE SENSITIVITY OF THE OBJECT ON THE CHANGES OF PARAMETERS AS A
METHOD OF OPTIMIZATION

In a paper & proposal of the optimisation method of dynamicity of the object in a presence
of the wide spectrum of excitations is presented. A wide band mobility applied here for an estimation
of dynamicity is expressed in terms of system structural parameters, This by turn enables us for
the construstion of the object sensitivity vector the knowledge of which facilitates the optimization
problem,
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