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, O FUNKCJACH NAPREZEN W DWUWYMIAROWYCH
QUASI-STATYCZNYCH ZAGADNIENIACH TERMOSPREZYSTOSCI

KAROL H. BOJDA (GLIWICE)

W pracy omdwiono funkcje napregen dla plaskiego stanu odksztalcenia nwzgledniajac sprzesenie
pola deformacji z polem temperatury. Skladowe stanu naprezenia i temperature wyraZono przez
cztery funkcje naprezen. Omoéwiono rowniez niektore przypadki szczegdlne oraz wykazano, ze
w wiels zagadnieniach sprz¢zonych guasi-statycznych temperatura spelnia réwnanie dyfuzyjne.

}. WsTEP

W zagadnieniach termospreZystofci, w ktorych pole temperatury zmienia sig
bardzo wolno w czasie, moZna pomingé wyrazy inercyjne w réwnaniach ruchu
i zagadnienia te traktowaé jako quasi-statyczne. Zagadnienia te naleza do klasycz-
nych problemdéw termosprezystosci i maja bogata literature naukows. NajezeSeiej
stosowanymi w termosprezystosci funkecjami rozwiazujacymi sa funkcje przemiesz-
czet, dla wprowadzenia ktérych punktem wyjicia sq réwnania przemieszczeniowe
i réwnanie przewodnictwa cieplnego [1 -4]. W plaskich ustalonych zagadnieniach
termosprezystosel stosowana jest réwniez z powodzeniem funkcja naprezen Airy’ego.

W niniejszej pracy omdwiono kilka funkcji naprezen dla plaskiego stanu od-
ksztalcenia uwzgledniajac sprzeZenie pola deformacji z polem temperatury. Omd-
wiono takze funkeje naprezef w teorii uproszezonej. Funkcje te moga byé stosowane
przy rozwiazywaniu roznych szczegélnych zagadnied. RozwaZania przeprowa-
dzono dla oSrodkow jednorednych oraz izotropowych zajmujacych obszary jedno-
spdine.

Punkfern wyjécia sg rownania réwnowagi

Ty, a+Xp=0,
(1.1
Oapy=0, - o, 8. ...=1,2,

warulj;ek nierozdzielnodei odksztalcen wyrazony w paprezeniach i temperaturze
(1.2) Eap €95 Oy, gs—VV? 0+ Eot, V2 9220
oraz réwnanie przewodnictwa cieplnego
(L.3) VZSﬁll+2(l+v)1]ozr]9—vc'fm: *g,
: . x A s
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gdzie
A (3A+2i) o, T, w.
==, 17:7—0, P Q=—, 3=T-Ts.

4 A o Ce

Symbol 7" oznacza tempe'raturg bezwzgledny, T, températurg bezwzgledna stanu
naturalnego, W ilod¢ ciepla wyiwarzang w jednostee czasu i jednostce objelosc,
Ap wspdlezynnik przewodnictwa cieplnego, ¢, ;Eep%o wiasciwe przy state; deformacii,
E modut sprgzyslosm podtuinej, v wspdlezynnik Poissona, o, wspodtczynnik rozsze-
rzalnofci c1eplnej, 4, A-stale Lamégo, g, symbol Ricciego.

W rownania (1.3) wyraz dylatacyjuy wyrazono przez napreZenia i temperaturg.

2. FUNKCIE NAPREZEN
Jezeli skiadowe stanu naprefenia i temperature wyrazimy przez cztery funkgje
¥, 1 &, spelniajace rdwnania
V2VID2Y X, =0,

2.5 0
V2VE D2 Ptdy =0,

w nastepuiacy sposob:

(2'2) = Dl (Z(l ,B) 8{1 Sﬁﬁ " ,11?6) + {k _ﬁ) VZ (Si’a, I _86!‘1 "L;!M Sir‘.t’. &) +
"
+ £y 835 (01 D10, V) D, 45,

k—ﬂ . '4 v 1*“3’
§= gV Waat VT 0= 0V s

gdzie
2, =Wy ot 28805 Py 5vs

to réwnania (1.1} - (1.3) beda spelnione tozsamosciowo. Wprowadzono tu oznraczenia

; .
VE={) s EJ,E(')E = Di=V?—ka,, D*=V%—fo,,
4 ) .
/ 1 s 1 N I+ e x(r—1)
e e L

Jas jest symbolem Kroneckera.

Przedstawienie skladowych pola naprezen i pola temperalury przez cztery
funkcje w postact (2.2) jest nader ogdine. Posta¢ (2.2) mozZe byé stosowana przy
. tozwaZaniu zlozomych zagadniefn, miedzy mnymt w przypadkack, w ktorych X,
i0 sg funkqaml niecigglymi.
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3. NIEKTORE PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Rozpatrzmy szezegdlng klasg zagadnienl, mianowicie te, w ktérej X,=0 i 0=0.
W tym przypadku za dowolne trzy funkcje naprezed w (2.2) mozna przyiac tozsamos-
ciowo réwne zeru. Na preyklad preyjmujac

¥,=0, @,=0 i B,=F

otrzymamy .
gaﬁﬁsay SﬂéDl E Pé
(3.1) vy
J= yE V2F.

Funkcja F powinna spelnia¢ réwnanie
(3.2) ; VEVIDIF=(.

Funkcja ta stanowi rozszerzenie na zagadmemc quasi-statyczne termosprezystosei
funkcji Airy’ego.
Jezeli dla sit masowych X,#0 istnieje potencjat harmonéczny —V

X,=—V,, Vp=0,

to skladowe stanu napreZenia o,, oraz temperature & mozna wyrazié przez funkcje
F i potengjal — V' w nastepujacy sposob:

— E
G“ﬁféa?_&‘ﬂﬁD ll?,),ﬁ“l‘“éaf; V,

Vi R
G == ]V2F~2 d

A kA v

Z kolel rozwazmy przypadek, w ktérym X,=0 i Q0. Przyjmujac
¥.=0, ¢&,=0, Va&,=0¢
z (2.2) 1 {2.1) otrzymamy kolejno
Doy =Eay £g5 P, ys
. . 1—v
(3.3) V=5, V2

V2> qﬁ+—%mo.

Yezeli sily masowe X,#0 maja potencjal — ¥,
X,=—V,

to skfadowe stanu naprezenia i temperatirg mona wyrazi¢ w nastgpujacy sposob:

1—
Tyg = Eyy Eps CD, vt 50:5 v, H=— E,;‘" Vig— —E&T v,
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. N \ .y ’ .
przy czym funkcja @ powinna teraz spefniaé rownanie

L0 1—2v(V2V_ 1 )
ViDies K 1-—v o

Yatwo sprawdzié, ze wzory (3.3) nie zapewniaja zupelnoSci rozwazanego za-
gadnienia. Niemniej za pomoca funkeji @ mozna uzyskaC wiele prostych rozwigzai,
stanowiacych badZ ostateczna postaé rozwiazania réwnan (1.1) —(1.3), badz tez
rozwigzania czesciowe, ktére spefniaja rownania (1.1)-(1.3) oraz czgé¢ warunkow
brzegowych. Ze wzordw (3.3) wynika, ze dla tych przypadkow, dla ktérych funkeja
@ pozwala uzyskaG ostateczng posta¢ rozwigzania, migdzy skladowymi stanu
naprezenia 1 temperaturg zachodzi zwigzek

17

_ 3.4 d= —EZ Ty

Korzystajac z (3.4) mozna réwnanie przewodnictwa cieplnego przedstawié w postaci

(3.5) prg— -2
K

Zatem temperatura spelnia réwnanie dyfuzyjne mimo e zachodzi sprzezenie pola
deformacji z polem temperatury.
Do wyznaczenia naprezen pozostajg rownania
Eu,
3
1—vy

(3.6) G, =0, 0=

Zagadnienie moze tu byé rozwigzane w dwu etapach. Najpierw moZna rozwigzaé
réwnanie (3.5) i dalej wstawié znany juz rozklad temperatury do prawej strony
réwnania (3.6)s. Uklad (3.6) mozna rozwiazaé tak, jak dla zagadnienia stacjonar-
nego, traktujac czas jako parametr. Widaé wigc, Zze dla rozwazanych zagadnief
nie zachodzi potrzeba pomijania wyrazu dylatacyjnego w réwnaniu przewodnictwa
cieplnego — w celu uproszczenia rownain.

Rozwigzanie ukladu (3.6) ma postac

3.7 Oy =T Eay s (U, 5= G 20)
przy czym funkcje I, sa harmoni(:zne
{3.8) v, =0,
funkcja ¢ powinna spelnia¢ réwnanie Poissona
Lo,

(3.9} V2G= -
1—v

Podstawiajac do réwnania przewodnictwa cieplnego prawg strong (3. 4) otrzy-
mamy réwnanie zawierajace tylko slkdadowe stanu napreZenia
0

(3.;0) Dia,+—=0.
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Réwnanie to wraz z jednorodnymi réwnaniami réwnowagi pozwala okreslié
stan naprezenia wywolany znanym zrodlem ciepta @ bez wyznaczania pola tempe-
ratury, przy czym nalezy warunki brzegowe i warunek poczatkowy dld tempera-
tury wyrazi¢ za pomocg (3.4) przez napreZenia. W tym przypadku zwigzki
migdzy skladowymi stanu mapreZenia 1 funkcjami naprezed moga byé przviete
takze w postaci okre§lonej wzorami (3.7). Funkcje I, powinny spelniaé réwnania
(3.8), a funkcja G réwnanie nastepujace

g
2 N2 —_——=
(3.11) V2D G+K 0.

4. FUNKCIE NAPREZEN W TEORI} UPROSZCZONE]

Jak wiadomo w teorii uproszczonej pomija sig wplyw wyrazu dylatacyinego
na rozklad temperatury i wielko§¢ naprezen pr7yjmu3qc Ze réwnanie przewod-
nictwa cieplnego ma postac [4]

. i Q
1 ' VEg—-—fl=——,
(1) x i
Po okresleniu temjoeratury Z (4.1) naprezenia mozna wyznaczy¢ z réwnan (1.1)
i (1.2) tak jak dla zagadnien sziacjonarnych.
Skladowe stanu napreZenia mozna w tym przypadku wyrazic przer trzy funkcje
naprezen W, i 4 spelniajace réwnania

V*v? ll-T;ot""Xa:Os
4.2) ’ Eo,
V2V2iA +T VZi8=0,
w nastepujacy sposéb:

¥y
(4.3 an—E(a ntT T v Loy Fﬁa(‘/’n mat A, s,

1—
gdzie
:i?oz: ‘ﬁﬁ. aft +28r1)’ a5 l/r;ﬁ, vh -

Dla X,=0 moZna przyjac

¥

~ ~

,=0 i I—VA

Dla tego przypadku otrzymamy znane wzory

. Tap = Eay s /I i)
- (4.4) Ea,
V2V2A+ -‘~V2,9 0.

Za pomocg wzorow (4.2} i (4.3) moZna prosto rozwigzac szereg zagadniefi, w kté-
rych funkgje X, sa nieciggle,
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5. PRZYKEAD

Rozpatrzmy ciato nieograniczone, w ktérym rozktad Zrédia ciepta jest niezaleiny
od zmiennej Xa

(51) Q:Q(xlaxbr): £20.

Zalézmy ponadto, ze X,=0, i=1, 2, 3. Zatem cialo znajduje si¢ w plaskim stanie
odksztalcenia.
Zadanie rozwigzemy przy warunku poczatkowym

9(x;,0)=0,

przyimujac, #e funkcja @ jest symetryczna wzgledem osi x; I x, oraz 7e calka

[ s,

jest ograniczona.
Rozwijajac funkcje (5.1) w podwo;nac calk@ cosinusowsy

0= f f G (£) cos(m; x,) cos{er; X;) dow, dos ,
g o

na podstawie (3.5) ofrzymamy

o

1 w @ T 5 _e
(5.2) 9=~~;f f _rQ(tm'.c)e B cos{my xsycos (@, X} de dwy dos ,
a o 0 .

gdzie
W= +o].

Podstawiajac (5.2) do (3.9) dochodzimy do nastgpujgcego wyraZenia na funkeje
naprefen

00 5

o cos(mlxl)cos (s, X4) dv deoy dovy .

=

o
Ponadto w rozwazanym przypadku mozna przyjaé
r,=0.

Zatem na podstawie (3.7) otrzymamy

— 29 : C!)i ~ —fﬁ)—z )

T (1—V)l3'fc;,f 6f J?Q‘(I_T)e 008 (2, %) €08 (0, X3) e o oo
L w w ot Wy By _ —%r i .

. —(1—V)ﬁ’CJ 5[ Of - J@—1)e | sin (@ x;) sin (w, X,) dr do, dow, ,

o 1

T2 (l%v)ﬁc Ofof

i
@

2z (O]
wy fem
?Q (t—1)e P cos(om;x,)cos{w; Xy)dvde, dow, .
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Wida¢ wige, ze rozwiazanie uwzgledniajgce sprzezenie pola deformacji z polem -
temperatury uzyskaliSmy sposobem typowym dla teorii niesprz¢Zonej, wyznacza-
jac najpierw funkcje temperatury a nastepnie skladowe stamu naprgzenia.

W podobny sposéb mozna rozwiazaé¢ niekiore zagadnienia dla cial ograniczo-
nych, zastepujac catki Fouriera szeregami oraz wykorzystujac funkcje 7, dla spel-
nienia odpowiednich warunkéw brzegowyeh.

Zastepujac w przedstawionym rozwigzaniu wielko8¢ f wspolezynnikiem 1/x
otrzymamy rozwiazanie spelniajace réwnania teorii uproszezonej (4.1) i (4.4). Wy-
nika stad mteresujace spostrzezenie, ze w wielu zagadnieniach nie tylko wplyw
ilodciowy lecz réwniéz jakodciowy wyrazu dylatacyjnego ma rozwiazanie jest nie-
wielki.
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