ROZPRAWY INZYNIERSKIE + ENGINEERING TRANSACTIONS « 24, 4, 665682, 1976
Polska Akademia Navk » Instytut Podstawowych Problemdw Techniki

ROWNANIA LINIOWEJ TEORII SPREZYSTYCH POWLOK
' STRUKTURALNYCH

 JACEK GIERLINSKI (WARSZAWA)

W pracy przedstawionoc metode analizy statycznej przestrzennych ustrojow pretowych o wezlach
usytuowanych na dwodch, niewiele odleglych powierzchniach, Metode analizy tych konstrukeji,
zwanych powlokami strukturalaymi, opracowano na podstawie modelu ciagiego ustroju, zakladajge:
gestosé 1 regularnosé siatek prgtowych rozpatrywanych konstrukeji, wyprowadzono podstawowy
ukiad réwnan pozwalajacy na wyznaczenie deformacji tych ustrojoéw. ROwnania te dotycza powlok
strukturalnych o dowolnych typach siatek pretowych, przy zaloZeniu przegubowego po}qczeraia'
pretow w weztach, Nastepnie podano wzory okre$lajace sile'w kazdym precie. Przedstawiono row-
niez kilka sposobow uproszezenia podstawowego ukladu rownan., Opracowanq metodg zilustrowano
przykiadeém obliczen powloki walcowej fypu «Unibat». B

1. WsTEP

Przedmiotem rozwazan pracy sg przestrzenne konstrukeje pretowe, kt6rych pryz-
matyczne prety wykonane sq. z materialdw jednorodnych, idealnie sprezystych.
Cecha charakterystyczna rozpatrywanych konstrukeji jest usytuowanie wszystkich

weztdw na dwéch powierzchniach: gérnej = 1 dolngj = (rys. 1). Prety, zwane laczni-

Rys. 1

kami, Igczgee weely levace na jednej z tych powierzchni {worza kratownice po-
wierzchniows. Kratownice te' polgczone. sa krzyZzulcami. Opisane tutaj konstrukeje,
pretowe, ze wzgledu na ich powlokowy charaktes pracy statyczne_], nazywac bgdzlemy;'
powlokami strukturalnymi. .
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Zagadnienia statyki polok strukturalnych byly rozpatrywane w pracach R. PeLy
[14], Cz. WozZniakA [18] oraz D. 1. Dreana i C, P, UGARTEGO [2}. W pracach
[14 i 18] przedstawiono analize statyczng powlok strukturalnych, ktdrych siatki
pretowe kratownic zewnetrznych sa jednakowe 1 pokrywajg sig. Analize te prze-
prowadzono stosujgec model ciggly konstrukeji siatkowych, ktdrego podstawy
-teoretyczne opracowal Cz. Wozmiax [I8 i 19]. Obliczenia walcowej powloki
strukturalnej przy zastosowaniu modelu dyskretnego przedstawiono w pracy [2].

W niniejszej pracy zaproponowano metodg obliczania powlek strukturalaych,
stanowiaca rozszerzenie mefody przedstawionej w pracy [14], a pozwalajaca na
analize statyczng powlok pretowych o nierdwnoleglych siatkach kratownic ze-
waetrznych. Formuhujac zwigzki omawianej teorii przyjeto, #e siatki pretowe
‘obu kratownic powierzchniowych sa geste i regularme, a obciaZenie przyloZone
w wezlach ustroju jest lagodnie zmienne w jego obszarze. Na tej podstawie dokonano
analizy statycznej powlok strukturalnych, epierajac sie na modelu ciaglym dZwigarow
siatkowych., Wykorzystujac analogie powlok strukiuralnych do powlok irdjwar-
stwowych, przyjeto zgodnie z liniows feoriq deformacji tych Konstrukeji, przedsta-
wiona m.in. w monografiach L. F.J. Pranremy [16] i A. S WOLMmA [171, #e
kratownice zewngtrzne przenoszg jedynie napigeia membranowe a krzyzulce jedynie
powlokowe sily poprzecane, W trakcie rozwazan zaloZono przegubowe polaczenia
wszystkich pretédw w wezlach. Uzasadnienie tego zaloZenia znaleZé moina w mono-
grafii W, GUIKOWSKIEGO [6].

Rozpatrywane ustroje traktowane sa jako uklady liniowo-spreiyste.

2. PODSTAWOWE POJECIA T OZNACZENIA
W pracy stosowana jest konwencja sumacyjna wzglqdem powtarzajacych sig,
wskaznikéw e, ﬁ, 4, v przebiegajacych wskazniki 1, 2. Wielkosci odnoszace sig

do powierzchni 7r lub 7 oznaczaé bedziemy odpowiednio znakiem plus lub miaus.
W dalszych rozwazaniach wprowadzimy pojecie powierzchni podstawowej =

+ T | . . . 0
zawartej pomigdzy powierzchniami z i 7. Odleglo$¢ -pomigdzy powierzchniami
+ - R .

7 i 7 (grubo$¢ powloki) oznaczymy przez 24, natomiast

. + - . .
potozenie powierzehni m wzgledem # i 7 okreélaja wiel-
kodci h* 1 AT (rys” '2). Stosunek A*/h~ oznaczymy
symbolem 1, co wobec it +h~ =2 daje

. 2h P 2h
2.1) T 144
Rys, 2 W przypadku ogdlnym powierzchnie podstawowa w

parametryzowaé bedziemy ukladem wspoirzednych krzy-
woliniowych % of % okresla kierunek normalny do tej powierzchni (jesli jednak
siatka jednej z kratownic zewnegtrznych jest siatka heksagonalna, to postugiwac sig
bedziemy wylacziie ukladem wspélrzednych kartezjanskich [117). Symbolem ( )|,
oznacza¢ bgdziemy pochodng kowarianing wzgledem wspolrzednej 6%
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. . Lo . s . + o+
Niech powierzchnie = i # maja zblizone ksztalty. Oznaczajac przez a,;, b4,

- - o
a5 1 b,y sktadowe pierwszego 1 drugiego tensora podstawowego powierzchni = i =
zdefiniujemy . odpowiednie wielkodci Srednic w sposdb nastepujacy:

i+ -
dug = T'_'I (Ao + At}
(2.2)

1o+ -
buﬂ = TJ (bﬂﬂ -+ hbaﬁ)

i przyjmiemy, #e odnosza sie one do powierzchni w. Wprowadzimy ponadto ozna-
czenia

A (2.3) a=deta,, ey, =84g/]/5,

w ktorych &, jest symbolem Ricciego. W dalszych rozwazaniach wielkoei (2.3),
spetniac beda rolg dwuwektora Ricciego w odniesieniu do powierzchni podstawowej m.

W pracy rozpatrywaé bedziemy dwa typy siatek pretowych kratownic zewnegtrz-
nych. Typ pierwszy to siatka utworzoma z cigglych rodzin pretéw, oznaczonych

4= fA
A<AAL

7 ey

<

Rys. 4

symbolem A (A=L II, III} (rys. 3). Odleglod¢ pomiedzy lacznikami nalezgcymi
do jednej rodziny wynosi I Pole przekroju poprzeczmego facznika A o dlugosei I
4 : o]

jest 4. Gesto$é rozkiadu materiaty w siatce tego typu okresla funkcja
y .

4 )
(2.4) = Z o= M 7
A 4

Drugi typ stanowia kratownice o siatce heksagonalnej (rys. 4). Oznaczajac pole
szefciokata stanowigcego «oczkoy siatki symbolem F mamy

] 11 1 114
(2.5) o = Zﬁf:f Al

: 4 F a4
. A=l 4=1
Podobnie postepujemy w odniesieniu do zespoty krzyzulcéw. Zbiegaigee sie w jed-
nym wezle kratownicy dolnej lub gérej krzyzulee nazwiemy wiazka. W odniesieniu
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o kazdej wigzki mozemy na powierzchni-podstawowej © wyodrebni¢ pewien obszar
o polu powierzchni Q (rys. 5). Rozklad gestofei materiatu w zespole krzyZulcdw,
na powierzchni n wyrazimy za pomocg funkcji o

1
(2.6) ol = Z d=—= 3 4l
. emd 4 2 — A4

przy czym wskaznik A wyréiﬁial krzyzulce nalezace do jednej wiazki.

Rys. §

3 ()
Kierunki facznikéw 4 okreSlamy za pomocg wielkosei 7% a kierunki krzyzuleow

. . X . |
A za pomoca 77, T3, bedgcych skladowymi wektordw kierunkowych. -
A A '

3. STAN PRZEMIESZCZENIA T ODKSZTALCENIA
Wprowadimy rdzniczkowalne funkcje

(3'1) . ‘:“a (goc) E) B V_Va (Ba) L :)3 (90‘) 9-. l ];3 (9‘“) *

‘co do ktdérych przyjmiemy, ze ich wartosel w punktach weztowych réwne sa prze-
mieszczeniom tych elementéw; pomiedzy tymi punktami funkcje te traktujemy jako
liniowe. Na podstawie rozwazah geometrycznych [18] liniowe odksztalcenia jednost-
kowe fgcznikéw A wyrazimy w zaleznodei od sktadowych (3.1) stanu przemiesz-
czenia w nastepujacy sposéb:
o ) +H=) o = ) () {+)-
3.2) e =T% T7 ( Wypa—bpa Wi).

4 a4 4
W podobny sposéb mozemy przedstawi¢ w zaleznoéei od funkcji (3.1) liniowe od-
Isztalcenia jednostkowe krzyzuleéw [3] |

+ - + - + -
3(2w31“+uj§1_a+ Wy— W, B)uwﬂerﬂ)
A

142 2 % 144

(3.3) e=T*T

4 A
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Wprowadzajae oznaczenia
R TR O R
yaﬁ: ]"Vﬂza_bﬂq Wi,
(3.4) N ~ . L
. ﬂu141’3gﬂ,+1t)3ia +Lra_— Wy Lt lw,,-lmwﬁ‘

Te =TT ok TR

zwiazki (3.2) 1 (3.3) przepiszemy w postaci
=) H(S A=) )

3.5 e = T TP 9y, e=T"T3y,.
A A A A A4 4

+
Wielkodci yap, Yap 1 Ve Nazywaé bedziemy skladowymi stanu odksztalcenia.
W dalszych rozwazaniach stosowaé bedziemy nastepujace usrednione skladowe
stanu przemieszczenia, odnoszqee sig do powierzchni m:
+ - - + -

+
C Awgwy Aw,+w, W — W
- 5 W
3.6) W= = — Ao

].-I—r, Uy ™= 1+4 » Po = Cy, 2%

Wielkosci te okreslaja przemieszezenia normalne, przemieszczenia STyczne i katy
obrotu punktéw powierzehni podstawowej. Stan odksztalcenia odpowiadajacy sta-
nowi przemieszczenia (3.6) definiujemy nastepujaco [18]:

(37) '}’mﬁ:’vﬁlm-_buﬁ W, ?’a=me+b£ T}ﬂ'i‘eat_} g Kmﬂ‘:e{],a Pple -

Wrykorzystujac wzory (3.6) znajdujemy po przeksztalceniach zaleznodei pomigdzy
skladowymi stanu odksztalcenia (3.4) i przemieszezenia (3.7):

+ 2h

Yap = — EES) Kap+ Yap »
{3.8) ‘ ~ o

Yap =A T Kapt Vag -

. - .
Przy ustaleniu tych zaleznodei pominigto wyrazenie (wy —w;}/2h jako w przyblizeniu
Téwne Zeru.

4, ZWIAZKI FIZYCZNE. STAN NAPIECIA

Pod wplywem. obcigZenia konsirukeji w jej pretach pojawig sic sty podiuzne
: . +(=) +H =) +i(-)
4.1 P =EA4 e, FP=EAe.

4 P A4 A A A

Postepujac w sposéb przedstawiony w pracach [11, 18 i 19] napiszemy feraz wzory

+ -
okreslajace potencjal sprezysty o odpowiadajacy sitom P, P i P. W tym celu wpro-
A 4 A

wadzimy tensory sztywnoéci sprezystej o skiadowych

+(— H(=) H(=) F(-) H(=) H(-)
4.2) A% = N TS T8 T T E S

o A4 4 A | 4
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charakfteryzujacych wlasnoéci mechaniczne zewnetrznych kratownic powierzchnio-
wych oraz tensor sztywno$ci spreZystej o skladowych

(4.3) Gob = Z TeT3TET? Eef

A A 4 A A

charakieryzujacy wlasnodci mechaniczne zespolu krzyzuledw [3]. Uwzgledniajac
powyzsze wielkoscl, wzdr na ¢ mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

1 1++ 1 1 -- 1
@y o=+ N Ipii N Laiet Npers
2 'de 2,A ja4 262 Add
4 4

+ o+ o+

1 aBuv a.ﬂuv L i
“‘#A " YVos ytev+ 3 A Yap ?;w'{" 2 G* Va¥p -

Stan napigcia ustroju okre§la¢ bedziemy za pomoca temsoréw o skladowych

PP i P* wyznaczajgcych odpowiednio mnapigeia membranowe wystepujace
w kratownicach zewngtrznych i napigcia tnace, normalne do powierzchni n wyste-
pujace w zespole krzyZulcéw. Wielkodci te obliczamy wedlig wzordw

+(=) do =) 4= -

P'ﬂs = O ==t Aﬂ:ﬂﬂv _l}}_([\' ,
a Yar
4.5
@4.5) e
= 8}Ja = Yas

bedacych zwiazkami fizycznymi powloki. Latwo sprawdzié, Ze zachodza nastepujace
zaleznosct;

+(~)
11

+(-) =)+ + 1 +(=) +(=) +(=) +(-)
P = Te T"ST_} iub P“‘Bzm E T TF P
y 4 4 ;f F = A A | A
4
—
T=— T=TpPl,
A A AdAd

Hustrujace interpretacje fizyczng skladowych stanu napiecia.

Napigeia (4.5) wystepujace w kratownicach zewnetrznych 1 w zespole krzyzulcow
wywoluja w przypadku ogdlnym stany zgieciowe i blonowe w powloce strukturalnej.
W celu wyspecjalizowania tych standw przeksztalcimy wzor (4.4) podstawiajac do
niego funkcje (3.8). Po wprowadzeniu nowych oznaczen tensorowych

+ -_—
BaB.uv:Aaﬁuv_{_Aaﬁav,

a,ﬁnvzzih . +aﬁuv /’:Jaﬂuv

DBy — (_?]1 )2 (J;aﬂﬂ\'..]'_)bz Aaﬁnv)
I+
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wyrazenie na ¢ przepiszemy w nastepujacej postaci:
— 1 affuy afnv l aAny 1 @ fl ’
4.7 o= 'EB Yag Vv + CFY Pogtcy, + ?D Kap K + o G* v, vz -

Mozemy teraz okresli¢ powlokowe sily wewnetrzne za pomocy nastgpujacych wzo-
1Ow:

do
o= ay, =Gy,
o .
(4.8) Nt s = B b OO0 K,
. aff
do
Mcxﬂ: e Cupny yuvl_i_Da.ﬁ‘uvKuv .
MY

Zalesnodci powyisze, bedace zwigzkami fizycznymi powlok strukturalnych, sa
uogdlnieniem odpowiednich zaleznodci wyprowadzonych w pracy [l4]. Zwigzki
fizyczne (4.8) okreflajg sily poprzeczne Q7 sily normalne i sily $cinajgce N*E oraz

gfr

\M?A

Rys. 6

momenty zginajace i skrecajace M* wystepujace w powloce strukturalnej (rys. 6).
Sity te sg amalogiczne do wystepujacych w powloce anizotropowej [3]. Z kolei za-
T + -

leznodei pomigdzy skladowymi stanu napieeia p*, p* 1 p* a sitami wewnetrznymi
0%, N*F | MoE '
‘ Q" =r,
+ -
Nmﬁ :psz.ﬁ +pmﬂ
Afeb 24 +ars /lﬁaq?

maja te sama postaéco w przypadku powlok sandwiczowych [16].
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5, ROWNANIA ROWNOWAGI I WARUNKI BRZEGOWE

Jak juz wspommniano obeigzenie powloki strukiuralne] stanowia sily skuplone,

przylozone w weztach ustroju. Oznaczmy intensywnodci tych sit przez
51) z—i +a —« 3 = ! +3 _3 ‘a— 21 +n: )1,;

Pod dzialaniem tych obcigzen oraz sit 0%, N*# i M** powloka znajduie sie w rdwno-
wadze. Réwnania réwnowagi pretowych ustrojow powlokowych, wyprowadzone
w pracach [8 i 18], moZemy przepisaé w postaci
Qﬂim-l_bmﬂNun'i"f?’:OJ
Ne#|~b; Q"4 f*=0,
€ap (Naﬂ—bi M“ﬂ)zoa
M| —OF 4P =0,

(5:2)

Powyzsze réwnania majg. postaé anaiogicznq do otrzymanych w ramach teorii niepo-
larnej powlok pretowych [18], a takse w ramach klasycznej teorii powlok [5, 171.
Analizg tej analogii przeprowadzono w pracach [12 1 14].
Wykorzystujac w réwnaniach (5.2} zwiazki fizyczne (4.8), otrzymujemy te réw-
nania w odksztalceniach:
(G«B yﬁ)la"*“baﬁ (Baﬁ'” Yuvt oo ’Cuv) +f3 =0,
(5.3) (Bewy g oy Ku\')lac —bg Gy, +12=0,
’ (C 1y + D ) o — G b P =0
Przy przeksztalceniach ukfadu (5.2) pominigto algebraiczne réwnanie réwnowagi
(5.2); zakladajac, Ze jest ono spelione 7 dostateczng dokfadnoécia [18].

Powyzszy uklad réwnafi réwnowagi moZemy wyrazié, w przemieszczeniach
wykorzystujac zwigzki geometryczne (3.7). Po wykonaniu przeksztalcen znajdziemy
(G (W) +bp 0, + e 9,010+ Doy [B (0,1, — by W)+ C¥ e g, 14 =0,

(5.4) [B* (0,1, = by W)+ CH¥ e® g 1o —BE G (W), + Doy e, p)+/%=0,

[C @y, — by, W)+ DUV P Poluda— G (Wl + by v, e, 9) +m! =0.
Otrzymany ukiad pieciu réwnan rézniczkowych jest ukladem dziesigtego rzedu,
w ktérym niewiadomymi sa skladowe stanu przemieszezenia w, 2, 1 ¢,. Przystepujac
do rozwigzania tego ukladu réwnan musimy okresli¢ pig¢ warunkéw brzegowych.

Rozpatrzmy brzeg I' powloki strukturalnej, ktdrego polozZenie okreélaja wektory
Jjednostkowe: normalny i styczny o skladowych odpowiednio n, i i,
W przypadku gdy sposéb podparcia brzegu okreflaja réwnofci

+ - + -
Wi =1Wz= W, =W, =0,

na podstawie (3.6) znajdziemy warunki brzegowe dla ukladu (5.4):
{5.5) ' w=0, v,=0, p.=0.
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Taki sposéh podparcia nazywamy sztywnym zamocowaniem brzegu. Natomiast
W przypadku b1zegu swobodnego powinny byé spe}mone mstc;pujqce warunk:

(9 +(—) Y +()
PPrgg= "1, Pengtg="f, pr="f,

+ - o+ -
gdzie °f, ’f, ”f, ”f 1 °f sa odpowiednimi intensywnofciami normalnych, stycznych
i poprzeeznych obclazen brzegowych. Uwzgledniajac wzory (4. 5) 1(3.7) otrzymujenty
warunki brzegowe w nastfgpuyc}cej postaci:

*
Aaé‘w (:_ 1—:;{ ? Dot s ju— Duy w) n n,.;—f,

PR SURRPR B

144" pin vie ™ Yva B ’
"(5.6) Aaﬁuv(_l_il_hje PoputVopn— ) ity f’
2’”“"(12‘2—6”¢ +o )n ty== f
ST e olu vjw ™ atp H

G* B(w|ﬂ+bﬁ u+e,'i. gﬂu)"ocz

Kombinacje warunkdéw (3.5) i (5.6) wraz z réwnanaiami réwnowagi (5.4) formuluja
zagadnienie brzegowe w odniesieniu do réznych odmian podparcia brzegu powloki.

6. SILY W PRETACH

W wyniku rozwigzania zagadmen:a blzegoWego sformulowanego w punkcie 5
otrzymujemy sldadowa stanu plzemleszczeme. Wy 2, 1 @, Wstawiajac te wielkodel

do wzorow

+ R A '

_J:_ _EAA;“II}( i-f—) (',l? wula-'_'uﬂm_bﬂﬁ )
6.1) el

P—EAT*T )“T P eg" r,oﬂ|¢+vﬁ|a buaw),

A A A A

P= AT“T3(w|m+b£vﬁ+ea. 25}

A A Ad 4

ktore otrzymano podstawiajae do (4.1) wzory (3.5), (3.8) i (3.7), znajdujemy sily.
podheine w facznikach i krzyZzulcach powloki strukturalnej.

7. ROWNANIA UPROSZCZONE

W dalszym ciggu rozwazan przeanalizujemy kilka typéw uproszezonych réwnan
statyki powlok strukturalnych, wynikagacych z uldadu réwnan (3.7), (4.8) 1 (5.2)
lub z wyrazonych w przemieszczeniach réwnan rownowagi (5.4). Uproszezenia
te moga byé spowodowane rodzajem strukinry pretowej powloki; aie maja wtedy

— P
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charakteru przyblizonego. Mogg takze wynika¢ z przyblizonego uproszezenia
zwigzkéw fizycznych (4.8) lub geometrycznych (3.7).
Mianowicie, w przypadku gdy siatki pretowe kratownic zewnetrznych sg réwno-

+ +
legle (rys. 7), to T"=1T", a ponadto gestosci Es# i Esf s proporcjonalne; wiedy mosma
| A 4 4

tak dobra¢ parametr 1, aby spelniona
byla rownosé

.-
(7.1 A =] AT

W tym przypadku polozenie powierzchni
podstawowej m, okreflone réwnaniami
(2.1), powoduje znikanie tensora:

7 / /\P( (7.2) CHwy =g,
7 / / Dzigki temu zwigzki fizyczne (4.8),

7 7 7 upraszczaja sie do postaci

2

Rys. 7 (73) N8 goBiy Vs M8 — pebuy Koy

Odpowiednia postaé réwnaf réwnowagi (5.4) otrzymujemy, pomijajac wyrazy
wystepujace razem z wiclkodclami €,

Postac (7.3) zwigzkow fizycznych otrzymamy takze zakladajge, pomimo niespet-
nienia réwnoéci (7.1), spehienie z wystarczajaca dokladnodcia réwnosci (7. 2}).
Zalozenie to mozemy stosowaé, gdy kierunki anizotropii kratownic zewnetrznych

Rys. 8

pokrywaja sig, mimo réznego typu tych kratownic (ma to miejsce np. w odniesieniu
do konstrukeji pokazanej na rys. 8). W tym przypadku parametr A mozemy okre§laé
wedlug wzoru

+

y Aaﬁ.uv

(7.4) ' J=obt
y Aa.ﬂ‘ﬂv

a. g v
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Z kolel wyprowadzimy rdwnania asymptotyczne, Analizujac budowe tensordw
sztywnodci spezystej G*, C*** j D** stwierdzamy, e mozna w nich wyréinié pewne
male parametry, W przypadku tensora G** jest to wielkodc r= ]/_ , 2 wprzypadku fen-
sordow CHAmY i DEFRY dest to polowa grubofci powlold A. Wprowadzajac oznaczenia

G = 2 T<T3TST?Ei A,

4 A A A AA

- 2
5(7'5) Cebuy = .i,_;l (_Aﬂ.'j_uv +1Aa,ﬂ,uy) ,

2
Da.ﬂ‘ﬂv = (1__?_."*) (Aaﬂuv_i_jz Aaﬂu\')

po uwzglednieniu (4.3) i (4.6), otrzymamy
{76) Gaﬂ =y 2 Gaﬂ \ Caﬂ,uv —_ héaﬁuv , Docﬁ,uv hz Dotﬁyv

Zgodnie 7z zaloZeniami dotyczgcymi budowy omawianych konstrukcji pretowych,
parametry r i i sg niewielkie w pordwnaniu z wymiarami konstrukcji. Aby otrzymac
réwnania asymptotyczne obliczymy cdpowiednie granice, gdy male parametry
r lub A daza do zera.

Gdy w pierwszej kolejnosci r—0, co interpretujemy jako nieskofczenie duze
zageszezenie krzyzulcdw, stwierdzimy po uwzglednieniu (7.6),, Ze (¥ —oo; skad
na podstawie zwiagzku fizycznego (4.8); znajdujemy y,=0. ZaloZenie to jest ana-
logiczne do hipotezy Kirchhoffa o prostych normalnych, stosowanej w klasycznej
teorii powlok. Zwigzki geometryczne (3.7) moZemy przepisaé teraz w postaci

{71.7) el (w|a+'b£'vﬁ)=gpp, Pap =Vpja—Bpa W, kag=()f1,g+b;v\.)fﬂ._
W tym przypadku ze zwigzkéw fizycznych (4.8) odpada pierwszy, natomiast row-
nania réwnowagi (5.2) pozostaja bez zmian. Wykorzystujac wzér (7.7); i dokonujac
przeksztalcen ukladu (5. 2) otrzymujemy uk}ad réwnan rownowagl w pchmleSZ—
czeniach: . :
O (v by W) DB (1 + B 0,) | Jjap + Bag LB (04— By W+
(18 T X Cicad (O T AT B A B
[Baﬂuv ('leu"' bvu w) + cen (wlv“é“bgvn)l.u]la_ bf; [Cm.mv ('Uvin_bvu 'W) + .

Co 4 D (wlv+b5vb.)|u}|a+fﬂ:0's

przy czym _ S ' '
(1.9) QF = M= [CH (0,1, By ) - D (- BE D) ]
Jest to uk¥ad trzech réwnan rézaiczkowych czastkowych dsmego rzedu, w kidrym
niezaleznymi niewiadomymi sa skladowe stanu przemieszczenia w, v, Przy roz-
wiazywaniu dopowiedniego zagadnienia brzegowego naleZy okredli¢ cztery wa-
runki brzegowe.

Zakladajac nastepnie -0, co interpretujemy jako zerowa gruboscé powiokl
ze wzoréw (7.6) znajdujemy

(7.10) _ Ccormv=0, D=0,
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Uwzglednaige ponadte réwno$é T2 I=2h=0 we wzorze (4.3), znajdziemy
A

@iy . G0

Podstawiajac nastepnie wyraZenia (7.10) i (7 11) do zwigzkdéw ﬁzycznych (4.8,
otrzymujemy

(7 12) 0*=0 . MPE=0 , Nad =Buﬂ.u'v Prey +

Rownania réwnowagi (5.2) redukujg sie w‘tym przypadku do postaci
bocBN{m"Ffs:O)

(7.13) \
Naﬂlu_l_fﬂzo

Rownania te dotycza réwniez konstrukbji pretowych zwanych kratownicami po-
wierzchniowymi [15], a takZe wykazuja formalne podobiefistwo do réwnan blono-
wej teoril, powlok, ' .

Przedstawione powyzej metody uproszczema podstawowego ukiadu réwnar
powlok strukturalnych sa wynikiem przyjecia pewnych zatozen odnesnie strukiury
konstrukeji pretowej. Otrzymane w ten sposéb réwnania moga byé stosowane do-
analizy statycznej powloki strukturalnej tylko w dostatecznym oddaleniu od linii
zaburzefi stanu naprezenia. [5 1 18], W poblizu tych linii otrzymane na. podstawie
rownan przyblizonych rozwigzania nalery uzupelni¢ rozwigzaniami wynikajacymi
z efektn brzegowego. Zagadnienie to w odniesienin do. powlok pr@towych zostalo
omdwione w pracy [9].. _ : R

W wiela praktycznie Waznych przypadkach powiok mozemy zastosowac mny'
sposGb uproszezenia ukladi réwnad réwnowagi (5.3). Dotyczy on powlok malo
wymniostych i - polega na przyy;cm zw;aczkow geometrycznych W zredukowanej;
postaci- [IO] ' ‘ -
(7 14) Yap=Uglas  Pu=Wju+ ea'.? P, Kep=e%y Pola-
Odpowiednia postaé . réwnan rOownowagi wyraZonych. w. przemieszezeniach otrzy-
mUJemy podstawiajac te zw1a¢zk1 do (5.3). Przyjmujac ponadto b,,=0, otrzymujemy
zaleznodei” dotyczace ustro;ow plaskich tj. plyt i tarcz strukturaloych.

- Na zakoficzenie nalezy zauwazyd, Ze- 'wszystkie réwnania stuzace do analizy
statycznej powlok strukturalnych ulegaja znacznym uproszczeniom, gdy konstrukcje
te maja jednakowe wlasnodci mechaniczne w calym obszarze. W tym przypadku
sktadowe tensordw sztywnosci sprezystej G*#, B=bwy, b | D“”’“’ maja state wartosci
i mogq byc wquczone przed operacj@ rozmczkowama

" 8. WNIOSKI KONCOWE, PRZYKEAD

Przedstawiona w tej pracy analiza statyczna powlok strukturalaych prowadzi
w wyniku zastosowania modelu ciggtego do ukladu réwnafi rézniczkowych o po-
chodnych czastkowych. Trudnoeéci rachunkowe wystgpujace podezas rozwigzywania
tego ukladu sa tego samego stopnia co w klasycznej teorii powlok anizotropowych.
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Istole zaproponowanej metody stanowi sposéb obliczania skiadowych tensoréw
sziywnosci sprezystel. W celu ilustracji zastosowania wyprowadzonych w pracy
wzoréw sformulujemy zagadnienie brzegowe w pewnym przypadku szezegdlnym
powlok strukturalnych. Mianowicie rozpatrzmy powlokg typu «Unibat» (rys. 9)

. Q=p1f {
?\ R
Vi ) #

Nl A N, A =N

N /7> g%}& -
Vi ‘ 7 $ 4 \\
SRS ;

Rys. 9 Rys. 10

. + —
utworzonq 7 pretow o jednakowych przekrojach A=A=4=4 i o dlugosciach
A A A
l A l W2 11 I Powloka zamkm@ta sztywnymi przeponami podparta jest

pa zegubowo wzdluz wszystkich brzegow Na powierzchni podstawowej (Srodkowe])
w (rys. 10) tej powloki wprowadz1my ortogomlny uklad wspétrzednych x*, Skladowe

wektoréw kierunkowych T"‘ T “ YacznikGw smtek zewnqtrznych maja nastgpujace
wartosci: )

+ + + 1

Tl [ Tz - T2 pa—

- H
1 1 I jid ]/2

TI=T?=1, T*=T'=0,

1 | 88 1 It

CHY

skad wobec (4. 2) znajdujemy
+ E - = EA

T 2222 . 1110 42222 — o
A =4 57 A =4 ]/2 Iz
(8.2

+ + + EA
Al122 42200 A1212 Aun :A12211A2112=—-—'

21 ,
pozostate sktadowe sa réwne zeru. Nastepnie na podstawie wzordw (4.6) przy A=k
znajdujemy ‘ ' ‘ '

EA

1 1
1111 __ p2222 7 J R SR DR
BUI =222 = (2+]/_2m__),

31122:BZZII :BIZIZ :BZIZI B1221 B2112 B.._.

(8.3) 74

2
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, EA 1 1
(8,3) C1111=C2222:C:h_(__+ )

(fed.] / 3/2 E
C1122 C2211 C1212 (:'2121 C1221_C211" C:‘—h"—é
277
D1111:D2222 D hz EA (1 1 )
]/2
D1122:D2211:D12122D21_21 =Pl221 _p2112 . n__j2 Ez‘;l

Numerujac w sposéb pokazany na rys. 11 krzyZulee naleZace do jednej wigzki,
znajdziemy nastgpujace warto$ci skladowych wektoréw kierunkowych:

T 1 T2=( 3=_71

p V2’ | ! . Y2’
-1 1

. Ti=0, Ti=—=, 7= ——=,
{8.4) 1 T ]/2 u ]/2
1 1

Tl =, T2=0, Taz_T,
3t ]/E i J£11 ]/2
1 1

Ti=0Q, T2= e T3= o
v v ]/2 3% ]/2

A:
A=T -
=1V|
2 %

(\,6

Rys, 11

Podstawiajac powyzsze wartodci do (4.3) i uwzgledniajac réwnosé Q=212
otrzymu_]emy
EA -
(8.5) G“EG”:G:TI", G12=(G21=0,
W przyjetym ukladzie wspSlrzednych skladowe drugiego tensora podstawowego
‘powierzchni walcowej wynosza

K(gvﬁ) bll =b;=—rh‘1, bzz:bz=0,
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a skladowe dwuwektora Ricciego maja wartodci
8.7 ely=—e =1, el =e2,=0.

Podstawiajac wyrazenia (8.6) i (8.7) do réwnaf 10wnowag1 (5 4) i uwzgledniajac
{8.3) 1 (8.5), znajdujemy po przeksztalceniach

G(W, (1+W a0 —r o 4 — @it @ 1)+

. +r! [];’(’”:, e Wy Be,y 5 —Co, +Co1,21+13=0,
B+ w),, +B(vy, 2 +20, 1), 2 Coz, 50+ ,

+C2¢y, 1 — @5, 2) 2171 Gw  —r o +@,)+f1=
J3;3'"”.2, 22t B Qo 5bvs 4) 1+ é'{”l, 221 C(01, 120, 5), ; +f?=0,
oy, 4171w +C(0y 5+ 20, 1) o — Dy, 1o +
D205, 1= ¢2,5),,—Glw s — 1o, +9,) +m' =0,

Coy 22+ C(20;, 5,40, ) + Dy 22 +D (g4, +205 20,1 —G(W,,—p ) +m?=0.

®38)

Warunki brzegowe wynikajace ze swobodnego podparcia ustroju maja postad
na krawedziach xl=rp, i x'=—rg,
WZO’ ‘Z)Z“—hoz (/31:09
(8.9 N :—é(ﬂl, vt w) +Bu,, .2 - éWz, 1+ Cq’],z =0,

M“:(ﬂf(‘v]J "H'"‘W)-I-C?Jz,z“Dn@z,l'*‘Dg”hZ:O’
czyli

v;,1=0, @, =0;
na krawedziach x*=0 i xzy’:b_
w=0, o,=0, p,=0,
(8.10) N**=Fov, ,+B(o, 1 +e ' w)+Cp, ,— Cp,,, =0,
M22=é‘?’2,2+c(”1, cHr? W)'f”b%,z_D%,l':O:
czyli

D,,2=0, ¢, ,=0.

Rozwigzanie powyZszego zagadnienia brzegowego moina otrzymad przyjmuiac
niewiadome funkcje w, v, 1 g, W postaci podwdjnych szeregdw trygonometrycznych
oD

W= E Wi 51 22y, (Fpo —x) sin B, X2,

nr, R

{811) 'vl_ 2 Am,lCOS Um(i WO 1) Siﬂﬁ,,xz,

M

Uy = E Bmu sin L™ ("9”0 "'xl) cos ﬁu x2 »

n,n

2 — Rozprawy InZzynierskie
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(8.11) o
[ed.] : P= 2 Cmn 8m oy, (fquOﬁx )Cosﬁn'x E
m,n ‘
@r= ZD,",,COSU,,,(l(ﬂo—l )S]TI nY
n,n

gdzie
- cf.,,,:nm/quog, B.=nn/b.
Po wyznaczeniu na podsiawie rownan (8.8) wspdlczynnikdw rozwinigcia Worms A
By Coan 1 Dy i podstawieniu ich do (8.11) otrzymujemy skladowe stanu deformacji
W, Uy 1 9, Sity w pretach ustroju znajdziemy wstawiajac te wielkosci do wzoréw (6.1).
7 kolei zajmijmy sie powloka o siatce gérnej utworzone] z szesciokatow 1 siatce
dolnej z 1réjkatéw (rys. 8). Obie siatki zewnglrzne powloki majg charakter izotro-
powy, skorzystamy zatem z réwnan uproszezonych wynikajacych z przyjgeia rownosei
(7 2) W tym przypadku parametr A okreslimy wedtug wzoru (7.4). Oznaczmy przez

1 I 1 A A Jedinkowe dtugoséci 7 pola pizekrOJow pr@tow sialki gérnej i dolnej.

Przyjmujac ukhd osi jak na rys. 12, sk}ddOWe tensorow A*Brv i 42B¢ majg nastepujace
wartodcei:

+ +
;113.!. 1;2’722 9 A ]
4 T8 F

o

+ + + + + 3 41

A11223A12L2$A2121:A2211F‘A1231:A2112:§" T!

(8.12) o
Allll A 22:_..._2_ 9

/3 8

NIMA\.

ZeInzz‘:1;1212:14_2.121:Azzu:Aw_z::”42112:__23 i =
: : . : 73 8
a stad wobec (7.4) znajdziemy '
: o
41 y3

(8.13) ﬂu=‘-7 - 2

h;||--ul

Teraz na podstawie wzoréw mozemy okreslié w;elkoéci Befwv | peiev Dalszy tok
postgpowania przy formutowaniu: 7agadmema brzegowego jest analoglczny do
przedstawionego powyZej.

Przedstawiona w tej pracy metoda posndd wady 1 zalety podobne do tych, jakie
charakteryzujg wszystkic metody oparte na stosowaniu modelu cigglego ustrojow
dyskretnych. Miedzy innymi wada jest jej ogramiczony zakres stosowalnodel do
preypadkow ustrojéw o gestych i regnlarnych siatkach. Natomiast do podstawowych
zalet tej metody nalezy zaliczy¢ mozliwodé dokonywania analizy sit w pretach
pewloki strukturalnej w stosunkowo prosty sposob. Ponadto umozliwia ona analize
jakoSciowa konstrukeit i dzieki temu moie by¢ wykorzystywana do optymalizacji
powlok strukturalnych [4].
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PeswmMme

VPABHEHMA NUHEAHOW TEOPHU YIIPYIUX CTPYVKTYPHLIX OBOJIOUEK

B pabote npecTasle METOA CTATHIECKOTO AHAMM3A IPOCTPAHCTRCHHBIX CTOPIKHEBLIX CHCTEM
¢ Y3aaMB DOMEIUCHHBIME HA IBYX, HEMHAOro yHameHHBIX APYF OT ApPYyra HosepxrocTsx. Merom
QUATM3A STHX KOUCTPYKHHH, HA3HBAEMEIX CTPYKTYDHEMYK obonouKamH, pazpaboTaH ONEpaich
Ha CIUIOMEYHO MOIedb CHCTEMBI, IPEfONATAA YYCTOTY B PETYISpPHOCTE CTEPRHERBIX CETOK pac-
CMaTpPHBACMBIX KOBRCTPYKIHIT. BoipeneHa OCHOBHAS CUCTEMA YPABHEHHH, TO3BOIMIOMAS ONPENEITE
AehopMAIHT 3THX CHCTEM. DTH YPABREHWS KACAFOTCA CTPYKTYPHEIX 0D0JOYEK ¢ IPOR3BOBHBIMA
THIEAMH CTEPHHEBEIN CETOK, MPH HPCANOIOKCHAN DIAPEAPHOIO COSIHEEHNAS CTCKHCH B Y3Nax.
3aTeM FaroTes (JOPMYRBl OTPEASIONIEE CHITY B Xa¥aoM cTepkae, [IpencTapieHo TOXe HECKOIBKO
CIocofoB YIPOINCHES OCHOBHOH CHCTeMBl ypaBHCHUH, PaszpaboTaHmbii MeToJ IIUIOCTPHPYETCS
OPUMMEPOM DAcueTOR HAMHAPHIECKoH 000noykE THNa «YmubaT».
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SUMMARY

EQUATIONS OF THE LINEAR THEORY OF ELASTIC STRUCTURAL SHELLS

The paper presents a method of statical analysis of spatial rod systems with nodes Joctaed at
two surfaces lying close to each other. The method of analysis of those structures, calfed «wstructural
shells», is based on a continuous model of the system, the rod networks being assumed to be regular
and dense enough. The fundamental system of equations describing the state of defornation is
derived. The equations apply to rod systems of arbitrary geometry under the assumption of hinge-
type joints at the nodes. The formulae determining the forces in individual rods are then given.
Several methods of simplication of the fundamental system of equations are outlined. The method
is illustrated by an example of a cylindrical, «Unibat»-type shell.

N .POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala ziozona w Redakcji dnia 8 paZdziernika 1974 r.






