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PLASKI PROCES PLASTYCZNEGO PLYNIECIA MATERIALU
NACINANEGO SZTYWNYM STEMPLEM W KSZTALCIE KLINA¥)

MACIET HAWR Y SZ (WROCLAW)

W pracy przedstawiono kinematycznie dopuszezalne rozwiazanie procesu weiskania stempla,
w kszialcie klina, w plastyczng polprzesirzefi. Rozwazane zagadnienie nalezy do proceséw niesta-
cjonarnych zachowujgcych peometryczne podobiefistwo siatki linii podlizau. Rozwigzanie stanu
naprezenia i 'deformacji przeprowadzono dla roinie formudowanych warunkow tarcia na kontakcie
material — narzedzie.

1. WsTgp

Proces nacinania pélprzestrzeni plastycznej stemplem w ksztalcie klina jest
procesem niestacjonarmym. W. procesie tyth"'stan naprezenia jak i predkosei ply-
nigcia materiatu sa zmienne w-czasie wzgledem dowolnie przyjetego ukladu wspot-
rzednych. Ta zmienno$é parametréw procesu w czasic znacznie utrudnia jego ana-
lize, ktdrg nalezaloby prowadzié¢ stopniowo krok po kroku.

Isinieje jednak pewna klasa proceséw niestagjonarnych, kidrych szczegdlne
cechy ulatwiajg te anahz:; Rozpatrywany tu proces naiezy do klasy procesow
samopodobnych tzn. Ze jego cechy ulatwqucq rozquzame jest geometryczne
podoblenstwo smtkl linii ‘po§lizgu w calym procesie.

Z'lgadmenle to dla symetrycznego klina przy pominigciu tarcxa na fcianach
wspolpracujqcych z materialem oraz dla poziomej poczajkowo pow:erzchm ma-
terialu rozw1qzah R. HILL E. H LEg i S. g TUPPER W pracy {1]

Podobny ‘proces wc:akanla klmowatego stempla 0 wypuklych («krzywohmo—
wych») écianach bocznych analizowali G. 1. Bykowcew i D. D. IWLEW w pracy [2].
Analize pola naprezen poczatkowego procesu skrawania (z. materiatem: wspol-
pracuje tylko jedna Sciana Klina} znalezé mozna w pracy. E. H.. Leg [3]. Niektore
wyniki badaft eksperymentalnych (uwzgledniajace zjawisko tarcia), dotyczatcych
tego problemu, znajduja si¢ w publikacjach {4 i 3].

Niniejsza praca stanowi uogdlnienie wspomnianych rozwiazan na przypadek
niesymetryczny dla réznie przyjmowanych warunkéw wspdipracy dla kontaktu
material — narzedzie. W pierwszej czefci pracy, nazwane] umownie rozwigzaniem

* Praca zostala wykonana w czasie rocznego stazu autora w Pracowni Badan Doswiadczalnych
Plastycznosci IPPT-PAN. :
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podstawowym, analizowany jest proces, w ktorym pole naprezen jest ciggle. Druga
cze$é (rozwigzanie zmodyfikowane) to analiza procesu, dla ktdrego w rozwigzaniu
podstawowym pojawife by sig w polu paprezen linia niecigglodei.

2. ROZWIAZANIE PODSTAWOWE .

2.1. Zalozenia i oznaczenia

Badany jest proces weiskania sztywnego klina o kacie wierzehotkowym
9, +9, (rys. 1) w osrodek idealnie sztywno plastyczny o granicy plastycznodci k.
Dla analizy procesu przyjmiemy, iz sity bezwladnosci sa pomijaine, a zatem proces -
ma charakter quasi-statyczay.
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- W przedstawionym rozwigzanin przyjgto umowe, e naprezenia Sciskajace sa
dodatnie, co nie powinno mie¢ istotnego znaczenia, poniewaZz w analizowanym
procesie tylko takie naprezenia maja miejsce. Charakter odksztalcern materiatn
w tym procesie tie ulega zmianie w czasie, zmianie ulegajq tylko wymiatry pro-
porcjonalnie do - zaglgbienia  z, ktérym moZna mierzyé stopiefi zaawansowania
tego procesu. Takic procesy mazywane sa procesami samopodobnymi. Po obu
stroriach klina nastepuje lokalne wypchnigcie materialu ponad poczatkowg po-
wierzchnie. o : ' '

_ Zalézmy, iz material jest niefcisliwy, co nie bedzie sprzeczne z przyjeciem sto-
warzyszonego prawa plyniecia dla wyznaczenia kinematyki zadania. Zal6zmy po-
nadto, 7e brzeg swobodny wypchnigtego materiatu jest linig prosta w calym pro-
gesie. ZaloZenie to jest poprawne, poniewaz, jak pokazemy, zbudowane na jego
podstawie Tozwigzanie czelci kinematycznej zadania speinia wszystkic warunki
Procesi. o ;

Konieczne jest takze zalozenie, i% podzial materialu wspdipracujacego Z kazda
ze §cian klina odbywa si¢ wzdhuz trajektorii ruchu ostrza klina. Inaczej mowiqc,
nie zaklada sig przeplywu materiau przez trajektorie ruchu ostrza, co wydaje sig

zalozeniem naturalnym przy braku ruchu materiatu jako catosci.
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Przy powyiszych zaloZeniach nalezy zauwazyé, iz mozliwe jest rozpatrywanie
procesu oddzielnie dla kazdej ze écian klina: proces zapoczatkowany pe dodatnief
stronie osi x (indeksy 1} rozwija si¢ niezaleinie od procesu zapoczatkowanego
po. ujemnej stronie osi x (indeksy 2).

Oto nastepujace parametry zadania:

$1, 9, oznaczaja odchylenia $cian klina od kierunku zaglebiania, «;, o, kat
nachylenia powierzchni nieodksztalconej materiatu do osi x, x - kat odchylenia
kierunku zaglgbiania klina od osi x. Na rozwigzania wplywaé beda warunki tarcia
na styku klin—material (grunt),

Za dodalnie wartodci powyzszych parametréw bedziemy uwazali te, kidre
zgodne sa z kierunkami zaznaczonymi na rys. 1. Warto zauwazyé, ze wspdlprace
danej Sciany klina z materialem okre§la dodatnia warto§é kata 8. Dla zachowania
charakteru procesu (wciskanie klina) nalezy dokonywaé wyboru parametréw za-
dania tak, aby spelnione byly nieréwmnosci ' ’

(2.1} H<n—rtay, I<rto,.

Zapewnia to dodatnig wartoéé katéw OB, C i OB,C,
Konieczne jest takZe ograniczenia kata nachylenia x:

2.2) _ o <K<T—y.

2.2, Rozwigzanie stanu napreienia

Rozwiazanie znajdziemy tylko dla jednej strony klina, poniewsz druga moina
rozwigza¢ zgodnie z tym, co powiedziano poprzednio, niezaleznic i w podobny
sposéb. Charakter siatki linii poélizgu jest identyczny z przyjmowanym w cyto-
wanych na poczgtku pracach. Siatka skiada si¢ z dwu tréjkatow prostokatnych
4, Dy |, (zadanie brzegowe Cauchy’ego), 4, ¥, C (zadaniec mieszane — warunki
tarcia) oraz wycinka biegunowego A, F, E; o kacie wierzchollkowym y, (zdege-
nerowane zadanie charakterystyczne).

Dla jednoznacznego okreflenia wymiardw siatki charakferystyk przy danym
stopniu zaawansowania procesu (wartofci z) konieczne jest wyznaczenie naslg-
puiacych wielkodci:

ay=A,D,, b=4,C, 1y, Pp

Kat f w (rdjkacie 4, F, C otrzymamy z zaleZnofci okreflajacych warunki
tarcia na $cinanie klina, co dokfadniec omdwimy dalej. Zaleino$é miedzy a, i b,
otrzymujemy z zaleznodci geometrycznych w siatce charakterystyk:

cos if4

2.3 . b= s g =Ha, .

Zadajac, aby punkt D, pozostawal W czasie procesu na powicrzehni nieodkszial-
conej materiahu, korzystajac z twierdzenia sinuséw dla tréjkatow 04, B, 1 OB, C
i z réwnosci

A B,+B, C=b,
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otrzymamy
4 —_— T Sy,
(2 ) Sin(r91+?c—r:ﬁl)- !
gdzie
7= +r—o —f—n/4.
W my$l poprzednich zalozen (niescidliwoss, podziat materialu) pola tréjkatéw
A4,0D i A,0C powinny by¢ réwne. Stad otrzymamy brakujace rdwnanie

% .
a, Zcos r sin
_ '1/2-0D1a1'8if{(7?1;?’1)=_ T 2cosf —,
stad e )
- s sind, —ay sinfn, — 71~ (6 — 1)}
@5 asin(g—y) ——— L 2 g, zsindy

sin{rc—oty)
Réwnania (2.3), (2.4), (2.5) stanowia podstawowy ukiad réwnan, ktéry moZna
sprowadzié do jednego réwnania
(2.6) 2nsindy (7?1*?1)—Siﬁ(’h—‘)’_1)5in[’11—'}’1‘“("”‘0’-1)]_ ' :
' —n?sind, sin($; +rx—o)=0.
Koficowe réwnanie dla drugiej strony klina otrzymamy podstawiajac
Ky=M—I, =0,
Zatem dla drugiej strony mamy réwnanie
2.7) 2nsin 9, sin (11, — y2) —sin (m,—y2)sinly —r2— (k2 —a2)}—
—n?sin 9, sin (&, +r,— %),
gdzie
Ho=Sa+ W~k —f—nf4.
Niewiadome 7, i ¥, wyznaczone z réwnatt (2.6) 1 (2.7) beda przydatne dla naszego
zadania, jeéli spelnia nastgpujgce warunki:
2.7 0y <n1, 0P <.
Zapewni to ciaglo§é pola napreZeh.

Wyznaczanie wartofci kata f, koniecznej do rozwigzania réwnaf (2.6) 1 (2.7
zalezy od sposobu przyjecia warunkéw wspolpracy na styku narzedzie — material
[7, 8, 9]. Najczgseiej przyjmuje si¢ warunki tarcia w postaci

przypadek a
2.8) © g, =ksin2d,
przy czym o< /4,

przypadek b
(2'9) - Tt = Elllk >
przy czym p<0,5,

przypadek ¢ :

(2.10) T=p* oy,



PLASKI PROCES PLASTYCZNEGO PLYNIECIA MATERIALU . 535

Rozwiazania przedstawione w tej pracy obejmuja kazdy z przytoczonych tu
warunkdéw tarcia.

Rysunek 2 przedstawia graficzna 111terpretaq@ wymlemonych powyzej warunkow
tarcia w do$¢ szczegdlnej sytuacji
kiedy dla wszystkich przypadkéw g
na écianie klina mamy jednakowy Ty
rozkiad naprezen. ] ffi—,':_

Opierajac sig na wzorach okres- iT - - \ o
lajacych skladowe naprezen wzdhiz o et Eof"r) - -
np. lewych fcian klina - |artgu” o o

ksin 28=

=

3
0.(1) =k EZX(I_]') + cos2 (99(1‘) ¥y ])

2.10)

) =ksin2 (¢ —w,), 2ky J

i'll

gdzie y; oznacza kat migdzy kie- Rys. 2
runkiem normalnej do $ciany a osia

x, ¥P 1 ¢{ niewiadome dla lewej $ciany klina (rys 2),
mozna wyznaczy¢ 9\ i § dla przypadkéw a i b.

dla a .
2.12) ¢P=8+r+d—mj2, Pf=unjd—5;
dla b ’
arcsin2gy ‘ _arccos2p  #
2

{2.13) pM=9, 4+ S T2, B
Przypadkia i b :nie Toznia sie jakoSciowe, a wartodel 1 1 8 zwiazane sa réwnoscia

arcsin2u

2

Przyjecie warunkdw tarcia w postaci (2.10) komplikuje rozwigzanie zadania, gdyZ
nastgpuje zmiana niewiadomych. W tym przypadku niewiademymi sa nastgpujgce
wielkosci: tak jak poprzednio a,, b, oraz katy ¢ na brzegu A; D, — ¢4 i na doi-
nanie A, C— ¢{. Trzy pierwsze réwnania otrzymamy podobnie jak réwnania
{2.3), (2.4), (2.5). A po wyrugowaniu z nich @, i b, otrzymamy réwnanie

(2.15)  2msin 3, sin (! — o) —sin (o' ) ay)sin (g —x) —

—m?-sin &, sin{(}, +x—o,)=0,

(2.14) ' ‘ 5=

gdzie

cos /4 cosn/4
cos (&, +x— g —nj4) cos(yfl—qo‘ll)+n/4) A
Brakujacym rownaniem bedzie warunek tarcia, ktory otrzymamy wykorzystujac
zaleznosci wzdluz charakterystyki § oraz réwnanie (2.11). Z réwnania (2.11) mamy
(2.16) 2p* 7V =sin2(p" —yr ) — p* cos 2 (91— w,),
gdzie

m=

Wy =% +rK—nf2.
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Zaleznodcl wzdluz charakterystyki f majg postac
10— 6 =2 =0, |
gdzie indeksy ,,0” oznaczaja wartoci x 1 ¢ na brzegu swobodnym a indeksy ,,17
wartodci ¥ 1 p na §cianie klina. Jezeli przyjmiemy
A=0,5, =08+ 71,
to otrzymamy
(217) X(ll):0;5“|" V1
Po. podstawieniu (2.17) do réwnania (2.16) 1 paniietajac, Ze
(2.18) =050 — 06"
otrzymamy czwarle réwnanie ukladu podstawowego:
(2.19) sin2 (@0~ ) = g 142 (00— 087 +eos2 (9P —w )]
Réwnania (2.15) i (2.19) tworza uklad réwnan z niewiadomymi g4 1 o). Uklad
ten dla lewej $ciany przedstawia si¢ nastgpujgco

cos 7/4 . ) P, I
2200 2 cos(l,ul—w(f)_-}—n/ﬁg sin 9 sin (g — e ) —sin{pgy r-,-—ocl)smr (py? —r)—
[ cos nj4

cos (', — o8+ m/4)

2
] sin & sin (3, +x—a ) =0,

1
298 = 14291 +0s 2 (8 —y1) =% sin2 (¢ —w1) -

Pierwiastki powyZszego ukiadu réwnan bedg dla nas przydatne, jesli spelnia naste-
pujacy warunek:
o< PP

Dla prawej ciany kKlina réwnanie (2.20) otrzymamy zmieniajac odpowiednie in-
deksy oraz wykonujac podstawienia '

Ky=T—I, Oap=—0.

2.3. Rozkiad napreienia na Scianach kiina. Sily i momenty

Naprezenia o, i 7,, pojawiajace si¢ na $cianach klina okreflimy ze wzorow {2.11)
zastepujac potrzebna warto§é x, przez (2.17) oraz nadajac ¢, warto§é odpowiednig
do przyjetego warunkuy tarcia. Tak np. rozkiady naprezen wzdiuz $cian klina dla
przypadkéw a i b beda nastgpujace: '

dla przypadku a

(2.21) o, =kl +2p+co82d], T.=ksin2d;
dla przypadku b
(2.22) o, =k [1+2y+cos(arcsin2)], T.=2pk.
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Poniewaz dla wszystkich przypadkdw warunkdéw tarcia na Scianie otrzymamy
7 rozwigzan stale wartodei na y i @), -przeto rozklad napreZed na Seianach klina
bedzie staly | wyznaczenie sil przypadajacych na jednostke szerckoSci écian nie

Rys. 3

przedstawia trudnodci. Na rys. 3 przedstawiono rozmieszczenie (i oznaczenia)
sit, ktére nalezy wyznaczyc: '

(2.23) N, “—“J:;l) by, T =T,(»¢lr)b1 s N, :U;(az)bz ’ 1, :Tﬁ)bz .

Skladowe sily wypadkowej rownoleglej do osi wspolrzednych S, i S, oraz wypad-
kowa W moZna wyznaczy¢ z mastepujacych wzorow:

S.=Ncosw, — Ty siny, —Nycosy,+T, sin Wa,
(2.24) Sy=Nsinyy +Ty cosy, +Nosiny, +7,c08;,

WV S5,
Wspolrzedne punktéw przylozenia sit N i 7 na odpowiednich Scianych klina sg
nastepujace:
(2.25) X, =zcosx+1/2b,sing,, Y,=zsinw—1/256 coswy,;
(2.26) X, =zcosx—1{2bysiny,, Yy=zsink—1/2b,cosy;.
Przyimujac umowe dotyczaca znaku momentéw (por. rys. 2), znajdziemy

M, = —(N,cosy,—T,siny,) ¥y +(Nycosy,—T,siny,) Y,,
(2.27)} M,=(Nysiny, +T cos Wit X+ (N2 siny, +Thcoswy) Xy,
M=M.+M,.

Znajac sily i momenty mozemy okreslic polozenie punktu zaczepienia sity wypad-
kowej. Oznaczajac odleglo$é tego punktu od osi x przez Ox, a od osi y przez Oy,
znajdziemy

(2.28) Ox= — X gp=r

sa7
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2.4. Kinematyczna czesé rozwigzania

SprawdZmy teraz, czy pole predkosci odpowiadajace przyjetej siatce  linii
poélizgu spetnia kinematyczne warunki zadania. Wzdhiz linii styku 4, C i1 4, C
skiadowe normalne predkosci ptyniecia muszg by¢ réwne normalnym skltadowym
ruchu klina, dla lewej $ciany wynosi ona ¥V, sin &y, dla prawej Vo sin &,.

Drugi warunek otrzymujemy wzdluz linii pollizgu CF, Ey D, i CK, E, D,;
sa one liniami nieciagloci predkofci, poniewa obszar lezgcy ponizej jest nierucho-
my. Stad z réwnaii Geirinegra dla calego pola ADEFC mamy V,=01 V,=const,

() sind, @_y S0
przy czym Vg'=V, cos f w polu A, D, EF,C oraz V7=V, cos f

A, D, E, F, C. Wynika stad, Ze tréjkat AFC preesuwa sig jako cialo sztywne
w kierunku FC, a tréjkat ADE w kierunku DE oraz Ze swobodny brzeg 4D prze-
mieszeza sig réwnolegle do swojego poprzedniego poloZenia, co potwierdza nie-
sprzecznos$é przyjetego przez nas zafoZenia o prostoliniowoscl tego brzegu.

Zauwazmy, Ze p, 1 y, w trakcie calego procesu nie ulegajg zmianie przy zadanych
parametrach zadania, co wynika z réwnan (2.6) i (2.7). Zatem §ciany klina musza
przemieszezaé sig réwnolegle. Zapewnia to staly rozklad predkosci wzdiuz tych
Scian (brak obrotéw).

Biorac jeszeze pod uwage warunek (2.1) otrzymujemy dla naszego zadania
dopuszezalna klase wymuszonych predkodci klina V. :

w obszarze

2.5. Wyznaczanie odksztalcenia regularnej siatki prostokqtnef

Dla wyznaczenia odkszialceri regularne] siatki prostokatnej zwigzanej z cialem
nieodksztalconym najlepiej postuzyé sig metoda podang w pracy [1] (metoda tzw.
«plaszezyzny jednostkowej»). Metoda ta jest opisana W ksigtce W. SZCZEPINSKIEGO
i8] i jej szczeglly nie beda tu omawiane.

Powstaje kwestia udowodnienia istnienia takiej plaszezyzny jednostkowej dla
klasy zadafi tu rozpatrywanych. Dowod ten przeprowadzimy dia Jednej gciany
klina, co nie umnicjsza jego ugdlnoscl.

Plaszczyzna jednostkowa istnieje, jesh hodograf wrysowany do wykresu rozwia-
zania statycznego w sposdb taki, ze predkosé ¥, pokrywa si¢ z zaglebieniem z zajmie

sind,
taka pozycje, ze koniec wektora predkosct OS\=Vo——F c bedzie lezal na Scia-

sin &y osfp
Tie khna a koniec wekiora OT,=V,———— znajdzie si¢ na przedluzeniu od-

cos f§
cinka 4, D, (rys. 4). Innymi stowy, chcemy dowief¢, Ze istniejg bieguny trajektorii
ruchu punktéw w plaszezyZnie jedmostkowej. Jedli punkty 77 1 S; sa skrajnymi
biegunami (rys. 4), to dla punktu §; musi zachodzi¢ réwnosé

Sin 19'1

.29 : Rkt
(2.29) O8;=z— 7

Réwnost ta wynika z twierdzenia sinuséw dla trdjkata OS5, C
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Dla punktu T; nalezy spi:awdzié czy T, jest wierzcholkiem tréjkata ODy Ty,
sin &;

w ktérym OT; =z cosf 7

Z zalefnofci w trdjkacie OD, T, wynika, Ze
sin (1170
07:=0D, sin <D, T, 0"
. YLatwo sprawdzié, e Dy Ty O=3/4 =, zatem

(2.30) OT, =201)1%%311.
Z réwnania (2.5) wynika, e
J _ o ]/ 7 zsin 9,
0D, Slﬂ(ﬂi—?1)=_2’eg;ﬁ—‘,
<zyli .
2sin(n; —y1) _ .Siﬂt91
]/ 2 —F cos ff -
W ten sposéb udowodniliSmy, 7e plaszczyzna jednostkowa dla rozpatrywanego
przypadku istnieje (rys. 4), co pozwala na zastosowanie wspommianej metody
wyznaczania odlsztalcen.

oD,

Rys. 4

Yatwo zauwazyé (rys. 4), ze material zawarty wewnatrz trojkata OF; C w ca-
loéci znalazt sig w tréjkacie Sy CF,. Stan odksztalcenia w §; CF, jest stanem czyste-
go §cinania réwnoleglego do F, C. Podobnie tréjkat 4, D, E, powstal przez zmiang
postaci tréjkata Dy E, Gy, a zawarty w nim material jest w stanie czystego $cinania
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réwnoleglego do Dy E,. Material zawarty w obszarze OG, E; Fy znajduje sie
w konicu w obszarze 4, S, F, E;. Stan jego odksztalcenia jest bardziej ztozony niz
w obu trdjkatach.

2.6. Przykiad
Dla przykladu rozwiazano zadanie, w ktérym przyjgto nastgpujace wartosel
parametréw: 9, =60°, 9,=20°, x=70°, o, =10°, u=0,1=56=25°46". Rozwiazujac
réwnania (2.6), (2.7) i (2.13) otrzymano wartosci f=39°14", »,=10°50" i y,=
=48"38" spelniajace ograniczenia (2.7'). Stad
a,=1669 z, a,=1,849 z,

by=1523 z, by=1688 z.
Nastepnie korzystajac -ze wzqréw (2.22) - (2.28), wyliczono
S,=—1,629 kz, W=172958kz,
S,=7,1115 kz, - |
M,=02945%z2,
M,=1.5164 kz*,  M=18109 kz?,
Ox=0,19807 z,  Oy=02132z.

Na rys. 5 przedstawiono deformacje regularnej siatki prostokatow zwiazanej
z cialem nicodkszialconym. Zdeformowana siatke otrzymano na plaszezyZnie
jednostkowe]j catkujac graficznie réwnanie.

"

ok

gdzie z, oznacza zaglebienie klina, przy ktorym obszar odkszialcenia plastycznego
dochodzi do rozpatrywanego wezla siatki, f(s) — odlegloé¢ naszego wezta od bie-
guna odpowiadajgcego jego potozeniu.

z Dods
2.31) 1n—~=f
Zy .
. i)
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271, Niektdre przypadki szczegdlne rozwiqzania

Rozpatrywalismy dotychczas proces weiskania sziywnego Klina w polprzestrzen
bez zataman powierzchni, Wykorzystujac rozwiazanie podstawowe, mozna gledzié
proces w przypadku nacinania pélprzestrzeni ograniczonej dwiema nachylonymi
wzgledem siebie plaszczyznami., Dwa przykiady takiego rozwigzania, gdy proces
Tozpoczyna si¢ wzdiuz styku tych plaszezyzn, przedstawiono na rys, 6.

a b

oy

i
A=

S

Yy

Rys. 6

Podobnie jak i poprzednio mozna skonstruowad rozwiazanie niezaleznie dia
prawej i lewej ciany klina. Na rys. 6 przedstawiono znaki wartoéci katéw o, jakie
nalezy przyjaé. Nalezy wspompied, ze wszystkie wyszczegdlnione wyiej ograni-
czenia pozostaja w mocy.

Inng mozliwo§¢ zastosowania rozwigzania podstawowego stwarza proces skra-
wania w jego poczgtkowej fazie. Wowcezas z materialem wspéldziata jedna $ciana
naszego klina —noza, Oznacza to, ze & Iub $, przyjmuje wartodé ujemna. Dia
zobrazowania tego przypadku rozpatrzono przyklad, w ktérym przyjeto: 9, =757,
By =—15% 1=15" a;=—15°, p=0,25=0=15°. Znaleziono nastepujace wielkosci:

p=30°, p,=8°50', @a,=1,1695z, b,=09552z,
S5,=2,0761 kz, S,=04714 kz, W=2,1326kz,
M,=0,4538 kz*, M,=04612kz>, M=00915kz?,
O,=—02186z, 0,=0,9659 z, "

Na rys. 7 plzedstawwno roZwigzanic pOWYZSZego zadanm oraz deformacje
regularnej siatki prostokatéw zwigzanej z cialem nieodksztalconym. Konstrukcje
zdeformowanej siatki wykonano na plaszezyinic Jjednostkowej w identyczny
sposob z poprzednim.

Y
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Rys. 8 przedstawia rozwigzaniec tego samego zadania co powyZej z tym rastrze-
Zeniem, iz deformacje siatki prostokatéw wyznaczono w sposéb przyblizony., Mia-
nowicie zalozono, %e w calym obszarze AEF kierunek predkosci plynigeia materialu
jest staly i réwnolegly do OR (OR jest dwusicczna kata SOT). Tg przyblizong metodg
zaproponowal P. G. HonGe w pracy [9], gdzie mozna znalezé dokladne jej omd-

. |

3 | ‘

Rys, §
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wienie {lub w monografii A, D. TomLENOWA [7]). Metoda ta jest o wiele prostsza
w wyznaczaniu odksztalceni, jednak ze wzgledu na uproszczenia w niej przyigte
daje jakodciowo inne rozwigzanie w pewnych obszarach, niz metoda dokladna.

Nastepna grupe szczegdlnych przypadkéw rozpatrywanego zadania moje
stanowi¢ poszukiwanie kierunku predkosci weiskania stempla, czyli zadanie, w kté-
rym x jest niewiadoma. e , '

Jednoznaczne rozwigzanie podstawowego ukladu réwnan bedzie moiliwe przy
wprowadzeniu dodatkowego réwnania wiazacego w jakikolwiek sposdb niewia-
dome. Dla przykladu moze to byé 7adanie okreflonego podziatu materiaty WYpY-
chanego po obu stronach klina. Latwo dowiess, Ze stosunek wspomnianych obje-
todci pozostaje staly w trakcie calego procesu i moze byé jego parametrem,

v

3. ROZWIAZANIE ZMODYFIKOWANH

3.1. Zalozenia podstawowe

Poprzednie rozwigzanie ograniczone zostalo do przypadku éiqglego pola napre--
zen czyli do przypadku, gdy y>0. Przypadek y <0 prowadzi do wystapienia w obsza--
rze rozwigzania linii nieciaglodci naprezen, co pociaga za soba komplikacje w roz--

Yy

Rys. O

“wigzaniu czefei kinematycznej. Mozliwe sa wiedy dwie modyfikacje. Pierwsza byla:
dyskutowana przez FIELDA i MERCHANTA [10]. W pierwszej wystgpuje pojedyncza
plaszczyzna Scinania rozgraniczajaca dwa obszary sztywne nieruchomy i ruchomy,.
pIzZy czym w obszarze ruchomym nie wystepuja strefy uplastycznione, W drugiej,.
‘zaproponowanej przez LEE [3] (rys. 9), wystepuje $cinanie takze wzdhiz pojedynczej:
plaszezyzmy CD;, ale czgé¢ obszaru ruchomego (tréjkat B,CD,) znajduje si¢ w sta-
nie granicznym. Obszar 4, By D, jest sztywny i wolny od napregen, a linia B, Dy
Jjest statycznie dopuszezalng linig nieciaglodci naprezen. Taka propozycja rozwia—
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zania nie komplikuje czedel kinematyeznej zadania, poniewaz oba obszary, ten
w stanie granicznym i tep wolny od naprezen, zachowuja sie jak jeden obszar
sztywny (predkosé plynigeia wszystkich punktéw  jest jednakowa). W obszarze
B,CD, panuje jednoosiowe Sciskanic réwnolegle do B, D,. W konsekwencji tego
wzdtuz styku narzedzia z materialem mamy nieciagly rozklad naprgzen. W proce-
sie rzeczywistym niecigglo$é ta ulegnic rozmyciu dzigki spreZystym wlasnociom
materialu 1 narzedzia.

E. H. Lt w pracy [3] stwierdza, iz wybér migdzy propohowanym przez niego
rozwigzaniem a rozwigzaniem Fielda 1 Merchanta powinien byé oparty na kryterium
minimalnej sity. Niemniej jednak E. H. Lee uwaZa na podstawie analizy rozwigzai
konkretnych przypadkdw, ze proponowanc rozwiazania Merchanta daja zbyt
strome. plaszezyzny §cinania, aby mozna przyja¢, iz w obszarze objetym rozwig-
zaniem nie wystapi inna strefa uplastycznienia poza plaszczyzna Scigcia.

Praktyczne wykorzystanie «rozwiazania podstawowegon jest ogramiczone sto-
sunkowo waskim przedzialem zmiennosci wartosci parametrow zadania. Celem
rozszerzenia mozliwosei uzyskania rozwigzania procesu zaadoptujemy pomyst
E. H. Lee przedstawiony na rys. 9. : .

E. H. Lee uzyskal rozwiqzénic geometrycznie przy innym wyborze parametréw,
uniemozliwiajacym wprowadzenie warunku tarcia w sposob jawny oraz nie anali-
zowat stanu odksztalcenia materiatu.

W dalszej czeSei pracy pomyst E. H. Lee zostanie wykorzystany dla uzyskania
rozwigzania analitycznego przy wyborze takich samych parametrow, jak w «rozwia-
zaniu podstawowym» dla réznych warunkéw tarcia oraz uzupemiony analiza
kinematyki i stanu odksztatcenia materiatu.

3.2. Pole napreien

Rozwiazanie przeprowadzimy dia jednej §ciany klina (zachowujac oznaczenia
przyjete w zadaniu podstawowym). - Dla okreélenia wymiardw obszaru rozwiazania
wyprowadzimy uklad réwnan, w ktérym niewiadomymi sa: kat f w zagadnieniu
przyéciennym oraz dlugoéé 4, C=b;.

Kat f okreslimy z warunkéw farcia na styku harzgdzie — material. Dla wa-
runkéw typu a lub b (por. zadanie podstawowe) kat f~ okresla sig ze wzorow
(2.12) i (2.13). Wzor dla warunku tarcia typu © wyprowadzimy w sposéb nastg-
pujgcy. Wstawiajae x, =0,5 (por. réwnanie (2.17)) do réwnania (2.19) otrzymamy

(3.1 sin2 (g0 — )= [ +eos2 (9 —yro)l,
czyli _

sin2(g4 — 1) -
{3.2) e =tg () )

L eos2 (G- )

Zatem

43-3) PP = gD =8, 4 rc—mj2+arctg p¥, f=nfd—arctgu®.
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Spelnienie warunku niescisliwosel, czyli réwnofci pola powierzehni trojkatéw OF, ¢
i A4, Fy Dy, zapewnia réwnoleglos¢ odcinkéw A, O i CD,. Porwala to przy wyko-
Tzystaniu twierdzenia sinusow dla tréjkata 4; CO na wypmwadzeme zaleznosei
dla drugiej niewiadomej b :

cos(8d, —f)

3.4 by =z(cos 9, +sin§, tg f) =z oy

Z zaleznofct geometrycznych w siatce charakterystyk, skiadajacej sie z dwu za-
gadnien brzegowych Cauchy’ego i mieszanego, mozna znalezé

35 B.D i B Ced., d=—121 PRl
(3.5) 1y =¢ 1 1L=dy, l—sin/)’+cos/}"Acl_ i-sinn/4’
przy czym

Sin (x — o)
(3.6) \ CDy=z :

- cos{d, —ft+u—a)

Dlugod¢ A4, Dy=a, moina wyznaciyc’ na -przyklad z twierdzenia cosinusdw dla
trojkata 4, CD,. Rozwigzanic powinno speinia¢ warunek
3.7 1c~m1<n/2+[)’—91,

:

wynikajacy z geometryczmych wiasnosci rozwnqzama CD, przecina si¢g z powierz-
chnig skarpy.

Przyjecie warunkn
{3.8) b, —d >0

daje mozliwo$¢ okreflenia zaleznofei miedzy parametrami zadania zapewniajacych
istnienie rozwigzania zmodyfikowanego.

Wykorzystujac wzory (3.4) i (3.5) otrzymamy w przypadku, gdy
cos{d; —~f+r—u)>0

nierdwnosé

1
ey —y)= -+
{3 9) - Ctg(FC dl) tg ('9']_ ﬁ) (]-'I"tg ﬁ) 0032 (31_
a dla

cos (& +r—F—o)<0

nierdwnosé

1
{3. — <t .
{ 10) ctg(x “1) g(‘91 ﬁ) R +tgﬁ)0032(191 -8

Z drugiej strony nalezy pamietac, ze kat 4; D, C nie moze byé mniejszy niz 45°.
W momencie gdy b, =d, rozwigzanie zmodyﬁkowanc plzechodm W rozwig-
zanie podstawowe, dla ktdrego y, =0,

Rozprawy Iniynierskie — 8
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Przypomnijmy jeszcze raz o rozkladzie napreZen na $cinanie klina. Na odcinku
A, B, narzgdzie jest nieobcigZone (o$rodek niewazki), na odcinku B; C w zalei-
noéci od przyjetego warunku tarcia mamy:

dla warunku a

(3.11) S,=k[l+cos28], Tp=ksin2d;
dla warunku b
(3.12) o=k [l+cos(arcsin2p)),  T.=2pk.
dla warunku ¢
(3.14) o =k{l+cos2(arctg u*)], Tp=ksin2 (arctg p*).

Sity, momenty i punkty przylozenia wypadkowej moZna wyznaczy¢ stosujac
wzory (2.23) - (2.28) zamieniajac w nich b; na d;. '

3.3, Kinematyka i odksztalcenia

Jak juz wspomniano, kinematyka zmodyfikowanego rozwiazania jest niezwykle
prosta. Linia €D, jest charakterystyka f, a zarazem linig niecigglodei predkodei.
Predko$é plynigeia w obszarze uplastycznionym jest jednakowa dla wszystkich
punktéw 1 wynosi V= VO% oraz Ve =0. Obszar uplastyczniony B,CD, niesie
na sobie mnichaprefony obszar sztywny A, B, D,. Przyjete zalozenie o prosto-
liniowosci brzegu swobodnego A, D, nie prowadzi do sprzecznodci. Zmodyfiko-
wane rozwigzanie nalezy do klasy zadan samopodobnych. BRiegunem trajektorii
ruchu czastek na plaszezyZnie jednostkowej jest punkt 4,.

Latwo zauwazyé, Ze material zawarty wewnairz trojkata OCD, przeszedt w ca-
tosci do tréjkata 4,CD,, ktéry powstal przez zmiang postaci OCD,. Stan odksztal-
cenia w A, CD, jest stanem czystego §cinania réwnoleglego do CD;.

3.4, Przyklad

Jako przykiad rozwidzemy poczatkowy proces skrawania przyjmujac, nastgpujace
parametry: &, =60°, 9, =—15°, x=15° a;=—15% w=0,25. Powyzsze parametry 53
takie same jak w przykladzie z punktu 2.7, oprécz nachylenia Sciany skrawajacej 9;.
Mozna stwierdzié, Ze dla 9, =60° nie olrzymamy rozwigzania z ciaglym polem
naprezef, poniewaz y, przyjmuje warto$¢ ujemna. Stad celowe jest zastosowanie
dla tego przypadkn rozwigzania zmodyfikowanego. Latwo stwierdzié, iz obrane
parametry spelniaja nieréwnoéci (3.7) i (3.8), co umozliwia otrzymanie interesu-
jacego nas rozwiazania. o

Kat fdla 2=0,25 otrzymujemy ze wzoréw (2.13), f=30° Jak wynika ze wzoru (3.4)
b, —z. Pozostale wymiary wynosza kolejno: CD, =z, d; =0,732 %, ¢, ==0,896 2, g, ==.

Naptezenia, sily i momenty wyznaczono ze wzordw (3.12), (2.23) - (2.28).
S,=V2 k £=1,4142 kz, §,=0, W=S5,, Ox=0,8712 z, Oy=0,0947 z, M,=0,1339
kz?, M,=0. - : : . C

Rys. 10 przedstawia deformacje. poczatkowo prostokatne; regulaine) siatki.
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eocf 0

b

o

Rys. 10

4, UwWAGI OGOLNE

Uzyskano kinematycznie dopuszczalne rozwiazanie procesu weiskania stempla
w ksztalcie klina w pdlprzestrzen z materiatu idealnie plastycznego z warunkiem
plastycznodci Treski. Proces ma charakter samopodobny. Wedlug Hmra [11}
w tym rozwigzaniu procesy moe dysypacii energii jest dodatnia. OkreSlono klase
mezliwych ruchdéw stempla speliajacych (warunki procesu) zalozenia zadania.
Wydaje sig, Ze przeprowadzenie przediuzenia stanu naprezenia w. obszar sztywiy
nie powinno napotykaé na trudnoéei, co prowadzitoby do rozwigzania kompletnego
dla tego procesu. ' ' R '

Udowodniono istnienie plaszczyzny jednostkowej dla rozpatrywanego procesu,
co pozwolito stosunkowo prosto okresli¢ deformacje materialo. )

Zardwno wzory w formie zamknigtej na sity i momenty, jak i okreélanie
deformacji materialu — stanowia punkt wyjscia do werylikacji dofwiadczalnej
Tozwigzah, ' ' c '
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Peziome

MROCKUN TIPOLECC TIACTAHMECKOI'O TEYEHWA MATEPHAJIA HAPE3SAHHOI'O
KHECTKVM TITAMIIOM B ®OPME KIIMHA

B paGoTe NPENCTABNEHO KEHEMATHYSCKH JONYCITMOE DOLHEHRE NPOLECCa BIABIHDAHUA
mTAMIE, B GOPME KIMHA, B IIACTHYCK0e HODYIPOCTPaHCTEO. PaccMarpuBacMas Jajada TPUHAR-
NexaT ¥ HECTAUMOHAPHLIM TpPOLECCAM COXPAHAIOIMEM IeoMeTpiyecKoe mofofue cerkd JIHEHE
CKOJILIKEE, Pelilenne HanpsmkeREoro ¥ HedopMAllHORROFC COCTOSHEN HDOBEICHO UL Pa3HEIM
oBpasoM (OPMYIMpOBAEHEX YCTOBHYE TPeHEA HA KONTAKTS MATePUAT-WHCTPYMCHT,

SUMMARY

A PLANE PROCESS OF PLASTIC FLOW OF THE MATERIAL CUT BY A RIGID PUNCH
HAVING FORM OF WEDGE

The kinematically admissible solution of the process of pression of the wedge-like punch into
plastic halfspace is presented, The problem considered belongs to the nonstationary processes con-
serving geometrical similarity of the slip line net. The solution of the state of siress and strain is
obtained for different condifions of friction on the confact of the material with a tool.

 Praca zostala zlozona w Redakeji dnias 17 listopada 1975 1.





