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‘OPTYMALNE KSZTALTOWANIE BELKI WSPORNIKOWEJ Z MATERIALU
NIELINIOWEGO FIZYCZNIE OBCIAZONEJ CIEZAREM WEASNYM

ANTONI GAJEWSKI (KRAKOW)

Przedmiotem pracy jest optymalne ksztaltowanie belki wspornikowe, Znajdujgee] sig w niejedno-
rodnym polu sif grawitacyinych (lub sit bezwladnosci), Rozwazono belki o dwoch osiach symetrii
przekroju poprzecznego, wykonane z niejednorednego materiaty, opisanego nielinfowym prawem
fizycznym, kidre pozwala opisaé materialy nielinjowo-sprezyste, sprezysto-plastyczne lub pozosta«
jace w stante ustalonego pelzania.

Znaleziono optymalne ksztatty (wysokos¢ Jub szeroko$d) belki obcigionej cigzarem wiasnym,
przy warunku wyrownania odksztalceni (naprezen), warunku ustalonej wartosci pracy sit objetoscio-
wych, ustalonej wartosci dopelniajacej energii odksztalcenia oraz ugiccia swobodnego konea belki.
Jako funkcie celo (koszt) przyieto ciezar belki. :

Zbadano wplyw postaci prawa fizycznego (w szezegolnym przypadku wykladnika »# w prawie
pofegowym) na optymalny ksztalt belki.

Zagadnienic rozwigzano, korzystajac z klasycznych metod rachunku wariacyjnego.

1. UWAGI WSTEPNE

W wigkszodci opublikowanych prac, dotyczacych optymalnego ksztaltowania
liniowo spreZystych elementéw konstrukcii, sity masowe (np. cieczar wlasny, sily
odsrodkowe), ktdre zaleza od poszukiwanego ksztattu elementu, sg na ogdl pomi-
jane, Uwzglednienie tych sit znaczme komphku}e zagadnienie, lecz _]est niekiedy
niezbedne.

Optymalne ksztaltowanie liniowo-spreZystych belek Wspomlkowych obcigZo-
nych cigizarem wilasnym, przy- warunku minimalizacji ugiecia kofica belki, bylo po
raz pierwszy przedmiotem pracy R. L. BARNETTA [2]. Podanc w niej jednak bledne
rozwiazanie podstawiajac wyrazenie na moment zginajacy, pochodzacy od cigzaru
wlasnego, do otrzymanego wecze§niej w pracy [1] réwnania Eulera-Lagrange’a,
nie uwzgledniajgcego zaleznoci momentu zginajacego od poszukiwanego. pola
przekroju poprzecznego.

Réwniez w pracy L. C. Dixona [4] poszukuje sig zmiany przekroju poprzecznego
belki wspornikowe]j przy wymaganin, aby pod dziataniem cigzaru wilasnego ugigcie
kofica belki byto najmniejsze. Jako zmienng optymalizacji przyjeto wysokosé belki
(0 dwdch osiach symetrii przekroju poprzecznego), na kt6ra nalozono warunki
ograniczajace od géry i od dotu. W celu rozwiazania zagadnienia stosowano zasade
maksimum Pontriagina. Niestety, przedstawione rozwiazanie jest réwniez bledne
z powodu przyjecia blednego wyraZenia na moment zginajacy.
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Poprawne rozwiazanie zagadnienia (jednak bez warunkow ograniczajacych
wysoko$€) w zakresie liniowo-spreZystym przedstawiono w pracy J. M. CHERNA
[3]. Otrzymarno je opierajac si¢ na zasadzie minimum wzajemnej energii potencjalnej

R.T. Smisrpa i W. Pracera [9],
yh odnoszacej sie do przypadkéw
Jiniowo-sprezystych.

l de — : , W niniejszej pra_cy przedsta-

' 2 wimy rozwigzanie analogicznego

% . problemu optymalizacji ksztaltn

2 E % belki wspornikowe], znajdujacej sig
G w niejednorodnym polu sil grawi-

tacyjnyeh (jednak bez ograniczenia

-+ Yabor MFMC_{X _ wysokosci lub szerokofci).
Rys. 1 R Przyjmiemy zatem, Ze sita dzia-
SRR L . . tajaca na jednostke objgtosel belki
g (x) (rys. 1) jest z gory dang funkcja, okre§long iloczyném natgZenia pola g (x)
i gestodel p (x): - '
(1.0 R L gx)=gX) px).

Zalozenie powyisze pozwoli na réwnociesilé uwzglednienie niejednorodnosci
gestofci materialu p (), nigjednorodnodci zewnetrznego pola grawitacyjnego lub
niejednorodnodci pola sit bezwladnofel (wystgpujaeych np. w ruchu obrotowym
belki dokola osi przechodzacej preez jej koniec). :

Uwzglednimy ponadto nieliniowo$é fizyczna materialy, zakladajac nieliniowa
zalezno$é micdzy naprezeniem i odksztakeeniem (w jednoosiowym stanie naprezenia
i odkszialcenia) oraz biorac. réwniez pod uwage podiuzng niejednorodno$é ma-
teriatu. Przyjete dalej nieliniowe prawo fizyczne pozwoli nam opisaé materialy
nieliniowo-sprezyste, sprezysto-plastyczne (bez odcigzenia) lub pozostajace w stanie
ustalonego pelzania [5]. W ostatnim przypadku odksztalcenie nalezy zastapié przez
predkosé odksztakenia, energi¢ przez fhoc, & ngiecie przez predkosé ugiecia.

T ‘
7. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA
Ograniczymy si¢ do rozwazania belek wspornikowych -o. wysoko§ei 24 1 dwoch

osiach symetrii przekroju poprzecziego, wykonanych z materialu niejednorodnego,
opisanego prawem fizycznym

@D | 0t =),
w ktérym przyjeto nastepujace oznaczenia:
(2.2) . c*=0lo,, e*=¢teo, Go=00(x), go=6g(X),

a funkcja f zostala okre§lona do$wiadczalnie.
Wprowadzenie dwéch funkcji g 1 &0 (stalych materialowych w danym punkcie
ciaa) zamiast jednej, moze okazaé si¢ zbgdne (np. W przypadku prawa polggowego),
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lecz ogdinie daje ono mozliwosc niezaleZnef zmiany skali obu osi ¢ 1 z oraz mozliwodé
rozréinienia ciat wytrzymatosciowo i wydhizeniowo niejednorodnych [8].

Zatozymy, ze szeroko$¢ belki w kazdym przekroju jest ‘okreflona za pomocg
danej funkcjt f#(z/h), tzn. Ze

(23 o b (x)=bo(x) p (;) ,

gdzie bo(x) oznacza szeroko$¢ na pewnej na ogét dowolnie wybranej wysokofci z.
Przyjmujac hipoteze plaskich przekrojéw Bernoulliego (¢=xz), maksymalne od-
ksztalcenie w skrajnych widknach oznaczymy za pomoca nadkre$lenia:

2.4 E=rh,; &F=ifey,

gdzie ic oznacza krzywizng linit ugigeia belki,

Punktem wyjécia do dalszych rozwazan bedzie podstawowa zalezno$¢ momentu
zgimajacego od krzywizny belki (lub zalezno$é odwrotna), ktéra w naszym przy-
padku przyjmiemy w postaci [5] A

@3 ' M sgn M=F (5%),
gdzie wprowadzono bezwymiarowe wiellkoSei:

M) i k(K
0o oo MO E x@h

. L 2bohP oo (x)’ ) &g (X}
oraz funkcje & okreélonac wzorem
o .
@7 F (5%) = “uf 7 )/J(w)a*ds
. s

Zalernoéé odwroing, krzywizny belki od momentu, bedziemy zapisywali w po-
staci .
&9 (X)
h{x)
w ktore] #F | oznacza funkcje odwrotna do #.

Celem pracy jest znalezienie takiepo sposobu zmiany wysoko§ei belki wzdiuz
dlugodei /i (x) (przy stalej szerokosci by), szerokoSci by (x) (przy stalej wysokoéci)
lub wysokosci i szerokodei (gdy sa do siebie proporcjenalne by =« &), aby okre$lona
funkcja celu («kosztp) przyjmewala wartoéé minimalng, przy walunku ogranicza-
jacym, ustalajgcym calkowity «cigZar » belki:

!

2.8) Br=F_ (M*)sgnM Jub  r= F_ (M¥) sgn M,

(2.9) : 2oty f g(x)bo (XY (X)dx=W=const,
gdzie °
(2.10} oy = f B () du

o«

jest parametrem charakteryzujacym ksztalt betli w przekroju poprzecznym,
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W dalszym ciggu wyznaczymy kszlalt belek o wyrdwnanych odksztalceniach
(naprezeniach) oraz opilymalne ksziatty przy funkcjach celu w postaci pracy sit
masowych (whasciwie iloczynu sit masowych 1 koficowych przemieszezen konstrukcii),
calkowitej dopetniajacej energii odksztalcenia oraz ugigcia swobodnego kofica
belki. Metoda rozwiazania- bedzie oparta na klasycznym rachunku wariacyjnym.

3, WARUNEK WYROWNANIA GDKSZTALCEN (NAPREZEN)

Momenl zginajacy pochodzacy od obcigZenia sitami objetodciowymi g (x)
w odleglofci x od swobodnego kofica belki, przedstawionej na rys. 1, wyrazony
jest znanym wzorem

3.1) My=—2a, [ (=8 (@) bo Q) h(E)

lub, po dwukrotnym zrézniczkowanin (3.1), spelnia nastepujace réwnanie 10%
niczkowe:

(3.2) M +20,gboh=0.

Wzory (3,1), (3.2) i (2.5) beda dla nas punktem wyjscia do dalszych rozwazaf
w tej czeei pracy; poréwnujac bowiem bezwzgledng warto§é momentu zginajgcego,
okreflona wzorem (3.1) z wartoscig okreslong wzorami (2.5), (2.6} i (2.7) otrzymujemy
réwnanie catkowe

(3.3) o [ (68 q(Q)bo (O h(E) d=bo * 0 F(&),

kidre teoretycznie pozwala znalezé poszukiwane funkcje bo (x) Iub & (x) przy wa-
runku wyréwnania naprezeft (lub odksztalced). Réwnanie (3.3) po dwukrotnym
zrozmiczkowaniu przybiera postac .

(349 bkt oo FEN] oy g (X)bo h=0.

Znalezienie rozwiazania réwnania (3.4), nawet przy najprostszych typach funkcji
g (%), oo (), & (x), nie jest proste; jesli jednak przyjmiemy, ze zardwno sily obje-
tofciowe g (x)=g,=const, jak i wspdlczynniki oo 1 8o W prawic fizycznym sg stale
(warunek wyrdwnania odksztalcen jest wéwczas réwnowaZny warunkowi wyrdw-
nania naprezefl), a wigc i F (§*)=F,=const, to z (3.4) otrzymujemy proste
réwnanie r6zniczkowe drugiego rzgdu o statych wsp6lezynnikach na niewiadome
by (x) lub & (x):

%1 o

O'ch’hg

(3.5) (Boh®)'" — boh=0.

-

Przedstawimy rozwiazania w trzech przypadkach szczegSlnych.
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1. h(x)=hg=const, hy=>0 (x).
Réwnanie (3.5) staje sie w tym przypadku réwnaniem liniowym, ktdérego calka

! %149 n—' oy %7-
: by=C ]/—-—-— C; ch ]/w*
(3.6) o=Cysh (709"_ohox+ 5 ¢h oo F ol x
nie spelnia jednak pierwotnego réwnania catkowego (3.3) dla niezerowych wartofci
C, i C,. Rozwigzaniem zagadnienia jest funkcja by =0.

2. bg=const, i=h(x).
Réwnanie (3.5) ma tu postaé réwnania rézniczkowego nieliniowego drugiego
rzedu
do

. "
2Nt T —
(3.7 (% I~ h=0.
Przez kolejne podstawienia:
3.8) hE= = u’;n wdp
3. =u, u=p, _pa’u’

mozna (3.7) sprowadzi¢ do réwnania liniowego pierwszego rzedu

201 4o
3.9 2y — 120
(39) (57— 2=,
ktdrego calkg jest funkcja
day go )”2
- 3/2
(3.10) | P (3%3’_0 w2y .

Przez koleine catkowanie i uwzglgdnienie warunku (3.3) otrzymujemy w koficu

2
%y do X

(3.11.) h()?)zm.

3. by (X)=u; k(x).
W tym. przypadku otrzymujemy rdwnanie

oy goh?

3. )=
(3.12) () =g =0,

ktérego catka szczegélna,'spehiiajqca réwnieZ réwnanie catkowe (3.3), ma posta&
oy o X2

(3.13) h(x) =

Przedstawione rozwiazania (3.11) i (3.13) nie zaleizg w sposdb istotny od postack

prawa fizycznego; typ funkcji pozostaje taki sam dla dowolnego prawa fizycznego.
(2.1), a zmienia sig tylko staly czynnik &,
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4. OPTYMALNE KSZTALTOWANIE PRZY PEWNYCH GLOBALNYCH
FUNKCIACH CELU -

Zalozmy poczatkowo, ze pewna funkcja celu moze by¢ okreflona funkcjonatem:
(4.1) =[x, My, b, b, T (M¥)]dx,
Y . 0 .

w ktérym w jest przynajmniej dwukrotnic rézniczkowalng funkeja zmiennych
x, M, by, h, &% Symbol M, (x) oznacza moment-zginajaccy, pochodzacy od sif
objetosciowych (3.1), M* okredlone jest wzorem (2.6).

Celem naszym jest znalezienie ksztattu belki minimalizujacego funkq011a1 (4 D
przy izoperymetrycznym warunku ograniczajgeym (2.9) oraz warunku w postaci
réwnania rézniczkowego (3.2). Zgodnie ze znanymi regulami rachunku wariacyjnego
tworzymy funkcjonal ' ' '

1 S ) I
4.2) o= [y + [ 2 () (M} +gF)dx+ 2 [ ardx.
0 [H] . .0
Réwnanie Eﬁ!era—Lagrange’a oraz warunek poboczny (3.2) tworzg ukfad trzech

réwnaf réiniczkowych;. pozwalajacych na wyznaczenie poszukiwanych funkcji
bo (x) Tub A (x), M, (x) i A (x):

a s 9 1( ) q 2
3 ! 0 M” F 0
1(4_ ) q-}- ,‘ 7 =0, ‘ q.,}_q =},

gdzie F=2a; by h jest polem -powierzchni przekroju belki, ¢, oznaczaja zmienne
optymalizacji: ¢, =by (x), gdy h=const, p,=h(x), gdy bo=const lub ps=h{(x),
24y b (x)=u, A (x). -

Eliminujge mnozniki Lagrange a otrzymujemy

oy
(@4 A T
_ M,  dx? oF ’ ’ '
, 45

Dalszy ciag obliczen zalezy od przyjetej funkeji celu i prawa fizycznego. W celu
otrzymania efektywnych wynikéw, ograniczymy si¢ do prostego prawa fizycznego
(potgzowego). :

. e a ] T £ B
o ) o)
&g Tq 0.0‘ L)

w ktorym n oznacza calkowity, nieparzysty liczba dodatnia, a p=1/n. Gdy n=1,
otrzymujemy liniowo-sprezyste zachowanie si¢ materiahy, gdy natomiast n-»oo,
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opisany jest materiat sztywro-plastyczny. Dla prawa (4.5) i prostokatnego przekroju
POPIZECZNCEO belki zwigzek migdzy krzywxzna i momentem zginajacym okreslony
jest za pomoca funkeji

(4.6) ‘ F = 2P M

41 thmahzaqa pmcy si grawnacyﬂ?ych A

Praca wykonana przez dzmlajape sﬁy zewnetrzne na calkowitym przenneszczemu
belki (a wladciwie suma iloczyndéw sit i koficowych przemieszezen) moze by¢ pewnym
wskaznikiem jej sztywnoSci (np. [6 1 7). W przypadku. belel zginanych mozna
ja obliczyé ze wzoru [5] :

4.7) Z:j:c(x)‘M(x) dx:f Adx,

w. ktérym lm[owa ggstoéc pracy A, przy mehmowym praWIe ﬁzycznym 2. 5) ma
postad : oo .

@8 A=200 80 bo HE*F (8¥) =204 80 bo hM*F _, (M*)'

Korzystajac ze wzoréw (4.8) i (4.6) obliczamy liniqu. gestodé pracy sit grawitacyjnych
(lub bezwladnosei), ktéra bedzie teraz funkcja celu w:

(p+2)"

5]

{4.9) w=A= — 0y SOFM*"“

Podstawiajac (4.9) do (4.4) i eliminujac: z otrzymanego w ten sposcb uktadu
réwnan kolejno b, (x) B {x) 1 by=u, h dostajemy réwnania rézniczkowe na nie-
wiadomg M. :

@1 Mt =6 Myt =0, i=1,2,3,
w ktérych przyjeto oznaczenia -
e g M;H_'j_. -— T .
1= o M ‘(51— BT gdy  h=const;
: gogttt - MO _ 41
@1y = - M;'z("”) 0, = Tl gdy  bg=const;
B &g q(3n+1),f2 M;’-z—l Int1 } ‘
3= ot M;’:’;(u-i-l)lz » 53:2(]—1_'_1‘)“: gdy bo=awzh:

Ogdlue, bciste rozwigzanie réwnan (4.10) wydaje sig niemozliwe; jednak w szezegdl-
nych przypadkach belek jednorodnych i potggowo zmieniajgcym sig rozkladzie
sit objetodciowych mozna ograniczy¢ sig do catki szezegdlnej o postaci funkcii pote-
gowej x® Przyklady liczbowe oraz szczegdlowa analizg otrzymanych rozwigzafi
podamy dla innej funkcji celu w p. 4.3,
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4.2. Minimalizacia calkowitej, dopelniajqeef energii odisztalcenia

W przypadku belek zginanych catkowita dopelniajaca energi¢ odksztalcenia

obliczamy ze wzorn [5]
L M

1
(4.12) A= [ ddx= | [f Jc(M)dM]dx.
. 0 ] 0
Yest ona réwna catkowitej energii potencjalnej odksztalcenia ze znakiem przeciwnym
i bywa zazwyczaj wyrazana przez nogdlnione zmienne stanu napreZenia {(np, mo~
ment zginajacy). Moze byé przyjeta jako miara sztywnosci konstrukeji (np. [5 i 7]).
Dla potegowego prawa fizycznego (4.5) otrzymujemy

_ (w2

@19 VAT D)

O 6o FMA"TL |

Wyrazenie to prowadzi do réwnania (4.10); optymalay ksztalt jest zatem taki sam,
jak poprzednio (przy potegowym prawie fizycznym). Oczywifcie dla innych praw
fizyeznych kazda z powyzszych funkgji celu daje inny ksztalt optymalny, ktéry
zawsze zaleZy jednak od postaci tych praw.

4.3, Minimafizacja ugiecia swobodnego kovica belki

Ugigeie swobodnego korica belki wspornikowej jest okreSlone wzorem
I g 1
(4.14) : W(0)=—-_Ofx—h—3?"ﬂ M*)dxzof wdx,
w ktérym, w przypadku potegowego prawa fizycznego (4.5), nalezy przyjac
, £

Podstawiajac powyZsze wyraZenie do (4.4) i eliminujac niewiadoma b (x) lub A (x),
dostajemy réwnanie na niewiadoma M:

(4.16) - M-8 M =0, i=1,23,
w ktérym
£, = ejrj %“;—1— 5,=1 dla h=const;
@17 f= eog:g"“ Micfﬁ:” , 52=2nn+1 dla  by=const;
f3=eoq(:;1)/z M;f:f‘tlm-, 3=31;-:1 Qla e

Réwnania rézniczkowe (4.10) i (4.16), ktore stanowig warunki konieczne sta-
cjonarno$ci funkcjonaléw (4.7) i (4.14), wyprowadzono formalnie, stosujac metodg
mnoznikéw Lagrange’a; wydaje si¢ jednak, Ze wigcej informacji o rozwigzanin
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B

mozna uzyskaé badajac pierwsza wariacje funkcjonaldw (4.7) i (4.14), w ktorych
bezposrednio podstawiono wyrazenie (3.1). Ograniczymy si¢ tu do obliczenia pierw-
szej wariacji funkcjonatu (4.14) dla potegowego prawa fizyeznego (4.5), uwzgled-
piajac oczywiscie izoperymetryczny warunek stalego cigzaru (2.9), Utworzymy w tym
celu pomocniczy funkcjonat

(4.18) S

{(n+2) Pogg x| MY 4
. f J“ob" e ax-+ A, (20.1 fqbolxdme),
0 Dp :
. 3

w ktérym moment zginajacy M (x} okredlony jest wzorem (3.1). W przypadku
zmiennej szerokosci (f==const) mamy

@.19) 6J*=C Of %{bo Of (x—é)qabodf__[ Of (x—é)qbgd{] ch[,}dx+

+24, ok f gobodx |
1]

Iub po przecatkowaniu preez czesei '

any ol [ 2 ) (o]

‘(f soémﬁm )(féqébodf)] CHU 01{‘,1‘: e~ x)dvf]_

o

onM|M[" t
e e p +2j.2 ulh}qabodx,

bn+1

gdzie C=2n (42 oy f2" h*", x5, Ay, A2 52 pewnymi' statymi.
Warunek konieczny istnienia ekstremum przyjmuje tu (po podstawieniu by =
= —M'"}20 gh) formg réwnania catkowego

x{;‘ H M”;l £ gt .an
f"q gE-nyde+ o

{421) OJ(; M”" o_g M'”_n+ i

Xo

oraz dwéch dodatkowych warunkéw ograniczajacych dopuszczalne wariacie b (x):

!
“22) - [ gdbodx=0,
. 0

i
4.23) | xgobodx=0.
4]

Pierwszy z nich wynika z warunku stalego cigzaru (2.9), drugi zaweZa jednak klase
funkcji poréwnawczych do takich, dla ktérych wariacje sily poprzecznej i momentu
zginajgcego w-punkcie utwierdzenia znikaja: 40 (H=0M (H=0.
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Eatwo moina sprawdzi¢, ze catkowe réwnanie (4.21) 1 analogiczne réwnania,. -
.otrzymane w pozostalych przypadkach bo=const i by=a, & przechodzg po zrdZni-
czkowanin w réwnania rézniczkowe (4.16). Ograniczymy si¢ w dalszym ciagu do-
rozwiazania réwnan (4.16), zdajac sobie jednak sprawg z tego, e otrzymane wyniki
prowadza do minimalizacji funkeji celu tylko w klasie funkcji poréwnawczych,
speiniajacych warunki (4.22) i (4.23).

Najprostszy przypadek otrzymujemy, gdy zmienna jest tylko szeroko$¢ belki
by (x); wowczas 8, =1 i réwnanie (4.16) moZna zapisa w postaci

(4.24) _‘ (M i, — M, i) =0
lub po jednokrotnym scatkowaniu )
@25 . Myi M, f1=C,

gdzie C, jest staly calkowania.

Uwzgledniajac réwnanie (3.1) widzimy, ze funkcja A, (x) spelnia nastgpujace
warunki brzegowe:
(4.26) " M (0)=M,(0)=0,

ktére wyznaczaja stata C,; jak wynika z rownania '(4 25), musi ona byé réwna
zeru: C;=0. Kolejne calkowanle réwnania: (4,25) daje

(4 27) Mfd Ctl 3
lub o e .
BN " : _leoq"x 1f(m+1) :
(4.28) | M, =. C( Oag ) .‘ Mg"— Dita+1y

gdzie cic sg statymi: ca}kowama,

Korzystajac ponadto z réwnan (3.1) i (3.2) otrzymujemy nicliniowe réwnanie catkowe
na niewiadoma szerckoéé belki optymalnej.

A . n—1

Eo X rEL”

)"+1 [f (x— 6)9(@50(5)‘715] . C=const,

(4.29) bo_c(

Zaktadajac w dalszym ciggu, Ze material belki jest jednorodny, tzn. cro:bonsi,
go=const oraz Ze rozklad 511 obj@toscmwych oplsany jest funkch pot@gowa(

(4.30) 7=, %, _

gdzie ¢, 1  sa pewnymi stalymi, rozwigZemy réwnanie (4.29) metoda kolejnych
przyblizedi. W pierwszym kroku, po prawej stronie réwnania przyjmiemy by =>bgo=
=const i obhczymy w ten sposob by,

@3y bm—Clx .

gdzie (=8 +@—1)(6+2)
) C =const.
n+l

oy =
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Podstawiajac  (4.31) do prawej strony (4.29) otrzymujemy znowu
(4.32) boy=Cyx%,

n—1
6'12:011 1+ n+1 .

W kolejnym m-tym kroku mamy
(4'33) C bOm:meam ;

gdzie
[1+ n—1 _I_(n—l)z n—l)"'“l]
Ay n+1- P + ...+(“n+1 _...

W nawiasic kwadratowym otrzymujemy szereg potegowy, ktéregé suIna przy m—roo
jest rowna (n+41)/2. Zatem poszukiwane rozwiazanie ma postaé

(4.34) Cbe()=C X
gdzie

gdzie

@n—1)+(—2)6
Uy = - .
| _ 2
Stata C,, musi byé wyznaczona z warunku stalego «cigzaru» (2.9):
O+1+e )W 1

(4.35) _ = g T Fe

Otrzymujemy wiec .

4.36) S WS AL 18 W'("?’)%

2oy gy hPOTY

i) &

o . ” ‘ B g5 10 X7;'—

Rys. 2

Na rys. 2 przedstawiono szereg optymalnych ksztaltéw belki o tym samym
cigzarze, diugosci, wysokosci oraz stalym g (x) (§=0), lecz wykonanej z rdznych
, materialéw opisywanych potggowym prawem fizycznym o réinych wartofciach
wykladnika n. Wplyw wykladnika n na optymalny ksztalt jest tu bardzo istoiny.
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Nalezy zwrécié uwage na fakt, 7e w przypadku liniowo-spreZystego materialu
belki (n=1) optymalny ksztalt jest okre§lony wzorem

4.37 C(g"x)”2

uwzgledniajacym dowolny typ niejednorodnosei materiatu. Przykladem zastoso-

wania tego wzoru moze byé problem ksztaltowania spreZystej lopatki wirnika

) poruszajgcego si¢ z pewnym chwilowym

a0 .i przyspieszeniem katowym . Je$li fopatka

T 7 o dhugodei [ jest umieszezona na wirniku

J o promieniu R (rys. 3), wowczas przy-

l spieszenie liniowe w podanym ukladzie
wspdlrzednych wyraZone jest wzorem

f)=ge(Rel-x)

—~

. (4.38) a=d(R+1-x),
! z ktdrego wynika
2 439)  q(x)=pa=pid(R+I—x).
w=const Przy stalej gestoSci materiatu p, stalych

wartoéciach o, 1 &, dlugofci I, wyso-

|U koéci Ak, cigzarze W — optymalny ksztalt
i lopatki obliczymy ze wzoru (4.37):
- x 1/2
Rys. 3 (4.40) bo(x) C( Rl x) )

w ktorym stala C nalezy _wyznaézyé z warunku (2.9).

4.4, Rozwiqzanie ogdlne

Na podstawie przedstawionego rozwiazania (dla d; =1) mozna sadzi¢, ze réwniez
dla innych wartodci §, réwnanie (4.16) bedzie mialo catkg szezegélng o postaci
prostej funkeji potegowej typu x%, gdy tylko funkcje o, & i ¢ beda podobne; postaci.
Zaléimy, e o,=const, e;=const, g (X)=g¢; ¥° 1 przyjmijmy rozwigzanie (4.16)
w postaci :

{4.41) ‘ LM (X)=Cx",
w ktérej wykladnik o nalezy wyznaczyc.

Podstawiajac (4.41) do jednorodnego réwnania {(4.16} i przyrownujac do zera
wspoiczynmk przy tej samej potgdze x, otrzymujemy réwnania kwadratowe na o
{4.42) @ [(2n+1) (1422 —n]— e {2n+ D (n+2) B2+ 1)+ 14220+ 1) ] —n}+

+ @+ [A@E+D+2n+ 1):5] B+ D)+ 14+(2n4+1)8]=0,
gdy by =const oraz
443) o [(3n+1) (n+3)? ~8n]— 20 {(3n+ 1) (243) [(3n+1) 6+ (6n-+ 8) — 1] —dn}+
+@3n+1) [Ga+1)d+(6n+8)] [(3n+1)6-+6(n+1)]=0,
gdy bo ()=uo, h{x). R
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Tylko jeden z dwéch pierwiastkéw powyzszych réwnan kwadratowych okreéla
ksztalt optymalny (minimalizujacy ugiecie korca belki); w kazdym przypadku
szezegoinym nalezy dodatkowo zbadad, ktdry z nich daje poszukiwane rozwiazanie.
Mozna latwo wykazaé, #e dla 920 i dowolnych wartodci » pierwiastki réwnan
(4.42) i (4.43) spelma]q wymagany ze wzgiedu na (4.26) warunek «>'1. Tak wiee
ksztalt belki jest wyznaczony przez réwnania (3.2):

(a—-1)W x\ee-2 T
{4.44) h(x)=W T o, gdy by =const;
(D’ I)W x a—4—27F1f2
{4.45) hi{x)= 5 JW T s gdy b0=°'-2 h.

Réwnania te spelniaja oczywasme rowmez odpowwdmc réwnania calkowe typu
{4.21). i B e !

Rys 4

_ Wykresy fUI‘lkCJl (4 42) i (4 43) przedstaw10n0 na 1ysunkach 415 dla kilku wartofci
n prey zaloZenin , ze 6=0. Rozwigzaniem zadania dia be]k: sztywno plastyczne_]
{gdy n—o0.i d=0) w obu przypadkach jest funkcja k (x)= Cx2,

‘ Nalezy sig réwniez spodziewa, Ze analogiczne rozwigzania otrzymamy W przy-
padkach przedstawionych w punktach 4.1 i 4.2, bowrem 1OWnama (4 10) mogq byé
rozwigzane w podobny sposob

" Aby przekonaé sig, czy otrzymane ksztalty belek rzeczy\wsme mmlmahzum
badane funkcjonaly dla dopuszezalnych tu funkgji po:ownawczych, wystarczy prze-
prowadzié tzw.. optymalizacie parametryczna np. w klasie funkeji x* - opisujgeych

. Rozprawy Inzynierskie -~ 3
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ksztalt [nie spelniajacych jednak warunkow (4.22) i (4.23)]. Wybrany funkcjonak
staje si¢ w ten sposob funkcja jednej zmiennej o, ktéra, jak fatwo sig przekonac,
posiada minimum. Na przyklad dla belki o stalej szerokosci by =const parametrycz-
na minimalizacja ugiecia belki prowadzi do- wyniku o= 1,36 dla n==11i =0, podczas
gdy optymalizacja wariacyjna — do bardzo zblizonej warto$ei o=1,42.

/2 a-2
| 21024l iR
] "™ v

!
|
|
!
!
!
|
|
!
!
|
I

|
!
|
!
|
I
L
o

g a5 10 X/t

Rys. 5

Wszystkie przedstawione w czgdel czwartej optymalne ksztalty zaleia w sposob
istotny od postaci prawa fizycznego (w przeciwienstwie do rozwigzah otrzymanych
w pracy [5], w ktérych pominigto sity objctodciowe) dla funkgji celu, przedstawio-
nych w punktach 3, 4.1 i 4.2. ‘ j

Pokrewne zagadnienia optymalizacji ksztaltu betek, obcijZonych sitami zewngtrz-
nymi i cigzarem wilasnym, omdwiono w pracy I51.
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Pe3zome

/ e 3
ONTHUMAJIBHOE $OPMHAPOBAHWE KOHCOJBHOW BAJIKH, HATPYXEHHOM
COBCTBEHHBIM BECOM, TIPIT SWIMYECKOWM HENMHENHOCTH MATEPHUATA

TIpeamerom paGors! ABMASTCHE OOTHMANLHOS (OPMHMPOBAHHE KOHCONLHOM Gamiy, HAXOAA-
eick 8 HEOOHOPOMHOM TIONE TPABATAUHOHHHIX CHJT (WIH CHI WHepuwu). PaccMOTpeHHl Dammxm
¢ ABYMA OCHMH CHMMETPHH OONCDEMHOIO COMEHHSA, H3TOTOBIEHHBIE H3 HEONHODOIHOIC MAaTepRa-
i OTHCAHHOTO HENHHEHNBIM (H3HYECKHM 3aKOHOM, KOTOPHIH HO3BOJAET ONNCHIBATEL He/mMHeHHO-
YOPYTHE, YOPYTQ-IIACTHYCCKHE MATEPHa bl W MATEPHARET HAXOOAINHECA B COCTOMHHH YCTRHO-
BHBHICHCH TIOI3YIECTH.

Haiinensl onTHMAJbABE GOPME (BLICOTA WM 1OHPHHA) OaNKH, HATPYXEHHOR COOCTBEHHBIM
BECOM, NPH YCIOBHH BHLIDABHHBAHHA ActhopMauHi (HanpaxeHMH), YCNOBHE 3aJaHHOTYC IHAYCHHE
paboTst 00BEMHBIX CHIT, 33JAHHOTD 3HAYCHAS AOTOMHATEABHOR YHEPTHH deopManuy u nporuba
cnobojHeroe XoHNE Gamxn. Kak dyuxima uenum (CTORMOCTE) NPHHAT bec GasKy.

Heenrenopano BiaHsHHe BHAZ GU3HYECKOFRO 3aKOHa (B YaCTHOM CNy4ae — MOKA3ATeNa # B CTe-
ACHHOM 3aK0HE) Ha ONTHMERbHYw dopmy Dankm. -

3apnaua pelieHa, HCNONB3YA KAACCHYECKHE METOAL! BaDHALMOHHOTO HCYHCTCHHAR.

SUMMARY

OPTIMUM DESIGN:OF PHYSICALLY NON-LINEAR CANTILEVER BEAM UNDER
: OWN WEIGHT

The paper deals with the optimal design of a cantilever beam being in a nonhomogeneous.
field of gravity forces {or inertia forces). The beams are considered which have two axes of symmetry
of the cross section and are made of a nonhomogeneous material described by a general nonlinear
physical law permitting for description of nonlinear elastic material, elastic-plastic material and
steady state of creep. ‘

The optima! shapes (height or width) of a beam loaded by own weight under conditions of
uniforming strains (or stresses) and fixed valve of the work of volume forces, fixed value of the
complementary energy of the strain and deflection of the free end of beam are presented.
The weight of a beam was choosen as the cost function.

The effect of the physical law (in particular of the exponent in a power law) on the optimal
shape of a beam is examined. The problem was solved by the classical methods of variational cal-
culus.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT FIZYKI

Praca zostala zlezona w Redakcii dnia 12 czerwea 1975 r.






