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O PEWNYCH ZAGADNIENIACH SZCZELINY W PRZESTRZENI
MIKROPOLARNEJ

STANISEAW MATY STAK (WARSZAWA)

W ramach liniowej teorii niesymetrycznej sprezystosci [1] rozpatrzono przestrzefl sprezysis
wstabiona szczeling. ZaloZono, Ze ciato znajduje si¢ w plaskim stanie odksztalcenia opisywanym
przez wektory: przemieszezenia w (xy, x2)={u;, 12, 0) i obrotu @ (x4, x2)==(0, 0, p3). W pierwszym
z rozwaianych w pracy zagadnien przyjmujac, Ze Znany jest ksztalt, do jakiego zostala rozszerzona
szezelina i rozklad obrotéw na niej (warunki brzegowe (2.2)), wyznaczono rozklad przemieszezen,
obrotéw i naprezen w calej przestrzeni. Przedyskutowano dwa przypadki szczegélne, w ktdrych

2

x
zalozono, ze @3 (0, x;)=0dla x, € R oraz w plerwszym przypadlou iy (0, x2)=¢; 1- ﬁ;» Ha—\xa2})
a
x '
{eliptyczny ksztali szczeliny), a w drugim przypadku (0, x,)=g (} -—_:) H{g—]x20), (szczelina
a

o ksztalcie dwoOch symetrycznych wzgledem osi Ox; parabel). W drugim z rozpatrzonych za-
gadnien przyjeto, 7e znany jest ksztalt szczeliny (przemieszezenie u, (0, x2)=w(x.) H (a—|x2)),
naprezenie momentowe gys (@, x.)=0 dla x; € (—a. a), obrot @3 (0, x)=0dla |x:}>a i napre-
Zenie o, (0, x2)=0). Zagadnienie to sprowadzoneo do dualnych réwnan catkowych (5.5), a nasigpnie
do réwnania catkowego typu Fredbolma drugiego rodzaju (5.13). Wyniki vzyskane w pracy po-.
rownano z wynikami dla odpowiednich zagadnieri rozpatrywanych w ramach klasyernej teorii
spr@zystoscl

1. WPROWADZENIE

W ramach liniowej teorii niesymetrycznej sprezystosei [1 1 2] rozpatrzmy spre-
#ysta, mikropolarng, jednorodng, izotropowa i centrosymetryczng przestrzen
oslabiona szczelinag, Przyjmiemy, e cialo znajduje sig w plaskim stanie odksztal-
cenia, opisywanym przez wektory przemieszczenia u i obrotu ¢, kiére w prosto-
katnym ukladzie wspéhzednych x,, x5, X3 majg postac

(L1 u(xy, %)=, 1, 0),  @{x1, x2)=(0,0, ¢5).

Zalozymy, #e szczelina zajmujaca obszar De={(x;, X3, X3); X, =0, —a<Xx, <4,
%3 & R} jest rozwierana cifpieniem, przylozonym symetrycznie do dolnej i gbrnej
jej powierzehni, niezaleznym od x,. Ze wzgledu na symetrig wzgledem osi Ox, i nie-
zaleznoéé od x, zagadnienie sprowadzi sie do zagadnienia brzegowegb dla polk-
plaszezymy £2={(x; x;), x, 20, x, € R},

W p. 2 pracy bedziemy zakiadad, Ze na brzegu polplaszezyzny £ znane sa nastg-
pujace funkcje:

uy (0, x3)=w (xz) Ha—|x0), 030, %)=y (x;) H{a— 1x21),
g12 (0, x,)=0 dla x, e R,
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(gdzie H (x) oznacza funkcje Heaviside’a); ozndcza to, Ze znany jest ksztalt szcze-
liny oraz rozklad obrotéw na niej. Szukaé bedziemy przemieszczen, cbrotéw i napre-
zefi w calej pélplaszczyinie 2, co sprowadzi si¢ do rozwigzania ukladu réwnan
téwnowagi (2.1) z warunkami brzegowymi (2.2) 1 warunkami regularnosei w nieskofi~
czonodei (2.3} (rozwigzanie podamy w p. 3. W p. 4 rozpatrzymy dwa przypadki
szezegblne przyjmujac w obydwu, ze @3 (0; x,)=0 dla x;.€ R; w pierwszym przy-
padku brzeg szczeliny ma ksztalt ehpsy (Wzory . 1) i(4.2)),aw drugnn brzeg szcze-
liny skiada si¢ z dwoch symetrycznych paraboli (wzory (4.13) i (4.14)). Dla przy-
padkdéw tych zbadamy osobliwoéé maprezen (w punktach x,= —a, a) oraz porow-
namy uzyskane wyniki %z wynikami dla analogicznego . zagadnienia w oérodku
Hooke’a. W p. 5 rozpatrzymy warunki brzegowe okreslone wzorami (5.1). Zagad-
nienie to rozni sie od rozpatrywinego w.p. 2 tym, Ze nieznany jest tu w.szczelinie
tozklad obrotéw, a napreZenia momentowe s (0, %,) sg réwne zeru. Warunki
brzegowe (5.1) proWadzq do dualnych réwnan catkowych (5.5), ktére sprowadzimy
do réwnania Fredholma drugiego rodzaju. W p. 6 omoW1my uzyskane w pracy
wyniki i woioski,

Rozwazane w pracy zagadnienia 'sa uogdlnieniem tzw. prostego zagad-
nienia szezeliny rozpatrywanego w ramach klasycznej teorii sprezystosci w [3],
str. 426 i [6], str. 53. W pracy [7] rozwazono zagadnienie plaskiej szczeliny kotowe;
w przesirzeni sprezystei. (osiowonsymetryczny stan- odksztalcenia) rozwieranej pod
wplywem nieznanego ci$nienia do danego ksztaltu. Przedyskutowano przypadki,
gdy slkiadowa wekfora przemieszczenia jest réwna 4, (p, 0)=e(l - 2/rz) (gdz1e'
p, 0,z oznaczaja wsptrzedne biegunowe, ¢, w stale, r promien szezeliny); w przy-~
padku gdy «>1/2 okazalo sig, Ze wspdlczynnik intensywno$ci naprezei. K=0,
naprezenia za§ dzialajace na szczehn@ sg §ciskajgce, a w poblizu jej brzegu roz-
ciggajace. ‘

W dalszej czgfel pracy stosowal bedziemy nastgpujgce oznaczenia: H (x)
funkc;a Heaviside’a, a;; skladowe fensora naprezen sitowych, sk}adowe tensora.
naprezefi momentowych, A, u, &, 7, ¢ stale materiatowe. '

- Transformacje catkowe Fouriera oznac_za(_: b@d;lemy w nast@'pﬁjqcy"sposébf

. . [ ?oo ' - B

I Gris O=F {f (x4, x3); xz—»if}:]/; ff(x_l, x2) sin (£x,) dx; ,
Je (0, =F Sy, x2); xﬁé}:]/*; f S (%e, x2) €08 (632) dxy )
(12) | S ’ i .

N S
F i 0o, O ééxz};}/? [ 7w 0 5in (800
o S

! - _ZM o R
Fofen 8 'f"’xz}:g/; [ 7o @ cos e de.
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- 2! MATEMATYCZNE. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA |

Réwnania réwnowagi dla plaskiego . stamg. odksztalcenia (I.i) maja postad
Tl i 2] (pomijamy sily masowe i ’mo'menty ‘masowe)
. (u+a) V2u1+(iH—,u - 1) 31 e+2e gy=0,
@D T () V2t (b ) 8y e 2ap, =0,
R {(?"f"‘-')v'z““%'-]4934“20‘(31”1“321‘2):07
;gdzie o '
2
dx, ’

a2'—' axz VZ a_?._i_a 3531 u1+32 uz.

0 =7 —

Ze wzgledu na przyjete w p 1 pracy zaloZenia o symetrii zagadnienia wzgledem
plaszozyzny x,=0 problem moZemy sprowadzi¢ do okreflenia w péiplaszczyZnie
£ funkeji u,, uz, @3, spetniajacych uklad réwnan czastkowych (2.1) wraz z naste-
pujaccymj_ warunkami brzggowymj:

‘ iil(o x2)=W(x2)H(CI—|x2D, 9-12(.09)52):0:
Q’s (0 xz) W(xz)H(“ ExzD

dla X3 E@ i wamnkaml regularnosm w meskonczonoscl

e

CE e

2.3 : ul,uz, 3, a”, ,uL,H»0 Jezeh SES l/x1+x2~>oo ij=1,2,3.
Zaktadamy, : 6w (%2) [wzdr(2.2)] jest dana funqu cw‘gla( dla x, e (=, dy (okredla

ona ksztalt szczeliny) oraz. S

@4 w xz) w(xz), wta5¥wt%a)¥o

(ksztalt szozeliny jest symetryczny Wzgl@dem osl Oxl) a funkcja w (x,) jest dang
funkejg ciagla dla x,e{—a,a> i spehia warunek

ey T wm=lum), v (~d=p @=0.

Zadamy, "a.by< rozwigzanie. uy, u;, ps bylo. rézmiczkowalne W pélplaszezyznie 0.
Aby rozwigzad uklad réwna (2.1) wrazz warunkami (2.2) i (2.3), wykorzystamy

Zagadnien'ie_* pomocnicze z mastepujacymi warunkami brzegowymi:

711.(0, X,}=—p(x2), a1, (0, x3)=0,

2.6) : - ’ C

#13 (0, x2)=-m (x,) dla x;e

i warunkami regularnoéci (2.3). O funkcjach P (x2)1im(x,) zakladamy, Ze sg prze-
dzialami ciagle i bezwzglednie calkowalne w przedziale (—oo, o0) oraz Ze

Qen p (—%)=p (%)) m(—x)=—-m(x) dla x,e.
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Rozwigzanie ukladu réwnait (2.1) = warunkami bizegowymi (2.6) przy zalozenin
b spe}n:one 59 a1 (2. 3) ma postaé [4}:

» 1 A TR
oo o BRI
;,,xl' ;x Lo (€ e f2u4n 1 )
(e ‘?-1}] 2y EAy [(L“ Ao)f("Jr—ﬂ*erl e~

oL g &2

aocf (e—pxl__e—.fx;):l;f__)xz},.
1 o 1 L
b )=y 7y {pd(f) [(_ Aiu?”l)‘"%x‘*--

- 2&’052(“ o _)] RRAGH
28 - , o+ ée —e ) Go T "

2a, &3 o
e ceffin)

1 B (&) 2p+a ( ¢ )
0,) =—F 1 SRR BT TR
Pl 3 =7, 7 {Ao 22+ \° €
L m (&) Zut+l { Y - ] : }

SRVl . AR 1y [V S LAY -
2(10 fdo 2(11‘}',!{) 1 Ao)e P e’ 6“"Xz -

Skiadowe tensoréw naprezed sifowych i momentowych moZemy zapisa¢ nast¢pujaco:

Oy (xl, xz)__ _3;-_ {Pc;f)

+2ao &

+

[(1 +Ex;) e+ 2a, 2%

(_ ¢ )] 1, (§)
xlgm#*1—— g x| — ——
| r

2o (fdo [(1 =do) (14+&x,) e™%1 4

+2a,¢* (8“""1 - % e"”‘l) s £ xz} >

e (61s ) = — T Pe (8) [

N y Xy 69“5:‘1‘}‘2610 éz(e“pxl__g”fxl)-—;i —
(2.9) Lo ® ’ e
P, § _ “gXy 2 —-—pxy __ p—Exy 4 . s
20y Cdg [(1 40) x; ge +2ay & (e7” e ) F3 :‘f"”xz}
Nc ‘1: 2
Oq1 (X1, Xg)= —~F 1 {p ) xy fem 4 2a, E2— ('EE' emPxL_ e"le)]—
4o p AL

¢
— - g%y 2 e
2a, ¢4y [(I Ao) Cxy £7 514205 ¢ r

2
fgencelfon)
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R L TR S o &

1 m, . AR
—— w_@w[(l — A~ F+Ex)) et 420, E2x

2a, {4, 7
T x.(e“'f”:ﬁ—wf; e—fxi)]; f—)xz},
{épc ©

g iR g PRy
e —
A }

Has (xz, xz) == —26!0

iy (f)

24

o £. (0 ¢
Haa (x]_'; xz):2ao F(:_ t { pA_ (e"fxx—-...;.. e-—-pxl)__,

1 (é‘)

2@0

[(1— dg) =6 — o), é—w}r

¢
[(1— do)emr—— TN E oy xog e
p
Pozostale skladowe napreZenia -o3a, sy, faz WYZDaczamy ze WZOrow

y—e

A .
(2.10) T33 =m2(l+ﬂ) (@11+022), p= - s, i=1,2.
We wzorach (2.8) i (2.9) wiyliSmy nastepujacych oznaczef:
21D p=p (8= ]/52 e [2 ’

. i f

(12) Ao_du(f) 142a, & p ,

 Ote) (e (42
@.13) plOtICtA ao=_(2_,_>_£__ﬂ>,

dapt 44 O+ 1)

3. ROZWIAZANIE ROWNAN ROWNOWAGE (2.1) z WARUNKAMI (2.2) i (2.3)

Wykorzystamy rozwiazanie zagadnienia pomocniczego sformutowanego wzo-
rami (2.8) i (2.9). Rozwigzanie to spelnia warunki regularnosci w nieskoficznodci
(2.3), a na brzegu x; =0 mamy o4, (0, x;)=0 dla x, € #. Aby spehi¢ postawione
zagadnienie szczeliny, nalézy tak dobraé funk0je Pe (&) 1 1, (), aby spelnione byly
pozostale warunki (2.2).

Z warunku (2.2),, wykorzystujac (2. 8)1 oraz wzdr na odwracanie transformacji
kosinusowej (1.2),, mamy

3.1 Fe=t4a W (O + ; (? (1~ 4o),

gdzie
3
G.2) W)= ]/ LGS f W (5) s (Ex5) dxs -

A+2u
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Nast@pme uwzglqdmajac (2 2); 1 Wykorzystujqc . 8)3 otrzymujemy

PO &\ 1 ms(ﬁ)( ' ;_fi)
@9 4o (1_?)--"”55 o \ T re.
gdzie
: - 2 Au(l
(3.4) ¥ ()= ]/— ii: ) f v (x;) sin (éxz) dxs .

Rownania (3.1) i (3.3) tWOrzq uklad ro‘wnan algebrarcznych, ktorego fozwiqzaniem
33 funkcje

3.5) (é)—'—zaoa:(p O W ©+20 0¥ O,
3.6) o (& =[Edo—(p— a(lw 0)1 W(§)+—(1 1) P,

'Podétawfajqc (3.5) 1(3.6) do (2.8) i (2.9) otrzymamy poszukiwane skladowe wektoréw
‘przemieszczenia i obrotu oraz tensoréw napreZed sifowych i momentowych w. pol-
plaszezyinic Q wyrdZone w postaci calek Fouriera nast@pujqcymi WZOrami:

o 1 . p
111(x1,x2) 2# 571{(7_}—_—4-{)51) —tn W(§)+

20, E(e™ ety WO ¥ O :axz},

1 |t M ‘
uy (x4, -xz):ﬁd";l{(___‘”"';'éxx) e W(@"‘

24 A+
(3.7 . :
: +2“0 ¢ (—é— emom — ef"‘)ﬁ [EW (&~ ¥ () 'f”"‘xz}’
L 2;,e+A ' '
693( 1,x2) 4# ﬂ,-}-ﬂ {fg—bh W(é)w
B T Ll e - F Ol &axz}
ity =—g it e W@ ey
X(e‘_"’“ _ée‘c’“) [pW.(E)*i Y’(é‘)]; & xz},
63 Trg (X1, Xo)=—F 1 {x; cfz I W(E) +2ap EP (e —e )

x[EW (- ¥ (D {-oxa},

031 (%1, xz)* —Fo 1{35 grem® W(§)+2a0 (p? o751 —E2 em M )x
<[EW (&) =¥ (O)]; $—+x2},
G2z (%1, X)) =F 72 {(—1+&xy) Le™ "™ WO+
+2ag & (pe=?™ — &) [EW ()~ ¥ (O); {1}



O PEWNYCH ZAGADNIENIACH SZCZELINY W PRZESTRZENI MIKROPOLARNET 369

{3.8) s (X, X2)=—2a, F {62 T W(E) — Lo [PW(@_

fed.] ’
= Y’(cf)] f—»xz},
Haa (X1, X2)=2a0 F 1 {52 e W(f) C_:e oL MW(@ ¥(OL f—}xz}

Skladowe wektoréw przemieszczenia i obrotu (37) oraz tensoréw naprezen (3. 8)
s9 rozwigzaniem prostego zagadnienia szczeliny, postawionego w p. 2 i charakte-
ryzujacego sie warnokami brzegowymi (2.2).

4, PRZYPADKI SZCZEGOLNE

Lrrypadek 1

Rozpatrzymy teraz szczeling zajmujaca obszar D, ktéra pod wplywem pewnego
cisnienia zostala rozszerzona do ksztaliu elipsy. Przyjmujemy, ze

2

: ,
4.1 w(x,) =g, l—‘—&zi dla x;e{—~a,a),

gdzie €1 ornacza dany wspoOicrynnik oraz e

{4.2) w(x,)=0 dla Xx, e{—a,dp,

10 jest zakladamy, Ze na powierzchni ézczelin’y nie wystepuja obrbty.
Wykorzystwjac (4.2} i (3.4) mamy

43) | V(=0 dia 20,

Poniewaz wiadomo, Ze calka [5]

2

< i o/ %
(@.4) f Ti@d)cos@x)z = 1=—FH@-n)  di xe 2,

przeto - ofrzymujemy
. : __)—C? ) 1
(4.5) [V 1-Scosem e =51y (),
0
gdzie J; (+) jest funkcja Bessela. .
Dalej na podstaW1e WZOoTOw (3 2}, (4 Di@. 5) funckic W (¢) mozemy zapisaé
W postaca

| . i+ 1
(4.6) O we- ]/— ( : :2:61 J, (a).

Rozprawy InZzynierskie — a1
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Podstawiajac funkcje ¥ (&) i W (&), dane wzorami (4 3) (4.6), do (3.7) 1 (3.8) oraz
wykorzystujac (1.2); i (1.2), znajdziemy

2 (e “l{2u4A
U (x1,x2) = ;1—]—2],51 fl:(—"_'l'fxl e~ %14

11
+2a0 &% (677 — e_f’“)]— J1 (@d) cos (Exz) dE,

2 A+ ) ¢

I
+2a, & (“‘g— e” M~ 6"?‘”‘)]? J1(ad) sin (§x2) 46,

@3 (xy, x2)=—;1; &1 f [e~¥1—e=?*] J, (ad) sin (Exz) d

0

oraz
4 (A4 o) pe ~
Oyg (%1, X2)= T (—A—_"L_l)z—ﬂ‘i f [(1 +Ex1) e 20 Lpx
0
o &
x\e pxi"””;‘? ) Ly (af) cos (Ex,) dE,
4 (tppe
O12 (K1, Xp)=—— ————— | [®1 &%+
i A42p (_f
+ 2ao £2 (e~ — e~ J, (af) sin (Ex,) d&s
4 (’1“'#)#81 .

+2do (p? emP™ =& e )], (ad) sin (fxz) az,

4 (A+p) pes

orsr )= B [t e
(]

+2a, E(pe= o™ — =) T, (af) cos (Ex,) dE,

8 (A+wueia o

HBia (X1, X5} = —--; prTy f(fg—fxx —pe~ 22y (af) sin (Ex,) dE,
o B

8 A+ Lo ¢
(—-—ﬁi‘i f E(emt—e?™) Jy (ag) cos (Gxo) e

Hz3 (X1, Xp)=

Wzory (4.7) 1 (4.8) opisuia stan przemieszezenia, obrotu i naprefenia w péiplasz-
czyZnie £2, na brzegu ktorej przyjeto warunki (2.2) zakladajac przy tym, Ze funkcja
w (x,) dana jest wzorem (4.1), 2 v (x,) wzorem (4.2). Calki wystgpujace we wzorach.
(4.7) 1 (4.8) sq zbiezne w polplaszezyinie {(x,, x,); x, >0, x, e #}. Ich osobliwodci
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zalezg od zachowania si¢ funkcji podecatkowych dla x; =0 i £— o0, mianowicie od
tych czgsci funkcji podeatkowych, ktdre przy x, =0 i £—o0 53 12¢du O (¢~1/2) lub
wigkszego, gdyz funkcja Bessela J; (x) ma nastepujace rozwiniecie asymptotyczne:

ror==Y spemfer ] ofg)
1 (xX)= o s lx + Pray x—oo,
W celu wyznaczenia charaktern oscbliwoéci catek opisujgcych stan przemiesz-

czenia, obrotu i napreZenia w poiplaszezyznie 2, a wiec calek wysigpujacych we
wzorach (4.7) 1 (4.8), wykorzystamy nastepujgce rozwinigcie asymptotyczne:

1.
(4.9) i/éz =< T 2 TOE %), gdy &—co,

oraz catki [5]

1
[ 7@ cos (@) de=— H(a— )+
D (s
+— —]—/ﬁ—l)b{ﬂxﬂ—a) dla x,e &,

4.10) f T, (@) sin () de = —e H(a—|5o)  dla %, € %,
K aVa? %

<1
f 7y (0 sim (Ex3) d =2 I ~ P,

x:zl‘—“a) dla xZE.@.
!x2|+l/

Skladowe naprezeft sifowych i momentowych dla x; =0 mozemy zapisaé w postaci

4 (A+p) pes 1 l P ta,
011 (0, x) = = at2i @ p Ha—|x)+
1] Pta,
oY) Hnl—a[+on)  daxea,
2
012 (0, x,)=0 dla x,e4,
' 8 (A+pper ap X2
(4.11) 721 (0, %)= T it [ e 2 H{a—x,]) dla x, %,
022 (0, %2)=01, 0, %)+ 0 (1) dla x,e %,
A+ per a { X,
t15 (0, %5) =— “itiz P la Hia—|x,))+

WH({le—a)] +0() dla x e
2 2 .

Has (0, %)=0 dla x, e 4.
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Symbolem O (1) oznaczyli§my- czgsé regularna rozwiazania, Calki wystgpujace
we wzorach opisyjgeych skladowe wekiorow przemleszczema i obrotu (wzory
{4.7)) sa zbiezne w calej polplaszczyznie £2.

Przytoczymy z kolei wyniki dla analogicznego zagadnienia w ramach klasycz-
nej teorii sprezystofci, mianowicie wypiszemy -skladowe tensora napr¢Zenia (na
prostej x;=0) w oérodku Hookea zawierajacym szczeling zajmujgca obszar
D={(x, X3, X3); x1=0;, —a<x,<a, xs6 A} i rozszerzona do ksztaltu elipsy
{wzor (4.1 [3 1 6]: T

4 A+ e |
G11 (0, x2) = —m%bﬂm—mm
@412 1 (l/-——.‘l) H(ile—a)] dla x,e %,

G12 (0, X2)=02, (0, x,)=0 dla x, €&,

622 (0, X)=gy, (0, x,) dla x,€ 2.
We wzorach tych 1, i oznaczaja stale Lamégo, oy; tensor naprezenia w oérodku
Hooke’a.

Poréwnujac wyniki uzyskane dla ofrodka Cosseratéw {wzory (4.11)] z wynikami
dla o$rodka Hooke’a [wzory (4.12)} moina zauwazy¢, ze w punktach x,=-—da
i x,=a rzad osobliwoéci skladowych oy, (0, x3), ¢a2 (0, x_z) jest taki sam jak skla-
dowych gy (0, X5) i a3 (0, x,). Istotna roéznica thwi tu we wspofczynniku inten-
sywnosci nieskoficzonej koncentracji naprezent. Skladowa tensora mnapr¢zenia
a1 (0, x,) W mikropolarnym ofrodku (w odréznieniu od o, (0, x,) =0 dla
v, € # w osrodku Hooke’a) staje si¢ nieograniczona, gdy x,——a* lub x,—a7,
a skiadowa tensora naprezenn momentowych 4,5 (0, X3} jest ograniczona dla x, e &.
Przypadek 2

Przyjmiemy, Ze A
14.13) ' w (x)=0 dla x,el{—a a,

a funkcja w (x;) ma postaé

X3\ -
414 w(xy)=e, (l — a—;) dla x,e{—a, ay. !
Wykorzystujac (4.13} i (3.4) mamy
@.15) - P (E=0 dla £20;
podstawiajac do (3.2) wzdr (3.14) znajdziemy

2 4+ 1 [sin (aé ‘
wo v/ THm Lm0 ]
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Podstawiajac ¥ (£) dane z (4.15) oraz W (&) z 4.16) do 3.7} i (3.8) otrzymany
przemieszezenie, obrét i napresenie w polplaszezyinie £ w. postaci: catkowej.
Calki te sa zbieime dla ¥ >01 x,e4.

Podstawiajgc (4.15) i (4.16) do (3.8) 1 prayjmujac \:1-0 znajdzmmy skladowe
tensordéw naprezen silowych | momentowych -

8 (At pey {filsiﬁ(a«f)
£

g11 (0, x)=— 7 (A+2,u_)a- 2t

—cos{af)]cos (Ex,) dE+
+2a, f (p—&) [ sin E;é) —cos (a«s')] c0s (x,) dvf}z
012 0, x,)=0 dla x,e®, '

: 16 (A4 ) e sin (o |
(4.17) 0210, x;)= - m)"ﬂ)—; f [ @ — cos (adf)] sin (£x,) o,

3 (0, X2)=0,; (0, x,) dla x, ¢ %
16 (Adp) peyaq 1

Hia (0, %)) =— ————r S (p—x
T (A+2u)a . {f &

« [EP;_;@_ —cos (aé)] sin (&x,) dE

Haz (0, x2)=0 dla x,e2.

Wykorzystujac nastgpujace wzory na calki [5]:

of % [s&n_éng)_ — o3 (af)] cosr(éxz) dé=

(4.18) _I—Elog(a+; )d]a x|l<a,
~ sm (acf) B ) _m X ,
f LT s @dsinn) de= T2 Hla— 1))

oraz rozwinigcie asymptotyczne (4.9) mogemy zaplsac skladowe tensorow naprgzen
[okreflone przzz 417 w posta01

8 Gt L x farx\] et
au(ﬁ,xz)=-(—@El—ll—ilog(—wi)]a" +0 (1)

T (A+2pa 2a a—X, s
dla |x,|<a,
012(0 x)=0 dla x,e®,
(4.19 8UA+ppey, ay x,
(4.19) 0"21(0,352):_“_"—__&_2H(a—lxzi):

O35 (0, x2)=ﬂ'11 (0, x:z) dla Xy € @,
13 0, x,)=0(1) dla x,e%,
o3 (0, x2)=0 dla x,e 2.
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Analogiczne zagadnienie do rozwaianego tutaj przyktadu w ramach klasycznej
teorii sprezystofci moina znalezé np. w [3 i 6]. Przytoczymy wyniki:

8 (A+p) pigs [1 x5 (a+x2
e [ ] — 210
n(l+2u) @ & a—x,

011 (0, X2)=

Y )] dlalx,|<a, |

513 (0, X2) =05y (0,x)=0 dla x, €4,
G2z (0, x2)=641 (0, ;) dla %€ Z.

(4.20)

Poréwnujac (4.19) z (4.20) moina zauwazyé, ze w ofrodku Cosseratéw na
prostej x3=0 pojawiaja si¢ naprezenia g (0, x,) i w tym przypadku (w odroz-
nienin od przykladu 1) sq one ograniczone. Skiadowa a4 (0, x,) ma w punktach
X, =a i x,= —@qo0sobliwos¢ tego samego rzedu co ¢ (05 xp) (réimica thwi we wspot-
czynniku intensywnosci napreZenia). Ze wrzoréw (4.19) widaé, Ze jezeli szezelina
zajmujgca obszar [ ma rozszerzyé sig do ksztaltu opisanego przez (4.16), to napre-
Zenie ¢4 {0, x,) musi by¢ rozciagajace i bardzo duze w pobdlizu brzegdw x,=a
i xp=—a.

5. INNE ZAGADNIENIA

Rozwazymy teraz zagé_dnien_ie analogiczne do rozpatrywanego W p. 2 przyj-
mujac jednak, Ze na powierzchni szczeliny nie ma naprezen momentowych fs.
Warunki brzegowe sa nastgpujace: ‘ ’ :
1y (0, x2)=w (x2) Hfd—|x2l), 012 (0, x,)=0 dlax,e®,
.1 s (0, x)=0 dla [x2|‘<a: _ '

@5 (0, x;)=0 dla %21 >a,

gdzie w (x,) jest funkcja znang spehiajaca warunki (2.4). Aby rozwiazaé uklad
réwnan réwnowagi (2.1) wraz z warunkami brzegowymi (5.1) i warunkami regu-
larnodci w nieskoficzonofci. (2.3), postuzymy sie rozwigzaniem zagadnienla po-
mocniczego okredlonego wzorami (2.8) i (2.9).
- Przyjmujge za niewiadome funkcje f. (&) i 7 (£), naleky tak je dobraé, by
spelnione byly warunki (5.1).

Ze wrzorn {2.8); mamy

. R N P 1) ' ]
62w Om === Uf N [pc(f) o g (1= do)|cos(xs) de.

Stad na podstawie (5.1); i wzoru na odwrotng transformacje kosinusowa {(1.2),
znajdujemy

; i (€)
(5.3) B (&)=C4, W(i)**m(lfdo),

gdzie W (&) jest okreslone wzorem (3.2), do QWZorem (2.13) i 4o — (2.12).
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Z warunkGw brzegowych (5.1); 4 oraz z (2.8) i (2.9) otrzymujemy

fn“qs (@)ysin {&x,) dE=9  dla 0<x,<a,
0

o NV 1 ',._,
(5.4) f 7. ) (1—3) sin (£x,) ddj“r ),

i ffdo
&y
X(I—AOH7)51n(§x2)dc§:O dla x,>a.

Podstawiajac (5.3) do (5.4) uzyskujemy uktad dualnych réwnai callcowych stuzacych
do wyznaczenia niewiadomej funkcji #1, (¢) w nastepujacej postaci:

i, (€) sin (Ex,) dE=0  dla 0<x,<a,
(5.5)

]
F Q)
[~

sin (Ex,) df = —2a, f EW (&) (l - -ﬁ—) sin(Ex,)dé dla x,>a.

Dualne réwnania catkowe (5. 5) nalezq do znanego typu réwnan rozpatrywanego
np. w [81 9.

Sprowadzimy (5.5) do Jjednego réwnania calkowego Fredholma drugiego rodzaju.
W tym celu zrézniczkujemy stronarm roWname (5. 5)2 wzgledem x,, co daje naste-
pujacy zwigzek: :

5.6 £, {‘E‘Pﬁstff); iﬁxz}-z 2y F, iffz (1 - ‘E) W (&); 5—*}62} dla x,>a.
Wprowadzimy 2 koleil oznaczenia

& -
G.7 A (r:)=-;ﬁas (O +2a, &2 (1 - %) W (&);

ukiad dualnych réwnan catkowych (5.5) mozemy przedstawié w formie nastgpujacej

F (A [1+k (O G2} =2a0 F, 1€ (&) W (D) oo}
{(5.8) . ' _  dla 0<x,<a,
' Fo{A (©); E>x;3=0  dla x,>a,
gdzie

¢ : 1
59 k@©=2 o —
el e+

Wyprowadrzajac zmienne bezwymiarowe

(5.10) ag =1, x, =ay,
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wklad réwnan (5.8) doprowadzimy do postaci:

F, {A (nfa) [+ (nfad; >y =200 &, {nfa (p— e

6.1 ‘ W (gla); n—=y} -dla Osy<l,
Fe A @la);n—-p}=0 dia y>1.

Przedstawiajac funkeje A (/a) w postac

¢G12) Alay= [ g () 7o () dt

i podstawigjac do réwnad (5.11), otrzymamy po przeksztalceniach nastgpujace
réwnania catkowe ({101, str. 51): '

] _
(5.13) g(¢)+f g () M (6, W) du=F (1), 0<t<l,
0

gdzie

(.14) . Mt w)=— fé’k(f}.fe W) T(t8) dt =

f To (u?) Jo (18) 2,
e

L d o w0
(5.15) F(t)—]/_; dt-of e
Funkeja f(x) wyra%a si¢ wzorem
G16)  fI=2a,F, {nlalp (rla)—nlal W (la); 1> x}.

Wykorzystujac (5.7) i (5.12) mozemy zapisaé

.17 iy =v§— [ 070 any di=20 £ (0-0 WO,

a dalej na podstawie (5.3) i (5.7) mamy:
(5.18) Be@O=(E—p+pd) WO —(p—8) [ & () o (ar) dr.

Podstawiajac funkcje 7, (6) okreSlong wzorem (5.17) i B, () wrzorem (5.18) do
(2.8) i (2.9) otrzymamy skladowe wektordw przemieszezenia i obrotu oraz skla~
dowe tensoréw napreZefl silowych i momentowych w poiptaszezyZinie £2 w nastg~
pujacej postaci: o

=-1_ g1 gﬁi:%_[_ g W‘ ]
ty (X1, X3) 2 F PR fxx O+

¥y g— [2 22 W(@+‘L(w2a §2+2¢10§3_1)X
(5.19) +(e= PPt —e™ ) | 2a, 7 4, \ 720 5

1 Y
xfg(t) Jo (Eat) dt] ; éaxz}ﬁ,
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(5.19)

[ed.]

oraz

(5.20)

iy (xl,Xz)m“?_;" 9;1{(“%+§x1) —EpE +
) 1 3
+(§e“l— )[25 W(«s)+m( 2ay 24208 1)
| | Xf g () Jo (Car) dt].; ;f;)xz},,
1 A+2u ‘ ’ Nl
93 (xy, %)= Tﬂ‘ mﬁ Ce= ™ W(E)—e™? ¥ & W(E+
. 1 - 1
"Z‘A:( &+ 7——)fg(t)Jo (cfat)er éﬁleh

o1y (%1, X2)=—F {(1 +f“71) Eem " W(f)’l‘( —”“—ée“fxl)x
1 ' : .
X[Zao fsz(f)Jr'A—o(—Zao & p+2a, & —p) fg (1) Jo (Eat) dt]; gﬁxz}h
o

a1z (X1, Xp)= —gs_l {x1 &2 e"‘f"‘l W({f)+(e“""l—e‘fx1)x

2d,
x {26!0_ & W(@"" ( 2a, £+ ‘ ""f f g(t) Jo (fal) dt] 5""*2}"’

2 R
O3z1 (x;, x2)= ““,/’ {x C‘Z —En W(é)-]—(pe—p\l_ e'éxl)x
o~f‘L

1

x[zao £ W) +( 28+ é;‘) [ £ @15 ccan dz]; & xz}»
T (X1, Xp)=F 1 {(— L4 Exy) e W(f)+(e“""1 ——i— e"f"l)x
' 1
X[an' &2 p W((f)'l‘]: (—2a & p+2a, & —p)x

x f g (O (Car) dt]; f—)xz} .

faa (X1, X0)=—2a, F 1 iéz.e‘f’“W(f)—e‘”“ lpéW(é)Jr

1 1
+7 ( Ep+E*— g) f g (1) Jo (Ear) dr]; f-—>x2}

Hos (X1, %2)=2d0 F {‘fz e MW (L) e px‘[‘sz W(‘f)JF

1 3 1
Ao ( &+ G—H—)fg(r).fo(fat) dz] é—»xz}
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Aby wyznaczaé stan odksztalcenia i napreZenia w pélplaszezyinie 2, valezy (obie-
tajac funkcje w (x,) okreSlajgca ksztalt rozwarcia szezeliny) wyznaczyé ze wroru
(3.2} funkcie W (&), nastepnie rozwiazaé rownania catkowe (5.13), a potem podsta-
Wit do wzordw (5.19) i (5.20) funkcje W (&) i g (1) i wyznaczyé odpowiednie calki.

Roéwnanie catkowe (5.13) jest réwnaniem Fredholma drugiege rodzaju z ciaglym
Jadrems M (¢, u) okreslonym za pomoca wzoru (5.14) 1 mozna je rozwigzywal
numeryczaie,

Nie rozwigzujac réwnania (5.13), a tylke wykorzystujac postaé dualaych réwnan
-catkowych (5.5) moina otrzymaé skladowe o653 (0, 25) 1 p35 (0, x3) dla x,>a.
W tym celu podstawiajac j, (&) okreslone przez wzor (5.3) do (2.9);,6 i przyjmu-
Jjas x1 =0, otraymujemy

2 1] . (f Ns f) .
021 (0, x5)= __f?‘ _%—5—1{? [éw(é)_%%"(_g]a f*xz}’

5) é s (9

G.21)
Haa (0 xz) 2a0 o——l {62 (1 - ag p » 6_}')52}‘

Z (521 1 (5 5), Wynika 7e

2a,

12

(522 0"21(0,.362}:"' FHEW (&), cf%xz}- |

Jezeli zrézﬁiczkujemy réwnanie (5.5)2 wzgledem x,, a nastgpnie wykorzystamy je
do (5.21),, to otrzymamy .
{5.23) : Has (0, x;)=0 dia x;>a.

6. WNIOSKI KONCOWE

Rozpatrzone w pracy zagadnienia sq odwrotne do dwoch zagadnien statycznych
szczelin, w kitdrych znajac ci$nienie rozwierajace szczeling szuka sie jej ksztatu.
Rozpalrzone zagadnienie w.p. 2 i 3 jest ‘odwrotne do zagadnienia mieszanego
dla potplaszezyzny Q o nastepujacych warunkach brzegowych:

011 (0, X5)=—p (x3) dla 0<ix,| <a;

Ia (0, x3)=—m (x3) dla 0<|x,;| <a;
£6.1) g1a (0, x5)=0 - dla x, e &,
' 5 (0, x,)=0 dla |xpi>a,
@3 (0, x,)=0 dla |x./>a.

Natomiast zagadnienie rozpatrzone w p. 5 jest odwrotne do zagadnienia szczeliny
TiCTOZSZEIZANe] za pomocy naprezenia i, (w warunku (6.1), nalezy prayjaé m (x,)=
=0). Waranki brzegowe (6.1) prowadzg do ukladu dualnych réwnan callcovvych
Zdwiema niewiadomymi funkejami,
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Mozna zauwazyé, Zze podstawiajac funkcje

. .
{6.2) o= —-Z;— (.—5 -|-———2aé) f g (O (Cat) et

do wzordw (3.7) 1 (3.8) [a wige do rozwigzania zagadnienia charakteryzujacego sig
warunkami brzegowymi (2.2)], otrzymamy rozwiazanie zagadnienia rozpatrywanego
w p. 5 [wzory (5.19) 1 (5.20)].

W p. 3 pracy przejmujac ksztatt szczeliny w postaci

x\°
w(xZ)_gl 1_-? )

pdzie h=1/2 lub b=1 i e obrét na szczelinie znika, stwierdzono, Ze skladowe tensora
naprezenia oy, (0, x3) 1 022 (0, x;) maja w punktach x,=a i x,=—a osobliwos¢
tego samego rzedu, co skladowe a1 (0, x3) 1 22 (0, x.) W analogicznych zagad-
nieniach rozpatrywanych w ramach klasycznej teorii sprezystosci. Rdznica tkwi
we wspblczynniku intensywnoéci mnapreZenia, ktdry dia ciafa mikropolarnego
zalezy od stalych ap i I% “ '

Dla ofrodka Cosseratéw (w odrdznieniu od oérodka Hooke’ a) w rozwazZanych
w p. 3 przykiadach na szczelinie nie zeruje sig sktadowa o, (0, x.); W pierwszym
7 preyktadédw (b=1/2) jest ona przy x,—a— lub x,—~ —a+ nieograniczona (wzor
4.11)3), a w dlugxm (b=1) ma przy xz—m lub x,— —a® skoﬁczonq granicg
{wzor (4.19),). .

Z otrzymanych w pracy wynikéw fwzory (3.7) i (3.8) lub (S 19) i (5 20)} mo#na
uzyskaé przez przejscie graniczne a,—0 i >0 wyniki odpowiadajace analogicznym
zagadnieniom rozpatrywanym w ramach klasycznej teorii sprezystodcl.
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Peswme.
O HEKOTOPBEIX 3AJTAYAX TPEOIMHEI B MI/IKPOHOH}IP{-IOM HPOCTPAHCTBE

B pamxax nuseliHON Teopmu stecmmamerpmunoil yupyroctr [1] paccmorpeno ynpyroe mpocr-
PAHCTRO, ocmabiennoe TpeummHoH, [IpesromaracTed, YTO TEIO HAXOMOHTCH B IUIOCKOM Aedopma--
LMOHHOM COCTOSHMM, ONMCHIBACMOM BCKTOPAMM: TepeMELenus U {xy, x;)={u, #2, 0) T Bpa-
meHEst <@ (%, X2)==(0, 0, p3). B neppo#t 3 paccMaTphBaeMbix B paboTe 3a7a¥, OPHHAMAS, YT
W3BeCTHE (hOpMA /10 KOTOPOH pacimipeHa TPEMMHA i pacipelieNelie BpaleRnil Ba Heil (rpamm—
HBle YCnoBus {2.2)), onpeaeiaenn! pacupeeIeHHe ASPEMELIEn i, BPATNEHNE K HATIDMKEHHH B HEeaoM
npocTpancTee. OOCYXHEEHBl Ba YACTHLIX CIYYAA, B KOTOPHIX HAPEMNONOKER0, 9To @3 (0, x2)=0

o x;€R u B nepsom cnysae wy (0, x1)=al]/1—x§/aH(a—|x2[) (amnEmnTHveckast Gopma
. 2

X
TPeIMHEL), a4 BO BTopom cmysae #, (0, x;):s,(lw—2 H{g—ix;]) (tpeumina o dopMe xsyx
. a3 ¢

CHMMETPEYHIX [0 OTHHUWERMIo X ock 0x, hapabon). Bo Bropoil H3 paccMATPHBACMBIX 3a1ad
TPHHATO, YTC K3BECTHA dropMa Tpelyruer (epementenue 1y (0, x2)=w (x;) H {(a —|x,]}, MoMenTHOS:
HaapsreHue g3 (0, x3) =0 mnx x, € {—a, @y, paiyerne @3 (0, x2)=0 mat lx;| >a 7 Ranprxenue
712 (0, x:)=0): Dva 3apaua cBemeHa ¥ NAPHBIM HHTECPanbHEIM ypasHeHEAM (5.5), a 3aTem
K MHTETDALHOMY YDABHEHWIO THITA (IJpem'o.r:LM:a. BTOPOTO pofia (5.13). PesyneTaThl, DOIYYCHHAEIC:
B paBoTe, CPDABHEHE! G PE3yIRTATAME UL COOTBETCIBYIOIAX 3aIa% paCCManHBaeMbIX B paMKax
KJIACCHYECKOH TEOPHEH YOPYFOGTH,

S U MMARY
ON CERTAIN CRACK PROBLEMS IN A MICROPOLAR SPACE

In a frame of linear asymmetric theory of eiast!mty the elastic space weakened by ¢ crack
is considered, ¥t is assumed that a body is in a plane strain of state described by the dlsplacement
vector u(xy, x2)=01y, 42, 0) and rtotation ¢ (x1, x2)==(0, 0, qua).

Two boundary-value problems are considered. Assuming in the first problem that both, the
shape of the crack in a deformed state, and the distribution of the rotations along the crack boundary
are known [the boundary conditions (2.2)], the distribution of the displacements, rotations and
stresses in a whole space are determined. Two particular cases, in which g5 (0, x,)=0 for x; e R

is assumed, are disscussed in detail; the first case with u, (0, x;)=s, ]/ 1—xifa® H (a—|xal)
w4 .

X
(eliptic shape of a crack) and the second case with uy (0, x;)=g; (_1 w——z) H{a—|x21), (a crack
27

having a shape of two parabolas symmetric with respect to Ox; axis). In a second problem the shape:
of crack (displacement #, (0, xy)==w {x,) H{z—|x:), the couple stress m;s (0, x2)=0 for x,
e {—a, a7, the rotation ¢, (0, x,)=0 for |x;|>a and the stress oy, (0, x2})=0 are assumed io be
known. This problem was reduced, first to the dual intégral equations (5.5), and then to the Fredholm.
integral equations of the second kind (5.13). The results obtained are compared with the solutions
of the corresponding problem considered in a frame of the classical theory of elasticity.
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