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SPROWADZENIE: UKEADU CIAGLEGO DO UKEADOW
DYSKRETNYCH W -PRZYPADKU UDERZENIA MASY
W--PRET O ZMIENNYM PRZEKROJU

WEADYSEAW NADOLSKI I AMALIA PIELORZ (WARSZAWA)

W pracy przeplowadzono prob@ sprowadzema uk%adu quglego Jakun Jest prqt o skon—
<zonej diugodei 1 zmiennyni' przekrofn uderzany wzdluznic masa, do widady modeli ‘dyskretnych
-0 jednym i dwéch stopniach swobody, Wyznaczono wartodel zastepczych. czestofel  drgan,
sztywnosel i mas ukdadéw dyskretnych wykorzystujac wzory analityczne przemieszezen
i predkodci preta. Ponadto, przy wyznaczaniu zastepezych wartodcl parametréw, wymagano,
aby uklady dyskretne z pewnym przyblizeniem opisywaly przemieszerenia rozpatrywanych
iprzekrojéw preta. .
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W czasie pracy wigkszodei maszyn i urzadzen technicznych wystepuja uderzenia.
‘W, wielu. przypadkach moga byé one nastgpstwem istnienia luzéw w miejscach
tgczenia elementéw, np. w maszynach .produkeyjnych. obrabiajacych. przedmioty
o nieciaglych ksziattach. Mogg one hyé-réwniez nieuchronnie polaczone z normalna
praca maszyn, np. hutniczych i kuzniczych. -

Badania dynamiczne -elementéw tak pracujacych mégzyn- obejmuja problemy
falowe i badania za pomocy ukladéw dyskretnych, np. oscylacyjnodci ruchu, statecz-
nosci ruchu, wyznaczania reakeji itp. Podstaivowym zagadnieniem, nadal bardzo
malo zbcxdanym jest wyznaczanie parameiréw charakieryzujaccych uklady dyskretne,
ktére z pewnym przyblizeniem opisywalyby np. przemieszczenia ukiadéw o para-
metrach rozloZonych w sposob ciagly. ‘W literaturze technicznej istnieja prace,
w ktorych uklad ciagly jest sp1owadzany do ukfadu dyskretnego o jednym stopniu
swobody (na przykladzie preta o stalym przekroju) w ten sposéb, ze masa preta
Jest. sprowadzana do.punkiu, tj. do kofica preta uderzanego wzdluznie masa 11
Brak natomiast prac dotyczacych ssprowadzania uktadu ciaglego do uktadu dyskret—
mnego dla dowolnego przekroju preta. f

W tej pracy podejmujemy prébe, na plzyklad:ae sprezystego preta, sprowadzania
ukfadu ciaglego, o skonczonej dlugosei i zmiennym przekroju, uderzanego wzdhui-
nie masg, do ukladu modeli dyskreinych o jednym i dwdéch stopniach swobody
w ten sposob, aby modele dyskretne x pewnym p1zyblizeniem opisywaly pfzc—
mieszezenia dowolnego przekroju. preta. Funkcje przemieszeze p}:zekrcgu preta
wyprowadzamy w nastgpnym punkcie pracy,

i
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2. ROZPRZESTRZENIANIE SIE FAL SPREZYSTYCH W PRECIE O ZMIENNYM PRZEKROIU

Rozpatrzmy rozprzestrienianie sie fal sprezystych w jednorodnym precic
o dhugosci / i monotonicznie rosnacym przekroju S (x), uderzanym wzdluznie
masa m z predkoscia v,. Pret jest zamocowany sztywno jednym koficem, jak to
pokazano na rys, L

—
&
=
-
>

" Rys. 1
Niech 0§ symeitrii preta bedzie osia x o poczatku odleglym o xg od swobodnego

konca preta. Przyjmujemy, %e monotonicznie wolnozmienny przekrdj preta opi-
sany jest funkcjg

x 2
@.1) 5 (x) =5, (x—o) ,

gdzie So=5 (x,) jest przekrojem kofica swobodnego.

Réwnanie ruchu rozwazanego preta ma postaé [2]

Pu(x,t SPul{x,t) 2 duixt
o, )_az[ (50, 2 oul )]=0,

or* x> x ax
gdzie u (x, ) jest osiowym przemieszczeniem poprzecznego przekroju preta, @ jest
predkoécia propagacji sprezystej fali podiuzne.

Warunki poczatkowe i brzegowe sg nastgpujace:
duix, t)
at

duflx, t) _

at

u(x, )=0 dla x=x,-/,
u(x, 1) a® dux, 1)

EYe) K.‘T T 0 dla X=Xp,

gdzie k=pS, I/m, p jest gestodcia materiatu preta,

Rozwigzania réwnania (2.2) przy warunkach (2.3) szukamy za pomocg irans-
formacji Laplace’a wzgledem czasu, Dla transformaty @ (x; s} otrzymujemy naste-
pujace rownania:

(2.2)

u(x, )= 0 dla =0, xg<x<x-+/,

ulx, H=0, 9o dla =0, x=2x;

2.3)

aca,'zﬁz(x;s)+ 2 di(x;8) (s )2_ o dl /
T2 PR R x;8)= a  xg<x<xo+lI,
(2.4) d(e;)=0 dla x=xo-+/,

(3)2_ K dii{x;s) g 0 da’
e #(x; 5) ] Ir praa’ a  X=Xp.
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Rozwigzanie réwnania (2.4),:
1 —Ex L
2.5) ﬁ(x;s)—f-):{C(s)e ® 4+ D(s)e" 1,
po wyznaczeniu C(s) i D (s) z (2.4), 3 ma postaé i
[(3)2 i s 4 K ]“
_ . 1 Woxo ° ! & g l & T); %%xngr
o st 5§ Seoe B
n=0 k=0 —f +— —4—
a P a Ix,
gdzie X =(—1) (x—x0)+2/ (n-+k). W przypadku gdy
_ e 1 &2 & 0
@7 BN
tj. dla pretéw o wolnozmiennym przekroju, funkcja (2.6) jest nastepujaca:
s " 5 u
P 1 (——A+B) (—‘*A—B)
1 wgxq a a L

(2.8) ﬂ(X;S)=; P 2 (—1) s TR Pl
n=0 k=0 ';'l"A_B ;'%'A'G'B .

gdzie
1 &
2 1
Na rys. 2 przykladowo przedstawiono krzywe S (x)/S, jako funkcje x/! dla
Xo/l=1, 3, 10, 20. Przekroje preta zmieniaja sie tym wolniej, im wieksza jest war-
to$¢ xo, A zatem mozna dobraé takie x,, aby spelmiony byt warunek {2.7).
stifo | |

0t

L

20
Rys. 2

Po dokonaniu na funkeji (2.8) odwrotnej transformacji Laplace’a ofrzymujemy

N 1 t *
: 1
(2_9) i (x, l‘)= ";C_WO Xq 2 (_ l)kH(czth,,k) f e—(A +B)at +{A—B)xnk+ 2aBﬂK

n=90 k=0 xpila

%L, (2 (A—B) (@0 — x,)) L, (2 (A+B) (at — at)) 46,

gdzie L, (x) jest wiclomianem Laguerre’a.
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Wzor (2.9) mozna przedstawi¢ w postaci
R L
{2.10) u{x,f) =—‘[f(at-x+x-0)‘—f(at+x—xo——2!)].

Funkcja f{z) w kolejnych przedzmlach zmxennosc: argumentu z jest nast@pujqca:
a) 0<z<21.r '

{2 11) -A -:7 . . E - ‘7)(}'35“0 G'AzShBZ“
: : _fl (Z)~ aB >

b) 2<z<d

{2.12)  fa(@=f1

42
er =20 ul —2—B7 =24 (z -—2l)] shB{z—20)+

cel Az [ ..
Zm(z 2])chB(z 2[)}
c) H<z<6l
2 g

@13 HO-1 et “){éAZT@—M)Z shB(z—41)—

3 AZ__BZ

—-4? (2—41)2 CllB(ZF4l)+4A T (Zw4l) ShB(Z—4l)+

4_ g

\+6A2-J—352——._——.?-—(z. 4l)chB(z- 41)‘+( s 1)5]115’(2 41)}
d) 6l<z<8l
Q214 L @=f ° e—A(zﬁﬁf){(% -g;+4‘44) (2 61}3 ch B (z—6l)
(4§:+ ! AS) (e—61Psh B (z"-—ef)gr(lz %;—1641) (2= 6l)2ch B(z—61) -

. A6 4 ( A5 - ; AA A2
_—— 2 2 — [ —_—
(8 =65 64 )(z 6/) shB(z 6I)+ 20 5 30 12 B)

A3 A3
x(z+ 61)0hB(z——6I)~(1’2 yOn -16§;+ 6A) (706l shB(z—6D)+
: A5 4t 2
5 (1 ~205‘5 + 30“51‘" 12'3'3‘) shB (2—61)}.

Wrzory (2.11)~(2.14) dla 4=B, tj. edy xg—c0, sa zgodne z odpowiednimi wzora-
mi dla preta o stalym przekroju poprzecznym podanymi w. pracy [31.:
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- Przemieszczenia, predkodci i odksztalcenia dowolnego przekroju rozwazanego
preta, po wykorzystaniu-wzoréw (2.11)-(2.14) w kolejnych przedzialach, sa postaci
nastepujace; ;. S e o L

a) ar<x—Xxg e o
(2.13) u(x, ty=v(x, H=2z(x, H=0;

b) x—xe<at<AU—x+x,

1 :
u (%, ) ="=fi{at=x-+xo),

@l . véc; t)=%}1' (at~;c+xo);
B Rl VAR DR AR DI

©) 2I_x+xo<at<21+x‘xo

D=L (@ —xtxo)=f (@t -+ x—xp=2D],

= LoLF

(2.17) v (xit) :;' [f; (ﬂt—x+x0) —f; (at+x—x0—21)],

§(x, )= _"x_g{fi {(at—x+x0)—fi (@t +x—x,~20) +

7 (@t =X+ X0)+ xf, (@t + x—x— 2D)};
d) 2 x—xg<ar<4l—x+x, ,

1 . .
ufx, t)=?[f2(at_x+xo)5‘f1 (at+x—x,—20)],
o a4 ) ) iy ,
(2.18) ’ 'a"-(x, t)=";;c"{fz(ﬂt—xjﬁ?%)rfl(at.+x—x0—21)],
| S ‘
£(x, )= =~ [falat—x+X0)—, (@thx~xo~20)+ i
_ | L , '_ ' +xf; (d:t.—,\.‘.?rxo-)‘+xf1"(at+x—xo—:21)];
€) 4l_x+x_n_<at<4l+x—xﬂ . N "
u(x, N=—Lr (at—x+4xq)—fo (at+x-x5—2D], "
. a Co
(2.19) v (x:t)=?[f2’ (at_x+x0)“;fé(di+x_xof'2l)], ‘
s(x, )= —;T[fz(at—x+x0)—f2 (@t+x—x,—-2D+

xSyt =X+ Xo) b Xf; (@t +x—xo—2D]  itd.

Rozprawy Ingzynierskie - 10
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Wykresy przemieszezen i predkoscei we wspélrzednych « bezwymiarowych dla
xo=201, 1000/ oraz x—x,=0, 0,251, 0,75/, 0,5/ i Kk=1/2 podane sg na.tys. 3 i 4.

W celu ulatwienia dalszych rozwazaf oznaczamy na Tys. 3 punkty meclagiosc;
predkodei przekrojéw pr@ta A, B, C,,D,, i=1,2,3. -

a Xy=1000( Wi X xp =751

L('la‘
15 X %=l | \\ 7
X-Xo =025 S
y-x,=08 a5r 3 N
104 B X-xg=0751 \
4,

RO IR
a5 33 o Dj 17 - . \ ' /
. @ ,rf . Va
e
C .
CLL 1 1 ’ ! < L e G' .; é 1 / ;}(\ !
0 Agfp Ag T 2 3 4 5 atft 3 4 5 /i
' 1 V \ e
ol
Rys. 3
a4 ) Xy=201 - ‘Wul

Ll

K=xp =251

N

.

‘l L e
5atft

. 1)
o
\_
[
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3. SPROWADZANIE UKLADU GIAGLEGO DO UKLADC')W— DYSKRETNYCH ..

Sprowadzema uldadu c1qg1ego pr@ta uderzanego masq do ukiadow dyslqctnych
dokonujemy za pomoca modeli dyskretnych o jednym i dwéch stopmach SWO-
body. Podstawa wyznaczania czgstodei drgan wiasnych sg przemieszezenia przekro~
jow preta, a sztywnodcl zastgpezych -— energia :odksztaicenia preta.

Wymagamy, aby modele dyskretne opisywaly przemieszczenia nieznacznie
réznigce si¢ od przemieszezen przekrojow preta, ktérych wykresy sa krzywymi
o kilku punktach niecigglosci pochodnych., Dla kazdej Xrzywej, zawartej miedzy
dwoma kolejnymi punktami- nieciaglodei pochodnych dobieramy odpowiednie
parametry modeli dyskretnych. Wobec tego dla ‘kaidej krzywej przemieszezen
przekroju preta otrzymujemy model dyskretny o jednym lub dwéch stopniach
swobody, o odcinkowo stalych sztywnosciach i masach.

Uklady dyskretne o jednym stopniu swobody przedstawione 83 na rys. 3. Za
pomocy modelu dyskretnego (rys. 5a) uw_zglqélniamy uderzenie z predkoscia v,
masy m; W sprezyne o sztywnofei k,, gdzie i-+1 jest liczba punktdw nieciggtosei
predkosei danego przekroju preta w procesie zderzenia. W modelu dyskretnym
{rys. 5b) rozpatrujemy dwa przypadki uderzenia masy m; w masg m,. Pierwszy
dotyczy uderzenia plastycznego, tj. R=0, drugi uderzenia spreZystego, R=1.

a
&7}
a b B,
m; k¢ my
& o Ay il
Rys. 5 o  Rys. 6

Rozwazmy model dyskretny przedstawiony na rys. 5a. Przemieszozenia masy
m, w ukladzie wspohrzednych &, ¢ opisuje funkoja

3B _ & ()=Cycosw, (z‘—tOi)-i-C;isin @y (t—1fo)+ Cyy.

Funkcie af; (fvo I poréwnujemy z funkcjami przemieszezen przekrojéw preta
zawartymi mi¢dzy punktami nieciaglodci predkodci przekrojéw preta (rys. 3 i 4).
Dla ulatwienia dalszych rozwazan rozpatrujemy na wstgpie krzywa przemieszezen
dla x—x,=0,25/, x,=1000/, zawartg micdzy punktami 4, B,, jak to pokazano
na rys. 6. Stale Cy, i C,; wyznaczamy z warunkéw poczatkowych, -kidrymi sa
przemieszczenia i predkosdci dane w punkcie 4,. Czgsto$é o, otrzymujemy z warunku
dodatkowego, tj. przy zalozeniu, ze punkt B, spelia réwnanie (3.1). Nalezy nad-
mieni€, Ze przy znacznych réinicach przemieszezen przekrojéw prota i przemiesz-
czefi wyznaczonych wedhig wzoru (3.1) mozna oslabi¢ warunki poczatkowe i do-
datkowe tak, aby rdznice te byly mniejsze od pewnej, danej warto§ci. W rozpatry-
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wanym przypadku of sinusoidy zostala tak obrana; ze pokrywa si¢ z'0siaz af/l (fo, =0,
C31=0). W wielu przypadkach moze by¢ ona przesunigta rowxlolegle do osi atfi
i nie przechodznc przez zaden punkt meclqgloécl pr@dkosa rozwazanego przekrOJu

'prf;ta s

e PP

Rk .‘"‘.‘ i e L 4» '_RYS_- 7 s, [ A C A

(o : ki Mz Kz

pPZEﬂ?!E'.S‘ZCZBﬁ[(Z przekrojow preta v

a . —— pfzemzeszczeme magy uktady o 7 siopriu swobody
S0 *g= 10001 —a— przemfeszczeme mdsy-my uktady o 7 stopniach
swabady

Py 5at.z :
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Podobnie postepujemy. przy wyznaczaniu statych C;, C,; 1 czestosei w, (i=2, 3, 4)
wystepujacych w (3, 1) w przypadku krzywych zawartych ml@dzy punktami B,-C,,
C,-Dy, D-E, oraz przy rozwazaniu pozostalych przekaow preta. ;

Z réwnodci energil potencjalnej pigta i ukladu: dysktetnego przedsfamonego
na rys. 5a, wyznaczamy zastepcze szfywnosci k; sprezyny wedhug wzoru |
: T ‘;Sodzp*=-.ug -

(3.2) kai=—— a

gdzie iy _}CSt maksymalnym p1zem1eszczenlem konca preta, a & .y jest maksymalnym
przemieszezenient splgzyny Na rys. 7 Z'lznaczono przykladowo wielkosci &=
=al; maxf¥o I, T==1,2, dla krzywych 4, B, 1 B, C,.

Przy sprowadzaniu ukiadu c]qglego do ukiadu dyskretnego przedshwmnego
na rys. 8, postgpujemy podobme jak w przjzpadku uk}adu o jednym stopniu
swobody.

Funkcje op:sujqce d1gama ukladu ) dwoch stopmach swobody maja postac

) Cri(f)=ay;sin {wu (f*fo:)'l"?u]‘k“z; sin [y (21— tm)“i“ﬂzx}'l‘cn 5
(3.3
&)= dllﬂnsm wu(t “los) H el dag fa; SIH{QZE(t_ZOi)+ﬂZI + .
Z funkcjami przemieszezen przekrojéw preta pordwnujemy funkc_]e £y (1), funkcje
£2:(7) 1 ich pochodne zmieniajg si¢ W sposdb ciggly poczawszy od Waﬂosc: ZETOWE].
Sztywnodci zastgpeze Xy, fo; uldadu 0 dwoch stopmach SWObody obliczamy
wg nastqpujqcego WZOT1L:

S.a?p g

(3.4 kai = max {[Z,; ()& (DP+nE2, (1)}

adzie n=rk_ s/ kzas

Na rysunkach 9-i 10 naniesiono wykwsy przemieszezen 0p1sanych wzoTami (3.1»
i (3.3), ktore poréwnano .z przemieszczeniami przekrojow preta ‘odpowiednio dla
Xo=207 10007 oraz x—x,=0,257,0,5/;0,75 . Wartofci przemjeszezen  masy
uktadu o jednym stopniu swobody zaznaczono -gwiazdkami, masy ‘m, ukladu
o dwdch stopniach swobody kéleczkami, a przekrojdw preta linia ciggla. Na rys.
11 podano przyktadowo wykresy predkosci &, (f)/o,, &1: (1)/o, oraz wykresy predkofci
przekrojéw prgta dla x=x,=0,251"1 x,=1000/ Obliczenia wykonano przy
Ca=5000m/s, vo=1mfs, /=1m. W przypadku ukladu o dwéch stopniach
swobody PrEyigto myy=m,,=m,, i ky =k =k.,.

Z wykresu krzywych na rysunkach 9 i 10 wynika, Z¢ maksymalna réznica migdzy
przemieszczeniami przekrojow preta a przemieszezeniami obliczonymi wg wzo-
row (3.1) dla a¢/! z prezedziatu (2,25; 3,5) wynosi 10,89 dla x-x,=0,251; 8,8%.
dla x—x,=0,57; 43% dla x—x,=0,75 . Maksymalne réznice miedzy przemiesz~
czeniami przekrojéw preta a przemieszezeniami &€, (), wzdr (3.3),, wynosza w tym
samym przedziale 10,89 dla x—x,=0,251; 424% dla x—x,=0,51 oraz 4,39,
dla x—-x,=0,751
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7 rys. 11 wynika, ze maksymalne réznice migdzy modulami predkosci prze-
mieszezen przekrojow preta dla xo=1000171 x~x,=0,25/a af! (#) i &, (£) wynosza
odpowiednio 12,8% dla at/! w przedziate (0; 1 ,25), 65% 1 50 o w przedziale (1,25;
1,75), 14.2% w przedziale (1,75; 2,25) oraz 437, 1 35,8 9 w przedziale (2,25; 4,25).

Na 1ys. 12 pokazano wykresy funkeji a&z; ()/vol, Wzt (3.3)1, dla x—x0=0,25[;
x—xo=0,51: x—%,=0,75 1 i x,=1000/. W tablicy nr | podano we wspoirzednych

pfzemrészczem}:z preskrojiw prela

;ff ) Xo=201 ‘ —x— prEsmigszczenia masy uklady o 1sfopriv swebody
o - —o—= prEeMiesIcZenta masy iy ukiody o 2 stopniach
10k swobody
gal- -'...‘E X'Xg=q25l’

i ot o X-xp=051
a6 ' % = xXp = 0,751
04 -
a2 -
1 Lo
’ 5
at/l
Rys. 10
i L Xo=1000t e prectkost preakrojow preta
vl SR pré preekrofow prg A
10 M e  predkosé masy uktadu 6 Tstopniu swobody
E;S —omm  predkost masy my ukfady o 2 staprrach
' swobedy
a8
g4 -
oz
o 1 1
4 at/t
g2
24 |-
&
a8t
10
12+
14 -

Rys. 11



SPROWADZENIE UKLADU CTAGLEGO DO UKLEADOW DYSKRETNYCH 359

bezwymiarowych wartodci poézqtlcowe Eo=al, vy 1i ¥o=Eyfvy, dla ukladu o jednym
stopnin swobody wartosci Zastgpere @,=lo,/a, k,=1,/S, a* p, Wy =m pSy 1
oraz dla ukltdu o dwoch stopniach swobody wartosci zastgpeze

_ I _ I P . i » 1 ,
Wy = W3y, Wy =3, =G Tz 1, m, = m,.
g 2g Sotp S, 1
(14
S.ib wy= 10001 )
a8y . +d \ p ’\\
g5 -
ol
az}
1 S| i i 1 1 ‘ ; -
3 -
e ? z ‘ at/t
Rys. 12 s
Tablica 1
% "‘,"" i & %o @ K W Gn Ga ke
1 | o000 0,987 0945 1,549 1,735 0,620 1,624 1,799 1,787
2 1,033 —0,538 1,614 0905 0,347 0,688 1,801 0,988 0,797
0,25 3 10,792 0,558 1,857 1,420 0,411 1,859 4,867 2,558 0,283
4 |0680 —1.438 2221 0959 0,194 1656 4,335 1,297 0,143
1 | 0,000 0,976 1,179 2466 1.774 0,758 1,985 2,687 0,260
0 2 |e765 —0,393 1,117 1,355 1,086 0462 1,210 0,944 1,689
0,5 3 {0,449 0,726 2,369 2,961 0,527 2,164 5667 2,822 0,230
4 logez —1,137 1,503 0,839 0,372 1,236 3,236 1,085 0,271
1 0000 0,964 1.699 5,249 1,818 1,070 2,803 5,505 1,836
; 2 10426 —0216 0893 3,788 5086 0,359 0,941 1,831 5428
0,75 3 10,191 0,854 3,106 7,784 0,807 2,124 5,561 4,350 0,471
4 10466 —0,677 1,174 1,554 1,128 0,565 1,480 0,937 1,121
1| 0,000 0,099 0,934 1,546 1,772 0,612 1,602 1,791 1,826
2 11,05 —0,528 1,691 0,946 02331 0,716 1,876 1,048 0,781
025 31082 0,588 1,938 1,341 0,357 1,918 5022 2,575 0,267
4 [0749 —1,430 2,220 0911 0,185 1,721 4,506 1,365 0,174
1 0,000 0,999 1,170 2,426 1,772 0,750 1,967 2,628 1,779
1000 os 210,786  —0,393 1,169 1,404 1,028 0481.1.261 0999 1,649
: 3 {0477 0,761 2,326 2735 0,505 2,065 5406 2,831 0,253
4 10714 —1,145 1,505 0,813 0359 1202 3147 1,054 0,278
1 | 0000 0,999 1,693 5080 1,772 1,066 2,791 5,320 1,788
075 2 |o442  —0221 0933 3,838 4,409 0374 0,981 1,897 5,181
. 3 | 0208 0,895 3,085 7,129 0,749 2,080 5,446 4,337 0,382
4 lo498  —0692 1,176 1,498 1,084 0,560 1,466 0,945 1,151
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. Powyzsze rozwdzania . zostaly przeprowadzone przy zaloZeniu; e masa uderza
bezpodtednio w'sprezyng. W przypadku sprowadzenia uktadu cigglego preta ude-
rzanego wzdluznie masy do ukladu dyskretnego o jednym stopniu swobody moina
réwniez wykorzysta¢ model przedstawiony na rys. 5b, w ktdrym masa m: uderza
masg m, PIzZy wspGlezyhmiku restytucji R=0 lub R=1., Czgstoéci drgaf wlasnych,
sztywnodcl zastgpeze i Zastepoze masy skuplione wyznaczamy jak powyzej. Rdznica
polega jedynie na tym, ze przy R=0 predkosé poczatkowa masy m; wynosi o=
=z, (1+m; [m) oraz istniejé p’ewna dowolno§é w doborze wartofol masy ni},
natomiast przy R=1 masy m i mry 11:1uszaC by¢ rowne, a predkosc poczqtkowa_
v,=v,. Nip. parametry nodelu dyskretnego  (rys. 5b) dla korica preta x=x, sq nasig-
pujace: dla R=0.i m=033; k= 077 M =145; 2'=1,23; dla R=1 k=0,77;
= =178 9= 1.

ﬁﬁ l - . - e
ol X, =10001 e ~
M X=x, Y ~

a6+

preemigszezenie korica preta
———{——— przemieszczenie masy ukiadu
o 1stopniu swobody :
~—o— [ —co— przemigszczenie masy my ukiadu
o 2 stopriach swobody .

a4

gz

g - — - s
’ to -z 4 ol 5 atfl

Rys. 13

W zakoniczeniu podano na rys. 13 wykres przemieszezen kotica preta x—x.
dla x, =1000 ! (linia ciggla) oraz ukladow' dyskretnych o jednym (linia — —+— —).
i dwéch stopniach swobody (linia — —0— —), ktére otrzymano przy spelnieniu.
warunkow poczatkowych oraz przemieszezefi koncowych. Maksymalne téznice
przemieszezefl wWynosza odpowiednio 15,29 1 319%. Na rysunku tym naniésiono-
rowniez wykresy przemieszezeit dla ukladéw o jednym stopmnin swobody - (linia.

~—+——) i dwdch stopniach swobody (linfa — —oo0— —), ktére spelniaja maksy-
malne przemieszezenia kosca preta. W tym praypadku maksymalne r62nice przemiesz~
czefi wynosza odpowiednio- 13,8% i 10,5%.
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4, "WNIOSKT

z p1zepr0Wadzonych ronazan wymka_]q nast@pujqce praktyczne WH!OSkl‘

1. Rozpatrywany ukfad o parametrach rozlozonych W sposéb cmgiy mozna.
sprowadzi¢ do ukladu modeli dyskretnych o. jednym i wielu stopniach swobody
tak, aby modele dyskretne .z pewnym przybhzemem oplsywaly przemleszczenla,
dowolnego przekro;u preta. :

2. Z por dwnania krzyWych przemleszczen Wymka e uk}ad 0 parametrach roz%o-r
zonych w sposdb cwcg}y wystarczy sprowadzic do ukladu modeli dyskretnych o jed-
nym stopniu swobody.

3. RéZnice przemieszczen, opisanych modelami o jednym i dwoch stopnmch.
swobody, w wielu przypadkach sg bardzo male. :

4. Roznice miedzy przemieszezeniami przekrojéw preta i ukladu o dwdch:
stopniach swobody, poza przypadkiem przekroju x=1x,, sa mniejsze od réznic
migdzy przemieszczeniami przekrojéw preta i ukfadu o jednym stopniu swobody.

5. Przy znacznych réZnicach migdzy przemieszezeniami ukladu cigglego i ukfa--
déw dyskretnych mozna zwigkszyC liczbe modeli dyskretnych, jak przykladowo.
pokazano dla przekroju x=x,.

6. Ruch ukladu cigglego uderzanego masa mozna badaé za pomocy modeli!
dyskretnych o odcinkowo statych parametrach. Takie modele dyskretne ulatwia.
przeprowadzenie badad oscylacyjnosci i stabilnosci ruchu preta.
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1

Pesmowme

CBEAEHUE CIVIOIHOM CHCTEMbBL K OAMCKPETHLIM CHCTEMAM B CIVUAE
VIAPA MACCHI B CTEPKEHL ITEPEMEHHOPO CEUYEHWS

B pabote nposefeHia MOMNBITKA CREASHHA CHAOULHOE CHCTEMBI, KAKOH SBIACTCH CTEPIKCHE
KOHEYHOH IJIHHEL I TICPEMEHHOr0 CeueH s NPOJONBRO YAAPeHABH Maccolf, i CHCTeMe MHCKPEeTHBIX
MoOferel ¢ OMHON H ABYMA CrenelsMu cBoboAL. ONpenensHel SHAYCIETI SKBHBAJEHTHEIX 9acTOT
Kozebammil, JKeCTROCTH H MACC AUCKPETHBIX CECTEM, WCIONL3YS AHATATHYICCKHE QOPMYIH TIepe-
MeleHul ¥ copocTh crepkEd. Kpome 3Toro, npe onpelie/leHrd SKBHRATCHTHLIX 3EAYeHw napa-
METPOR, TpebyeTes, YT0Os1 JUCKPETHEIE CACTEME! ¢ HEKOTOPEIM NPOGIEDKEHHEM OMECLIBAITH Iepe-
MEIICHHS PACCMATPHBACMBIX CEICHEH CTepIicHA.
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SUMMARY

REDUCING OF THE CONTINUGUS SYSTEM TO THE DISCRETE SYSTEMS IN A CASE
OF IMPACT OF MASS ON THE ROD OF VARIABLE CROSS-SECTION

An attempt was made to reduce the continuous system, represented by a finite rod of variable
«cross-section striked longitudinally by a mass, to the discrete models with one or two degrees of
freedom. The values of the auxiliary frequency of vibrations, rigidities and masses of discrete
systems are evaluaied by means of analytical formulae for rod displacements and velocities. More-
aver, in determining of the auvxiliary _valﬁes of the parameters it was required that the discrete
systems could described the displacements of the cobsidered cross-sections of the rod with a re-
quired order of approximation.
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