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STATYKA BUDYNKOW O SZKIELECIE WSPGELPRACUJACYM
7. PLYTAMI B

JAN B. OBREBSKI (WARSZAWA)

Praca poswigcona jest analizie statycznej budynkdw o konstrukeji szkieletowej wypetnionej
plytami, charakteryzujacych sie regularnoscig i powtarzalnodcia poszezegdlnych ich elementow.
Proponowana metoda przystowana jest do obliczed numeryezaych, a jej podstawowym zatozeniem
Jest weiggniceie do wspélpracy ze szkieletern nosnym budynku elementow wypeiniajacych go, ja-
kimi sa plyty Scienne— ostonowe, dzialowe 1 stropowe, oraz skratowania. Dodatkowo przyjmuije
sig, Ze szkielet moze by¢ zaprojektowany w wersji kratowej lub ramowei, a obciaZenia zewnetrzne
moga by¢ preyjmowane zaréwno przez plyty wypehiajace jak i preez szkielet budynku. Podano
dla zaproponowanej metody algorytm numeryezny oraz przyklad liczbowy.-

1. Wstgp

Praca poswigcona jest analizie statycznej budynkéw o konstrukeji szkieletowef
wypelnionej plytami, charakteryzujacych si¢ regularng budowq oraz powtarzalnodcia
poszezegolnych ich elementéw. Wymienione powyiej zaloZenia odpowiadajg w zu~
petnoéei kierunkom rozwoju nowoczesnego budownictwa. Sama metoda TOZ-
wiazania jest przystosowana do obliczen numerycznych, a jej podstawowym celem
jest umozliwienie przy obliczeniach uwzglednienia wspolpracy szkieletu nofnego
budynku z wae}njajchfmi go elementami, jakimi sg plyty Scienne ostonowe, dzia-
fowe i stropowe oraz skratowania. Zaklada si¢ ponadio, ze szkielet moze byé
zaprojektowany w wersji kratowej lub ramowej. Obcigzenia Zewnetrzne moga
przyjmowaé zardwno plyty wypehiajace jak i sam szkielet budynku. Do tej pory
brak bylo w literaturze krajowej opracowan dotyczacych tak postawionego zagad~
nienia, pomimo Ze daje ono najpeiniejézy obraz pracy konstrukeji, Swiadezy o tym
prace 2,4 i 5]. Pewng préba w tym zakresie byla praca [6] wskazujaca na mozli-
wos¢ zastosowania mechaniki cial dyskretnych do obliczania budynkdéw. Zawarty
tam material stanowit jedynie szkic-metody rozwiazania, nie wiazac go w zasadzie
z zadnym z istniejacych. schematdw konstrukeyjnych. Ostatnio podobne zagadnie-
nia podjete zostaty przez kilkuosobowe zespoly w IPPT PAN(") i w ETOB w Warsza~
wie, o czym sygnalizowano w komunikatach na XVI Polskiej Konferencji Me-
chaniki Ciala Stalego w Krynicy w 1974 r. O wadze omawianego problemu $wiad-
czy¢ mogg nieliczne dostepne w krajn publikacje zagraniczne, traktujace zagadnienie
nadzwyczaj ogélnikowo {11 31 '

-(1) Instytut Podstawowych Probleméw Techniki PAN,
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Niniejsza praca stanowi rozszerzenie i uzupelnicnie wezesniejszej publikacji
autora [8], podajac jednoczefnie krétki opis algorytmu numerycznego i zbudo-
wanego wedlug niego programu. RozwaZania teoretyczne poparto wynikami proste-
go przykladu liczbowego.

7. ZALOZENIA T WAZNIEISZE OZNACZENJA -

Oprécz przyjgtych we wstepie, W pracy obowigzujg nastepujace zalozenia. Szkie-
let rozpatrywanych konstrukeji sklada sig z prostych sprezystych pretdéw pryzma-
tycznych, zbicgajacych sig w sztywnych wezlach w taki sposdb, Ze ich osie obojetne
przecinaja si¢ w jednym punkcie. Szkielet wypelniony jest plytami i skratowaniami
zwiazanymi z nim za pomocs idealnych przegubGw. Skratowania lacza sgsiednie
wezdy wzdhuz przekatnych plyt Sciennych i stropowych. Konstrukcja moze byé
obcigZona w wezlach sifami i momentami skupionymi o dowolnie skierowanych
wektorach oraz obciaZeniem cigglym, rozlozonym réwnomiernie i pod stalym katem
do powierzchni kazdej z piyt. Te ostatnic obcigzenia moga odpowiadaé obciaZenin
uzytkowemu, wiasnemu, oboiaZzeniu gniegiem i wiatrem. Jego zmiany :dopuszczalnc
sa skokowo przy przejéciu od jednej plyty do drugiej. Pomija sig w zupetosci
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PraS — — —  skralowania
BHMBE  ~_|161718 1,1_0, 13 numenry wezlw
\\ /’ R
S //
e o
456 - ~_ |769 -
x&=3 - Xz=5 EZ(XE)

Rys. 1

wzajemne oddzialywanie na sicbie plyt wzdhiz wspdinych krawedzi, przyjmu-
jac tam jednak zgodnosé przemieszczen przy ich zmiennodci liniowej, tak jak
w metodzie elementéw skoficzonych [9]. Ponadto zaklada sig, ze w konstrukeji

mozna Wyodrebni¢ skoficzong liczbg elementéw powtarzainych, zaréwno plytowych
jak i pretowych, z ktérych przez translacjg i obrot da sig otrzyma¢ kazdy inny ele-
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ment. ZaloZenie to pozwala przy budowie konkretnego programu na znaczne Zmniej-
szenie lezby wprowadzanych danych w poréwnaniu, z metoda elementéw skoficzo-
nych. W pracy posfuzono sie trzema wkladami odniesienia, Jednym ogdnym ¢
o wspdlrzgdnych catkowitych x!, przeznaczonym do opisu cech geometrycznych
calej konstrukeji, drugim lokaluym z', budowanym- oddzielnic w kazdym wetle
o osiach réwnoleglych do osi ukladu ¢!, sluzacym do opisu cech geometrycz-
nych jednoczeénie wszystkich elementdw zbiegajacych sie w tych wezlach.
Trzeci'z nich &', zwiazany z clementem plytowym, przeznaczony jest do jego
analizy. Przedstawiond metoda rozwiazania jest metoda przemieszezen, w kidrej
kazdemu wezlowi szkieletu budynku przypisano wektor przemieszczefi o sktadowych
u' oraz wektor infinitezymalnego kata obrotu o skladowych ¢ we wspdhrzednych
lokalnych z'. Parametryzacic punkitdw wezlowych szkieletu budynku okreslono
na podstawic uktadu odnicsienia {* o osiach 00 i 0£2 lezacych w podstawie i osi
00 skierowanej w gore wzdtuz jednej z krawedzi bocznych (rys. 1). W ukladzie
tym promiefi-wektor dowolnego wezla mozna okreslic w spossb nastepujgey:

f=xjg.fs
gdzie
1,0 0
g=F5e, [B1=|0 L0}, Igl=1
00 L4

oraz gdzie g, sa jednostkowymi wektorami bazy ukladu %, x’ 53 liczbami calko-
witymi, a /; okreflajgq odleglosci dwoch sasiednich punktéw siatki rozmieszcezonych-
wzdtuz kazdej z linii ‘wspdlrzednych (', Wymiar ten moZe byé liczbg rzeczywista,
odpowiadajgcqa modulowi budowlanemu Iub jego wielokrotnodci.
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" Rys. 2

Wszystkie wzory opisujgce stan réwnowagi zostaly napisane za pomocy elemen-
téw rachunku réznic skoficzonych, gdzie zdefiniowano cztery odmiany podstawo-
wego operatora przesuniccia E,: '

a} Dla pretow prostych:

Es p(x)=E p(x)=p(x'+d),
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edzie o' sa liczbami catkowitymi, A=1, 2, ..., ¥ jest kierunkiem zwigzanym Scisle
7 punktem, do ktdrego nastgpuje przesuniecie, N jest maksymalna liczbg kierunkéw
przypisanych pretom.

b) Dla plyty lezgcej w plaszezyZnie WSpOh‘ZQdﬂYCh o numerze n, posiadajacej
na tej plaszczyzme kierunek przekatnej I' (rys. 2):

ElLp()=EF p(x) =g (X' +A)=E  p(x},

gdzie oprécz wprowadzonych oznaczef przyjeto nastepujace: 4 sa liczbami catko-
witymi, A=N+1, N+2, ..., N+ N, N, jest maksymalng liczba kierunkéw przypi-
sanych przekatnym plyt,
¢) Operacje wzdhz dwéch krawedzi okredlonej wyzej plyty:

B p()=Ff p(x)=p(x'+e,

E o) =E p(x)=px*+dY,
pdzie c'=Hh' |b1L|, di=h' [B24], i=1,2,3 oraz b} sa skladowymi jednostkowych
wektorow deﬁmujacych orientacje w przestrzeni dowolnej plyty lezacej w plasz-
czysnie m i posiadajacej kierunek przekatnej I. Wektory b, pokazane na rys, 2
tworza uklad ortogonalny i to taki, ze bl,, b, sa zorientowane odpowiednio wzdhuz -
obydwu krawedzi plyty wybiegajacych z rozpatrywanego wezla orax b}, pokrywa
sie z osig ukladu z' o numerze odpowiadajacym numerowi = plaszczyzny wspéi-
rzednych, w kiérej lezy plyta. Natomiast trzeci wektor spelnia warunek b=
—=b’.x b2, i jest prostopadly do powierzchni plyty. Ostatecznie rakladamy, Ze
wektory b',. pokrywaja sie co do zwrotu i kierunku z odpowiednimi osiami ukladu
& zwiazanego z plyta. Przy powyiszych zatozeniach skiadowe kontrawariantne
wektoréw bl w bazach lokalnych zf mozna obliczyé w mysl wzorow:

. sign (A9, jesli i== '
bif-| @ J b eer23
0 , Jesli i#£m
[ sign(h?), jedli i-1=m
o i1 w1,
b2t 0 , je§ i—1#m
ar A .
|sign(h1), jesli i+2:7r} ]
n=3;
lo ,jedli i+2#7
B3 L=bl2h2— b2 bLT,

biE=biR by —bii by,
BiR=hyt bt —birber,
gdzie i=1, 2, 3 oraz ostatnie trzy wzory wynikaja z definicji iloczynu wektorowego.
W przyvadku gdy uklad z' jest’ ukiadem prostokatnym, dodatkowo spehnone 38
zaleznodci b, =bl.
Zorientowanie w przestrzeni preta prostego o kierunku /1 wyznacza tréjka

ortogonalnych jednostkowych wektoréw kierunkowych t,, 14 tA zdefiniowanych
podobnie jak w pracy [7] z tym; Z¢ skladowe ich s3 wyznaczane nie jako funkcje
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przyrostow wspSlrzednych globalnych ¢ ukladu, lecz uzaleznione sg od E,2*
rzutéw preta na osie ukladu lokalnego 27, Skladowe te moZna wWyznaczy¢ za pomoca.

wzordw nastepujacych:

ti=cosocosa,, ti=cosasing,, {y=sine,
1} =sin «y, C fi=—cosay,, 15=0,
fy=cos flcose,,  Fj=cosfsine,, f,=—sinf,

7 K
gdzie f=——o oraz m#E.

W przypadku gdy a=—

2 5 ma'rny
13=0, t2=0, i=sign(4h),
Th=sign(4h), =0, B=0,
=0, =1, F=0.

Wystepujace w tych zwiazkach wielkoSci obliczyé moina ze wzordw

) Ah i Lop
sine=cos ff=—, cosee=sinf= ,
Lig Lin
EAzl EAZZ

cos oy =—", sin oty =

IArBJ IAtB: ?

Lip=V (E 22 +(Fa70)? +(E, 2%,
Ly pr=V(E;2") +(E, 2%,
Ah=E, 2.

Ze wzgledu na ortogonalneé¢ ukladu z' dodatkowo zachodza. zaleznodei ty,=rY,

ta=1t, ta=1y.
3. ZWIAZKI FIZYCZNE DLA PRETA PROSTEGO

Sily wewnetrzne w poszczegdlnych pretach o kierunku A wyznaczamy w my$E
wzordow podanych w pracy [7]:

Ry =Cyty(Eg—1)ut,

X4 12 .
QA [A 6rA1(EA"+‘1)9 +T tAi:(l EA)H

o~

o K, 12
Q4= ; 6rA1(EA+1)9"+ tAl(EA_I)u‘
4
M =Kt (Eg— 1),

[PURR 6 =
MAzKAIVfAi(4+‘2EA)BE_—t/“(lﬁEA)ut:I,
A

= oz | 6 .
My=K, [tAi (4+2EA)9["7"I;" ta{£,—1) ”‘] ;
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gdzie Ry, 04 0453 odpowiednio sila osiowg oraz dwiema silami poprzecznymi;
M,, My, M, sa momentami skrecajacymi i zginajacymi w przekroju przywezlo-
wym preta A, Zorientowanie wektoréw sil wzgledem wektoréw kierunkowych

t,, Lo 4 przedstawia tys. 3. Pozostale symbole oznaczaja: Cy, Ky, K4, K4 odpowied-
nio sztywno$é preta na rozciaganie, skrecanie i zginanie, /, dhugosc preta 4.

Z, fz:,' '
. h A & A
s 1%

Rys. 3

4, ZWIAZKI FIZYCZNE DLA PEVTY

‘Elementy plytowe, wypehiajace konstrukejg, zdolne sa zgodnie z przyjetymi
zalozeniami do przenoszenia sit skupionych ¥ przekazywanych im w narozach
przcz przegubowe wezly laczace je z konstrukcja. Celem wyznaczenia tych reakcji
wystepujacych w jednym z narozy plyty, wyrazimy je przZez przemieszezenia dane
we wszystkich jej narozach oraz przez skladowe obcigZenia danego na jej powierzchni,
nastepnie skorzystamy z metody zaproponowanej dla elementéw wieloprgtowych
w pracy {7]. Ogélnie rzecz biorac jest to metoda superpozycji obeigzen, w wyniku
ktérej otrzymujemy wzory transformacyjne o budowie podobnej do analogicznych
wzoréw dla preta prostego w metodzie odksztalcen. ObcigZzeniami w danym przy-
padku sa poszezegdlne sity zewnetrzne o skladowych Q" jak i przyloZone do elementu
jednostkowe przemieszezenia czterech jego weztéw mnaroimych o skladowych
#. Obierajac kolejno te jednostkowe obeiaZenia przy zerowej. wartosci pozostatych,
.obliczamy dla wszystkich przypadkéw wywolane w fen sposéb sily wewngtrzne
«oraz reakcje w narozach. Nastepni¢ w celu ‘wyznaczenia wartodei sit wewngtrznych
i reakcji naroznych; wywolanych dowolnym obcigZeniem, wystarczy przemnozy¢
odpowiednie sily przez wartosei danych sit zewngtrznych i przemieszczen, a nastgpnie
je dodac¢. Jesli wartosei danych sit i przemieszezen oznaczymy odpowiednimi symbo-
lami, to otrzymamy poszukiwane wzory transformacyjne. Przy kaZdorazowym
obliczaniu sit wewngtrznych i reakcji naroznych dla wybranego elementu plyto-
'wego, wywolanych obcigZeniem jednostkowym, postgpujemy nastgpujgco. Obie-
ramy uklad punktéw wezlowych rozmieszezonych w calym obszarze plyty. Jedli
plyta wykonana jest jako regularna noéna rama o sztywnych wezlach, wypetniona
pokryciem i ocieplentem, to obrane punkty 'pékrywaja sie oczywidcie z wezlami te)
ramy. Nasi¢pnic budujemy uklad réwnai réwnowagi calej plyly z wyjatkiem wez-
16w naroznych oraz lezacych na krawedziach zewngirznych, Ukfad ten moina
napisa¢ w postaci

{“.1) ' DX=R,
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gdzie D jest macierza sztywnosci, X wektorem przemieszezehn wezldw, B wektorem
reprezentujgeym obciaZenia zewngtrzne. Macierz D mozna zbudowaé korzystajac
ze wzordéw znanych w metodzie clementow: skonczonych 9], gdzie réwnania réw-
nowagi wezla i ma_]q postad
S .
“wy 2, Kl {83 =Ri.
=1
W réwnaniu tym przyjeto oznaczenia: R, — sily zewngtrzne przylozone do wezla,
fk;] — macierz sztywnodci elementu j; §; — przemieszezenia wezldw elementu j,
Dla plyty o ramowej konstrukeji noénej moZna w tym miejscu skorzystal ze
znacznie Yatwiejszego w stosowaniu wzorw zaproponowanego w pracy [7], podanego
‘W zapisie réznicowo-macierzowym

N -
“.3) D (WiE AW )x=0,
A=1 )

gdzie £, jest operatorem przesuni¢cia, W, i W, macierzami charakteryzujacymi
sztywno§é wezla, X — wektorem przemieszezedi, @ — wektorem obciazen wezla.

W obydwu przypadkach, jeSli w réwnanin (4.1) przeniesiemy na prawa strong
réwnofci wyrazy odpowiadajace tylko danym przesunieciom wezléw brzegowych
{a nie ich obrotom), to dochodzimy do zaleinofci,

(4.4)  DoXo=0-CS.

We wzorze tym po lewej stronie réwnofci wystepuje iloczyn quasi-macierzy wspol-
czynnikéw Dy przez wektor niewiadomych przemieszezenn wezldw lezacych we-
‘wnatrz obszaru plyty X,, natomiast po prawej stromie wektor @ odpowiadajacy
obciazeniom clementu sitami zewnetrznymi oraz iloczyn odpowiedniej quasi-ma-
cierzy wspotezynnikéw C i wektora danych przemieszeze wezldw brzegowych S.
W wektorze § przemieszezenia wezidw brzegowych, lezgcych na krawedziach pivty,
$ uzaleZnione liniowo od przemieszczen narozy. Rozwiazanie rdwnania (4.4)
daje w wyniku poszukiwdne przemieszezenia wezldw plyty, Wyznaczenie tych nie-
‘wiadomych wygodnie jest ze wzgledu na stosowanie metody superpozycji obcigien
i koniecznodé dokonywania wielokrotnych obliczefr przeprowadzié w my$l wzorn

Xo=Dg "0,

gdzie Q,=0Q—CS oraz D;' jest macierzq odwrécong. Przeksztalcajgc réwnania
réwnowagi wezla naroZnego, z rownania (4.2) otrzymamy

N .
(4.5). R,= Z (Tk:1 {0: )+ R
j=1
oraz 7 réwnania (4.3)

- y
4.6) O R= Y (WaE AW )x+0.
4=1
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Réwnania (4.5) i (4.6) pozwalaja obliczy¢ interesujace nas skladowe. reakeji dziala-
jacych w narozach, We wzorach tych R; i R sa wektorami reakeji naroznych (w kié-
rych uwzgledniono juz znak ich zwrotu), z jakimi dziala plyta na szkielet budynku.
Wyniki obliczed dla plyty zamykamy w odpowiednie wzory transformacyjne,
mogace wyrazaé bad7 reakcje wezléw naroZnych, badz sily wewngtrzne. Poniewas
plyty moga mie¢ rézne rozmiary, a nawet plyty o takich samych wymiarach zewnetrz-
nych moga mied rdine otwory lub w ogdle byé ich pozbawione, przeto wzorom
transformacyjnym przypisujemy indeks y, oznaczajacy numer typu plyty. D}a przy-
k}adu posta¢ omawianych wzoréw dla elementu y przyjmie postad

(4'7) Fm“AVOmﬂ‘g +Av1::ernr‘9 +Av2mnEnr '9'"'5"4?3:1“115‘::; 3n+Av4an ]

gdzie "An dla §=0,1,2,3,4 oraz m, n=1, 2,_3 sa wspolczynnikami macierzy
sztywnofci. Poszezegdine sily F,,, F,,, F,3 3 odpowiednio réwnolegle do osi ukladu
& a tym samym do wektordw blp, b2, b2, Wysiepujace we wzorze (4.7) skladowe:
przemieszezen I oraz skiadowe obeigZen zewngtrznych Q" sa odniesione do osi
ukladu &' zwiazanego z elementem, Wyrazajac je przez skladowe ' 1 ¢' przemiesz~
czeft 1 obciaZen, przypisanych odpowiednio wezklom konstrukeji szkieletu i plytom.
calego budynku wyraZzone w ukladzie z', znajdziemy

(4.8) =P ea=Bl o, Q" =biq=Dirdt
Podstawiajac (4.8) do (4.7) otrzymamy

. ‘ it .
(49) va =Av0mu b:m u'+ Avimn b;;n Enr ut +Ay2mn bzn Exr u'+
n .H'f i
+A73nmb Ti 1:I‘ u +Av4mn bnr; ql -

Na zakoficzenie tego rozdzialu nalezy zauwazy¢, e pod pojeciem plyty w .niniejszejé
pracy rozumiemy plaski tréjwymiarowy element budowlany, pracujacy zgodnie
z zaloZeniami teorii sprezystofci zardwno w stanie tarczowym jak i plytowym.

5. ROWNANIA ROWNOWAGI WEZLA SZKIELETU BUDYNKU

W celu opisania stanu réwnowagi samego szkieletu konstrukeji skorzystano
Z réwnania réwnowagi dowolnego wezla ramowiicy przestrzennej, podanego w
zapisie réZznicowo macierzowym w pracy [7] tacznie ze wszystkimi towarzyszacymi
mu zatozeniami. Poniewaz w naszej pracy ograniczono si¢ do budynkéw o prosto-
katnym ukladzie szkieletu, parametryzowanych prostokatnym ukladem odnie-
sienia, przeto wspomniane réwnanie przyjmie postal

N
(5.1) Z’ (WA E4+W ) x=0,
A=1
gdzie

| Weswa Wiy a . Wiy a Wesoya ~
WA - > WA it o ] Q =
W(mu)A W(mo)A "W(nm)/l W(mg) 4
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Wiwya= (CA tarfar T ) Egr T 2 Lar }Ai):lj
5 A ) A

W(sﬂ)A=L 3 far B~ I, Tar Eai

Wiy a= Fap Lyt Lar Lag
Iy 1

( 6Ky . =  6Kix . ]

Woneya=(Ka tartai— 2K, T T "2—%&1 Far gm')] ;
1R, . . 12K, . . )]

Wiy a= (HCAtArtAi_" 2 v be— 72 Lar Lai
’ A

o [ 61?;1 T 6K, . =
Wena=| 7 “lar Bar 7 tar Laif s
. [(6K: . » 6Ki. .
Winn a= Lar Ty — 5 tar tas
I I
AU 4

W(nm)A ==Ky tay 14— 4K Far T 4K 4 Tar 1],

u' oY P - M,
Ky == u? 3 Xo= 6* 2 Qp= —F1, Qm= —-M,
w3 g3 —-P, —M,

oraz gdzie oprocz wprowadzonych jui oznaczen i, r=1,2,3. W przypadku gdy
prety skratowani sg polaczone z wezlem przegubowo i przenosza tylko sily osiowe,
przyjmujac Ky=K,=K,=0 dla A=N-+1 do A=M, réwnanie (5.1) napiszemy

'w postaci
N M N
2 LD WaE W) xt 3 WaBa-Dx=0,
A=1 A=N41 )
gdzie _
* Wisu i
WA=[ E) - g]’ W(su)A=[(CA tArtAi)L 151“':1.’ 2, 3

oraz ( jest macierza zerowa o wymiarze 3x3, W przypadku gdy szkiclet wypel-
niony jest plytami, réwnanie (5.2), a wladciwie ta jego czeéé, ktéra odpowiada sumie
Tzutow sit na kazda z osi ukladu z*, zostanie uzupeliona nastepnymi wyrazami po-
chodzacymi od sit wzajemnego oddziatywania szkieletu i wypeiniajacych go plyt.
W celu uwzglednienia tych sit wzajemnego oddziatywania postepujemy podobnie
Jak w pracy [7). Napiszemy wige sume wszystkich sit wzajemnego oddzialywania,
przytozonych do wybranego wezla, w postaci wektorowei

{53) | S:Z 2 F'ym b::ll‘s
3 r
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gdzie numer typu elementu plytowego y=7 (%, I’ } jest zwigzany z ukiadem geo-
metryczaym calej konstrukcji. Rozkladajac wektory bfp na sktadowe wzdhuz osi
ukladu z¢ oraz dokonujac rzutu sumy wektorowej na kierunek r, otrzymamy

(5.4) 8= 2 Z qub:i'n-‘ h
x I

Podstawiajac do (5.4) wyrazenie na sily £ (4.9) otrzymamy

(55) S’:Z 2 (ATOmitb:?Fr ;f:riui+Aylmnbulﬁ' b:]rl‘iE;Fut+
7 r. . ’ '

XN

+A72mn ;?Frb?d"iE;" ui+A1’3fAm ::}rb:::FiEﬂtF ui%ﬂ
. . ) ) . ) ‘!"Awtnm b;?[‘r b:'ifi ql) "
Opierajac si¢ na (5.2) i (5.5) réwnanie opisujace stan réwnowagi w wezle szkieletu
budynku wypelionego plytami i skratowaniami znajdziemy

N M
56 D WEAWIx+ D) WaEs—~Dx+
A=1 . ‘A=N+1

b NN Wt Wop Bt Wtk Werl E) =040
L L S
gdzie oprocz znanych juz anaczcﬁ wprowadzono nastgpujace:

wool o [0l . [Wh0
W"T:[ oro]’ W’ff:[ oro]"-- W“f:[ 0F=0}’

e ]’T/_,i; 0 —"_“ er
S K ]
IWnI‘: [(A‘y()mln= ;':rn- b-:-i[‘j,)]s W;;“ = [(Avimn b;:rr bﬁn)] .
W;J," = {{Aﬂnm b:?rr b:ri)]v W;}J = [(Awmn b:?l‘r b;:ri)] 3
‘ gp= {( '_.A'}"‘irm?l b::lr b:;l'*i ql)} ‘

We wrorze (5.6) wszystkie macierze Wa, W, Wars Wors Wers Wer , maja wymiar
6% 6 oraz macierze x, O, 3’ wymiar 6x 1. W przypadke gdy konstrukeje szkie-
Tetu budynku traktujemy jako kratownicg steZong plytami i pretami przenoszacymi
Jjedynie sily osiowe, wzor (5.6) znacznie upraszcza sie, gdyz pomijamy wowezas
pierwsza sumg wystepujaca po lewej stronie réwnosci, w zZwiazku z czym réwnanie
to przyjmie postaé ' I

oraz

N : . .
5D N WEAD xS S Wt Wi Byt W By Wigl By x=0+ 0.
A=1 n Ir . 1

W tym przypadku

’ =i 1y == 1t

(5.8) ﬁzfl =Wanas War= War, W::r: an: WT:; =Wery  Wop =Wer,
(59) Q:Qw Q"ztjn X=Xy .
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Wszystkie macierze (5.8) majg wymiar tylko 3 x 3 oraz macierze (5.9) wymiar 3% 1. '
Podobnie we wzorze (5.7) liczba niewiadomych zmniejsza sie w stosunku do wizoruw
56 o pO{OWQ - :

6. ALGORYTM NUMERYCZNY

Ze wzglgdu na skalg trudnosci sformutowanego w pracy problemu jedyna - droga.
do osiggnigcia konkretnych wynikéw sg obliczenia numeryezne, Wyprowadzone:
wzoty (5.6) 1 (5.7) doskonale nadaja si¢ do zaprogramowania. Obliczenia rozpoczy-
namy od ponumciOWania wezlow szkieletu w taki spdséb, e zachowujac na po-
ziomie kazdego stropu jednakowa kolejnosé numeracji wezldw przechodzimy
poczawszy od p1e1wszaj kondygnacji Budynku do ostatniej. Kolejnosé taka gwa~
rantuje otrzymame macxerzy SZLYWHOSC! calej koustrukcy o mozliwie najmniejszej
szerokoéci pasma. Dalszy proces obliczen jest juz typowy i nie wymaga szerszego
omowienia [7]. Przy zaloZeniu, Ze szkielet budynku stanowi ramownice przestrzen-
ng, korzystamy z réwnania- réwnowagi wezta. okreflonego wzorem (5.6), co pro-
wadzi do uldadu réwnafd algebraicznych linlowych o 6 X N niewiadomych, gdzie
N jest liczba weztéw. W przypadkn tozpatrywania szkieletu. jako kratownicy
przesirzennej stoswjemy wzdr (5.7) i odpowiedni ukiad réwnad posiadaé bedzie-
tylko.3 x N miewiadomych, 4 wiec liczba niewiadomych zmniejsza. sie o peolowe.
Stosowanie przy obliczeniach wzoréw transformacyjnych dla elementéw plytowych,
o postaci (4.9) badz to dla wyrazenia reakeji w narozach, badz sit wewngtrznych,
w plycie, .znacznie zmniejsza niezbedna liczbe  operacii i umozliwia -wielokrotne
wykorzystanie 1az otrzymanych wynikow posrednich w réZnych programach.
Uproszezony schemat blokowy . programu liczaeego wedlug podanych wzoréw
przedstawia rys. 4a. NaleZy zwrdcié uwage na fakt, Ze opis réinicowy zastosowany
w niniejszej pracy ulatwia w sposéb mnaturalny wykorzystanic powtarzalnosei
ukiadu, co.prowadzi do zmniejszenia ilodci wprowadzanych danych. Wystarczy
tylko raz w programie obliczy¢ skladowe wektoréw. kierunkowych ¢, 7., ?A Oraz
b, aby -poZniej Korzysta¢ z gotowych juz warto$ci. Podobne oszczednodci przy-
noszg jak'to wspomniano wyzej wzory: transformacyjue dla plyt. Widaé to wyraznie
dla duzych i wysokich budankdéw szezegllnie ma etapie poszukiwania plyt, w kto-
rych wystapia najwicksze sity wewngtrzne, gdzie naleZaloby przy - korzystaniu
Z dotychczas znanych metod wielokrotnie obhcmc te same plyty poddane Jedyme-
innym obcigZeniom. S : :

Program wzytkowy dla omawianego zagadnienida nalezy sporzadzm dla maszyn.
cyfrowych z duzg jednostkg centralua o pamigci operacyjnej co najmniej 64K..
Warnnek ten spelniaja m.in. dostgpna ODRA 1305 oraz CYBER 70. Program napi-
sany nawet dla ODRY 1305 {feoretycznie przy wladciwe] organizacii umozliwia.
obliczanie budynkéw do okolo 7,5 tys. wezléw przegubowych (22,5 tys. stopui
swobody) oraz okolo 70 wezléw w jednym siropie. Daje to wladciwie nieograni-
czone mozliwodcei obliczeniowe. W przypadku EMC CYBER 70 parametry te
begdy jeszeze wigksze. W programie nalezy przyjaé taka organizacje wprowadzania
danych, aby oprécz liczb -catkowitych, opisnjacych wspolrzedne, podawaé dla.
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kazdego wezla jedynie sposdb jego obciazenia oraz obcigzenia sasiadujacych z nim
phyt, a takze wylacznie jego numer jako wezla powtarzalnego. Uklad geometryczny
wezléw powtarzalnych nalezy definiowaé przez podanie jedynie numerdéw kiernn-
kéw A opisujacych przez wykladniki operatora przesunigcia poloZenie preta lub
plyty w przestyzeni. Zaklada sig przy tym, Ze kierunki 4=1,2, .., N odpowiadajg
pretom ukladu, natomiast kierunki A=N+1, N+2, ., N+N, odpowiadaja prze-
katnym plyt. W tym przypadku pomiqdzy jednoczesnie wszystkimi trzema wyklad-
nikami czastkowymi operatordw E, i E., przyktadowo moga zachodzié zaleznosci

WA(n-D+I=d [4], =n=1,23, I'=1,2,34,

skad raz w calym programie mozna ustali¢ metoda przeszukiwania przypisane
odpowiednim numerom kierunkéw A dia przekatnych plyt wihaciwe plaszezyzny
7 oraz kierunki I'. Zapisaé to mozna nastgpujaco: m=7 (1), =T (A.

7. PRZYKLAD NUMERYCZNY

W celu ilustracji zastosowania podanych w pracy wzordw uloZony zostal pro-
gram dla maszyny cyfrowej ODRA 1204 z bebnami, kidrego schemat blokowy
przedstawia rys. 4a. Program ten wymaga stosunkowo niewielkief liczby wprowa-
dzanych danych, opisujacych ukiad geometryczny wezidw powtarzalnych, para-
metryzacje wszystkich weztéw, skladowe ich obciazen, sposéb podparcia budynku,
przekroje i stale malerialowe poszezegSlnych grup pretéw oraz wspolezynniki
A, ktére sa obliczane oddzielnym programem. Duza czeéé recznie przygoto-
wywanych danych wezytywana jest w postaci liczb catkowitych. Omawiany program
sprawdzono na kilku przykladach, we wszystkich przypadkach uzyskujac dosta-
tecznie doldadne wyniki.

Schemat statyczny jednej z obliczanych konstrukcji przedstawia rys. 1. Rozwia-
zanie tego przykladu wymagalo sporzadzenia trzech macierzy wspolezynnikdw
A,z WZOTOW transformacyjnych (4.9) dla trzech elementéw plytowych o schematach
ramowych szkicletéw nofnych przedstawionych na rys. 4. Ponadto nalezato zde-
finiowa¢ ukierunkowanie w przestrzem powtarzalnych pretéw ukladu przez podanie
wykladnik6éw czastkowych o* operatora przesunigeia E,, zamieszezonych w tablicy 1;
dla plyt znajdujacych si¢ na plaszezyinie = i o kierunku przekatnej I przyjgto
wykladniki A! zgodnie z tablica 2. Program zbudowano na podstawie réwnania
réwnowagi (5.7) budynku o szkiclecie kratowym, co pozwala na dwukroine zmniej-
szenie liczby niewiadomych w zadaniu, Oszezgdno§é taka jest mie bez Znaczenia
nawet przy korzystaniu z maszyny ODRA 1204 z pefnym wyposaZeniem W 4 bebny.

Wyniki liczbowe dla omawianego przykiadu zilustrowanego na 1ys. 1 53 zamiesz-
czone w tablicy 3, gdzie podano wartosci sit osiowych wystgpujacych w pretach
szkieletu, Tablica 4 zawiera reakcje podioZa oraz tablica 5 zawiera dla przykliadun
~wspblczynniki A,s,, dla plyty y=1z ys. 4. Obliczenia przeprowadzone przy obc14~
zenin wszystkich plyt pionowych jedyme cigzarem wiasnym o skladowych g =
= —0,1 T/m? oraz poziomych cigzarem ¢° = —0,5 T/m2, modulach siatki punktow




=1 ' S
- ?é o
: : cy=2 : ¥=3
bir bﬁrv
. &> g
& A, Ui 5

Wczytame ddnych dotyczqcych ukladu geometrycmego wngow powtalza}nych parametryzacji

| wezlow szkzeletu konstrukc;l jei sposobu podparcm i obc1qzen1a oraz WSpoiczyumkow charakte-
; ryzchych sztywnoscn plyt wypelmajqcych

| Obliczertie wymiaréw i wloZenie macierzy sztywnosci

l

| Uwzglednienie 'w macierzy sztywnosct sposobu podparcia budynku:

¥

l

Wyznaczenie sit w pretach szkieletu budynku i sprawdzenié stanu réwnowagl wszystkich wezlow
Obliczenie maksymalnych sit wewnetrznych bazxujqcych'w 'szkielecie nosnym plyt

l
1

1 Wydruk przemieszezel wezdow szlkieletu budynku oraz warto$ci poszezegédinych sit wewnetrznych

| Obliczenie przemieszezén wezbdw szkieleti

Kontrolny wydruk danych

Rozprawy Inzynierskie — 9
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Tablica 1 _ E
dla budynku dia piyt?
A L oat & @ | A | a a? a? A4 | at a* as
1 2 o0 0| 7 o 3 2| 1 1 o 0
2 -2 0 QO 8, 0 3 —2 1. 2 —1 0 0
3 0 3 0 9 0 —3 -2 3 4] 1 0
4 0 -3 ] 10 o -3 - 2 4 0 -1 0
5 0 0 2 11 2 0 2 5 1 1 43
6 0 0 -2 12 —2 Q 2 6 1 —1 0
13| —2 0. -2 7 -1 =1 0
14 2 0 -2 8 —1 1 0
Tailica 2
r =1 T=2 : =13
hl hz ha h( hz 'hs hl h2 ha
1 2 3 1] 0 3 2 2 Qg 2
2 2 —3 0 0 3 —2 —2 0 2
3 —2 —3 0 0 —3 —2 —2 0 —2
4 —2 3 [ 0 —3 2 2 4] —2
‘Tablica 3
Numery Sily Numery Sity Numery Sity
konicow osiowe koficow osiowe koficow osiowe
pretow [T} pretow [ pretow [m
1 10 —1,6016 5|14 —2,5234 13 | 1% 0,0588
1 13 —0,6568 10 {19 —{,6860 13 23 —0,5863
1 11 —0,9121 10 13 0,3366 13 | 22 —1,0451
2| 10 —0,5489 10| 11 0,5037 14 123 | —14518
2 11 —1,8242 10 | 20 —0,3415 14 | 22 —0,2649
2 14 —0,7764 10 | 22 —0,2525 19 | 20 —0,0929
4 10 —0,2597 11 | 20 —0,9643 19 | 22 —0,0169
4 13 —2,1347 11 | 14 0,3874 20 |23 —0,0048.
4 14 —1,2617 il 19 -0,1852 22 i 23 0,1264
5 11 —0,2930 11723 —0,3936
5 13 —0,7333 i3 | 14 3,6679
Tablica 4
N}’.'. Rl Rz R3
podp. [Tl Tl r
1 0,750253 0,696426 3,31648
2 0,0 - 0,810714 407049
3 —0,750253 0,696426 3,31648
4 1,026900 0,0 4,51774
5 00 - : 0,0 5,55758 -
[} —1,026900 0,0 451774
7 0,750253 —(0,696426 3,31648
8 0,0 —0,810714 4,07049
9 —0,750253 —0,696426 3,31648
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Tablica 5
Plyta stropowa wepolez. macierzy Az, [T)
5N\ m
n \\ 1 2 3

1 —9801,77 —2691,06 0,00
0 2 —2691,06 —8729.47 0,00

3 0,00 0,00 —40,49

1 1495,64 2691,06 ,00
1 2 2691,06 3481,71 0,00

3 0,00 0,00 —5,98

i 7533,94 —696,57 0,00
2 2 696,57 1625,89 0,00

3 0,00 0,00 32,07

1 772,18 696,57 0,00
3 2 —696,57 3621,87 0,00

3 0,00 0,00 14,40

i 1,50 0,72 0,60
4 2 0,42 1,50 0,00

3 0,00 0,00 i,50

{, =1, =5 =1,5m, przekrojach stupow 4=0,01 m? oraz module Younga E=2{,0x
% 10° T/fm*. Natomiast dla plyt powtarzalnych przyjeto 4=0,001 m?, J=30x%
x 1076 m*, J=J7=15,0x 10~ m*, G=81,0 x 10° T/m2, E=21,0% 10° T/m?, Z uwagi
na symetri¢ zadania tablica 3 zawiera wyniki dla jednej czwartej budynku.

“
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Pesiomé

CTATHUKA 3TAHUM CO CKEJIETOM B3AHMOI[EI71CTBYIOMEM C THIUTAMI

PaboTa HOCBAMENA CTATHISCKOMY AHATHM3Y 3HAHWNE CKENETHOH KOHCTPYKUMM, 3ATIOIHCHHOH
TUTETAME, XAPaKTEPARYIOMMXCS PETYIAPHOCTHIO M TOBTOPSEMOCTBIO OTHENBHEIX HX 3/1CMGHTOB.
- TIpeanaraembiit Meron ﬂpﬂcnocbﬁe:—r UL THCNEHHSIX PACYETOR, & €70 OCHOBHSIM IIPEANOJIOKEHITEM
'§BASIETCH BOBJICYEHHE X BIAUMOMEHCTBHIO ¢ HECYITHM CKENeTOM 3AAHAST JICMCHTOB 3AROMEAIOMHAK
CKeNeT, KAKMME ABIAOTCA CTEHOWHRIC NNMTLI— 3aITHTHBIC, PA3ICIEITCALIRIC, nepeKpHBarolHe,
a TaKKe coemim'reamﬁme pemIeTKH, ,D;ononﬂu'renbﬂo npﬁﬂnmacrm, YTO CKENET MOEKET TPOEKTH-
POBATChR B DEH.IGT‘IB.TOM HITH paMO‘!HOM "BAPHAHTAX, 2 BHEIIIHC HAIPY3KH MOIYT HEPeAasaTses
TaK Yepes 3ATMONHSIONHG TUIATH, KAK M Yepe3 CKOJICT 3411w, "IEAIs IPENNOKEHHOTO METOAA TATOTCA
YHCHASHHBIA AJINOPHTM, & TAKKE JYHCIOBOH OpHMep. C e

o

SUMMARY

STATICS OF FRAMEWORK-PLATE BUILDING STRUCTURES

The paper deals with a static analysig-of buildings having skeleton type structure filling by plates
which are highly regular and repeated -elemenis. The method of solution of the problem is adopted
to the purely numerical computations under the main assumption that the building skeleton coope-
rates with such plate éleients Fllirig it Tiké walls, parfition walls, floors and trussés. Besides it is
assumed that the skclelon may be designed as a lattice or frame sfructure and the external forces
mdy be transmitted as well trough' thie plates as through the sheletoh.' For the rnethod proposed an
numerical algorithm 5 derived and numerical exatnple presented
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