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OBROTOWO-SYMETRYCZNE WYMUSZONE DRGANIA TEUMIONE
o ~ POWLOKI STOZKOWEJ '
Z MATERIALU SCISLIWEGO NIELINIOWO ‘SPREZYSTEGO

FERDYNAND TWARDOSZ I TADEUSZ WE G N ER (POZNAKN)

W pracy poddano analizie obrotowe-symetryczne wymuszone drgania thumione cienkiej
powloki stozkowej ze Scietym wierzchotkiem, swobodnie podpartej na obu krawgdziach, wyko-
nanej z materialn jednorodnego, izotropowego, nieliniowo . sprezystego i écidliwego. Ograniczono
sie do analizy maiych drgan co pozwolito zastosowaé liniowe zwiazki geometryczne. Uzyskano
vklad dwu nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych czwartego rzedu, ktory sprowadzono
do rownan zwyczajnych za pomocg metody Bubnowa-Galerkina i rozwigzano metoda malego
parametru ograniczajac si¢ do drugiego przyblizenia. Uzyskane rozwigzania ilustrujace wplyw
nieliniowosci sprezystej na drgania powloki przedstawiono w postaci graficznej.

W pracy zajmiemy si¢ zagadnieniern drgan cienkicj powloki stozkowej wyko-
nanej z matesiaty nieliniowo sprezystego, jednorodnego, izotropowego I SciSliwego,
dia ktorego zaleznosé pomigdzy napreseniami i odksztalceniami jest nieliniowa,
ale odwracalna. Rozpatrzymy problem obrotowo-symetrycznych tlumionych drgat
wymuszonych o malej amplitudzie przy obcigZeniu wymuszajacym okresowym,
dziatajacym prostopadle do ‘powierzchni $rodkowej powloki. Wszystkie zwigzki
geomelryczné przyjmiemy w postaci liniowej, zakiadajac przy tym stosowalno$c
hipotezy Kirchhoffa-Love’a, ) _ _

Uwzglednimy réwniez wiasnobci tlumigce materiatu, ktére m.in. objawiaja sig
istnieniem petli histerezy sprezystej. Wielko$é pola petli histerezy jest proporcjo-
nalna do energii wladciwej rozproszonej w ciggu jednego cyklu obcigzenia. To
rozproszenie jest jedna z przyczyn tlumienia drgan sprezystych.

Zagadnienie ttumienia przy drganiach swobodnych i wymuszonych bylo przed-
miotem prac wielu badaczy i nie jest dotychczas catkowicie wyjasnione. Zlozono$¢
proceséw zachodzgeych przy rozpraszaniu energii podczas drgafi, a takie wielu
czynnikéw towarzyszacych temu zjawisku, ktérych uwzglednienie przy budowamu
rozwiszan zagadnien dynamicznych napotyka na duze trudnosei natury matema-
tycznej, bylo przyczyna wprowadzenia szeregu modeli zastgpezych, opisujacych-
efekty thumienia i dajacych sie stosowaé do réznych materialéw (por. [2,5,7, 12
i 15] i inne). Kazdemu modelowi odpowiada pewien ksztalt i szeroko$é petli
histerezy, nzaleinionej od odksztalcenia, a niekiedy i od predkosci odksztalcenia.

W pracy postuzono sie hipoteza E. S. SOROKINA, ktéry przyjmuje eliptyczny
ksztalt petli histerezy; jest to hipoteza prosta i do$¢ dobrze zgadzajaca sig z dodwiad-
czeniem (omoéwiona jest ona wyczerpuiaco w pracy [15]).
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Zagadnienia drgan plyt i powlok z materialéw nieliniowo sprezystych anali-
zowane byly w licznych pracach ([4, 8,9, 10, 11] i inne). W artykutach [10 i 11]
rozpatrywano wymuszone drgania thumione matowyniostych powlok., Uzyskano
rozwiazania w postaci zwigzku miedzy cz¢stoscig sily wymuszajacej a amplituda
drgaft dla powlok wykonanych z materialu niescisliwego. i

W pracy [4] badano male obrotowo-symetryczne drganmia powloki stozkowe
'z materialu $cifliwego mnicliniowo sprezystego. Zadanie rozwiazano postugujsc
sie warlacyjna zasada Hamiltona-Ostrogradskiego oraz metoda Rayleigha-Ritza.
Nie uwzgledniono zjawiska rozpraszania energii, a uzyskane rozwigzanie, w ktdrym
pominigto wplyw siycznych sit bezwladnodci, zilustrowano wykresem rezonan-
sowym dla roznych warteSci okresowej sily wymuszajace.

1. PODSTAWOWE ROWNANIA T WZORY

Réwnania opisujace obrotowo-symetryczne drgania  wymuszone powloki
stozkowej maja postaé [16 i 18]

onN, ; 8% u
Nl—l"—a';'"s_"Nz 2p'l at:’- 5
(LD
dMy, M, dM, + ( - 32w+ )
Y P L L e i R U

gdzie symbole N, N,, M,, M, oznaczajy odpowicdnio sily normalne i momenty
zginajace odniesione do jednostki dtugosci powierzehni Srodkowej, p, sktadowa obcig-
zenia zewnetrznego, dzialajaca w kierunku prostopadiym do powierzehni érodkowe;,
u(s, 1), w(s, t) skladowe przemieszczenia punktéw powierzehni §rodkowej odpo-
wiednio w kierunkach stycznym i normalnym, s odlegloé¢ dowolnego punktu
powloki od wierzcholka stozka, o kat pomiedzy normalng do powierzehni §rodkowej
i osig powtoki, 2/ grubos¢ powloki oraz p gesto$¢ materialu powloki.

Zgodnie z hipotezg Kirchhoffa-Love’a skladowe obrotOWO—symetrycznesro stanu
odksztalcenia w kierunkach podiuznym i obwodowym warstwy odlegtej oz od
powierzchni $rodkowej wyrazajy sig wzorami

{1.2) e,—=8&+zi;,, i=12,
gdzie
(1.3) & _ £, -1 (u+wtg o)
ds’ )
s skladowymi stanu odksztalcenia powierzehni §rodkowej powleki, a wzory
(1.4) Dl AU Nl
as? ’ 2 s 08

okreflaja zmiany gléwnych krzywizn.
ZaloZenie cienkoscienno$ci powtoki pozwala tak samo jak w teorii ptyt cienkich
pomijaé napreZenia o, jako warto§¢ mala, co jest réwnowaine zatozeniu, iZ ele-



OBHOTOWO-8YMETRYCZNE DRGANIA TEUMIONE POWEROKI STOZKOWETS 269

menty powloki znajduja si¢ w dwowymiarowym stanie naprezenia; stad z uogdl-
nionego prawa Hooke’a, przyjmujac oi,=0, dostaniemy

v
(1.5) €3: = — 7, Bzt ad)-

Zajmiemy si¢ z kolei okresleniem skladowych stanu napreZenia, Potencjat
sprefystodci ciala izotropowego przedstawia wyrazenie [3]

(1.6} V:iK92+fa-d£-
2 P e
gdzie
E
(1.7 K=3—(1—2v)

oznacza modut $cisliwosci, a
(1.8) . O=e1,+y,+6;,

jest wzgledna zmiang objgtodel oraz g, intensywnoscia odksztaleefi i o, intensyw-
nofcia naprezeft. -Nielinjowy - zwigzek pomiedzy intensywnoscia odksztalced
& intensywnodcia napreZef napiszemy w postact

1L.9) g =E(1—bed)e,,

gdzie b jest staly zaleing od materialu. Tego rodzaju zalezno$é bardzo dobrze
aproksymuje rzeczywisty charakter krzywej o;,—e; dla wielu technicznie waznych
materiatoéw (miedzi, aluminium, stopéw miedzi itp.).

Dla plaskiego stanu napreZenia, uwzgledniajac zwigzek (1.5), uzyskamy

: 1-2y
(1.10) =7 (1o 822)
oraz.
2 — 4 2 2 1 2
(11]) & _? Vi (812+82z)+v2 8128224—?1"0 Yizz 1
gdzie przyjeto nastepujace oznaczenia:
1.12 L L — L
(112 I asyr T T sy T
3
(1.13) g =,
2(1+v)

Dla drgan obrotowo-symetrycznych podluznych 1 poprzecznych yy,,=0. Wykorzys-
tujac wzory (1.2) mamy ostatecznie

. 2 - 4 5
(1.14) g :?(“0‘*‘2‘114‘2 a),
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przy czym
dy="V, (ef+s§)+vzsl £,
{1.15) a,=2v, (81 K1+ 82 82) V2 (81 K2 +E275),
Gy =y, (K23 + VoK K2
Dla’ wymienionych materiatléw nieliniowy zwigzek miedzy napreZeniem ¢ a
podluznym odksztalceniem & przy jednoosiowym rozciaganiu ($ciskaniu) bardzo
dobrze aproksymuje wzor

C ‘
{1.16) SZEU-F(IJJZ)O‘.

Wspdlczynnik a, jest stata materialowa wyznaczang dodwiadczalnie, okrediajaca
nieliniowo$¢ sprezysta materiatu. Migdzy stala b w rownaniu (1.9) a wspolezynni-
kiem a5 zachodzi zwiazek [3]

(R b=ua; E*vE.
Modut Younga £ i wspolezynnik Poissona v, wystepujace w powyzszych wzorach,

s stalymi materialowynii wyznaczonymi przy ratych odksztalceniach.
Pochodne czastkowe funkcji V (812, £22) okrelaja skladowe stanu napreZemia:

id
- asiz ’

(118) Cie i=1,2,

stad

' 4 _ 16 1 :
(1.19) oy, =~3—E[v3 gitvag;tz(vs K Hvar)l— j,'—Eb {do (Vl 8i+a—v2 Sj) +

1 v ! v
+z \:aa (1’1 K; +3v2 rcj)+a1 (vl ai-!r-z—vz SJ)] +z2 [al (vl;rci +-Ev2 rcj)+

1 i
+dy (Vl g +?1’2 8;‘):\"‘23 ) (Vl iy +E'Vz ch)}, 6H=01,2),2 1),

gdzie _ .
1—2v ' 1 1—2y

(1.20) VSZVJ+H4(14_}}2, v4=—2"v2+—_(1_ﬁv)2. N

Przejdziemy teraz do okreflenia wielko$ci charakteryzujacych wiasnosci thu-
migce materiatu. ' o - o

Zwiazek pomiedzy naprezeniem i odkszialceniem dla liniowego medelu tiu-
mienia w jednoosiowym stanie napreZenia ma wedlug hipotezy SOROKINA [15]
nastepijacyg postad: . |

. ' o R W . 82 .
(1.21} G=Eet+—Eeo |/ 172>

2n o

gdzie w jest wspélczynnikiem tlumienia materiatlowego, a & amplituda odksztal-
cenia. ' C
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Zakladajac, Ze tuch drgajacy jest w przyblizeniu halmonlczny i jego cz@stosc )
wynosi a), mozemy wzor (1.21) napzsac w postact

.ﬂaﬁ
(22 Bmer L 2
gdzie '
. ,ﬂ
(123 _ n=o

Ta liniowa zaleZnoé¢ zostala wyprowadzona przez G. Boxa {1] dla ustalonych
drgan wymuszonych i do takich ograniczymy nasze rozwiazanie. Poza tym przyj-
miemy, ze wspSkezyniik thimienia materiatowego jest wielkoécia stala i nie zalezy
ani od czestodci drgan, ani od amplitudy odkszialcenia [1 1 15} Jest to zatoZenie
przyblizone, ale zupelnie wystarczajace dia drgat o niewielkich amplitudach od-
ksztalcenia (zagadnienie geometrycznie liniowe).

W przypadku plaskiego stanu naprezenia mamy -

¥ doy,

.. . . L Op=0,+— ":-
(1.24). I R

W dalszym ciggu ze w7glqdu na zlozonosé Droblemu ograniczymy rozwazania
do wyrazdéw liniowych w drugich sktadnikach sumy (1.24).

Po uwzglednieniu wiasnodci tlumiacych materiaty sldadOWf: slanu napreZenia
wyrazaja Wzory

(1.25) 5,-z=0,-z+g b—f{?E[v3 it vs€;+2 (v Ki+Va 1;;)]}, ,(i{j)z(l’ 2),(2,1).

Dla cienkich powlok sity i momenty dzialajace w przekrojach powloki na jed-
nostke dhugoéei powierzchni $rodkowej zwiazane sa (w przyblizeniu) z napreze-

niami zaleznosciami
] - . H

a2 }Vi:f&izdz, Mi:FfE,-,zd‘z; i=1,2;
“h

—h

stad po wykonaniu baikbﬁénia- mamy .

= n 0 ) 1
‘ .1Ni:B(v38,-'+v§ej’)+?OTB“'§?(v‘33i+v &)= Bl ao (vla +— ) vza).

(1.27) . o - B Bz[al(vix + - 2 vy ch)+az (vla +— 2 .g:j)],
77 _J 1 -y
M'E—D("a Kitvan)— 3 ~— (V3K +v41cu,)+192 dy V1 rc,+ 2 vy i)+

- 1 1 '
+a, (v1 si+-'7vzed,)]+33a2(v1x + - 5 Vs :cj) ' (i,j)=(1,2),(2, 1),
g‘d_zierh ‘ '

s ilgre g ~ 32 _ 32 o - 32
e p— = 3 = — 3 — 5y 5
(128)3 3EhD9 By, Bi=rg Ebh, BT 27Ebh By = s LB
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Jezeli podstawimy powyisze zaleznosci do ukladu véwnan (1.1}, a wystgpujace
w mich wielko$ci dy, @y, o, &1, 82, K1, Kz WYTAZIMY PI7e7 u 1 W za pomoca wZordw
(1.15), (1.3) i (1.4), to otrzymamy poszukiwane rownania obrotowo-symetrycznych
drgaf powloki stozkowej w mastgpujacej postaci:

n _ 0 Fu 1 ou ow
Rl [u5v73V]+_B— V3'8S72+'—— 1’3k+V4thf.‘— —

w ot s ds a8
1 a*u
. ‘S—zva(u+tgo¢w)]=2pha—tg,
(1.29) p o1 du 1
Ry, w]-l—;Btgoca—t[Sv‘; a-l—-'sjvs (u+tg:xw)]+
no_ @ fétw 2 @Pw 1 Pw 1 ow 3w _
+E)-Dv3"37( os* +—S_ a3 5 9s? ‘_;_;3_ E)Z—flpk?hyz,

gdzie R, (i=1,2) sy nieliniowymi operatorami rdézniczkowymi stopnia trzeciego,
ktdrych ze wzgledu na bardzo duzg ilo$é skladnikéw nie przytaczamy. lezeli przyj-
miemy, e p, oraz  sg réwne zeru, to uzyskamy ukfad réwnan opisujacy drgania
swobodne nietlumione, ktéry w pelnej postaci przedstawiono w pracy [17].

2. PRZYBLIZONE CALKOWANIE ROWNAN RUCHU

Uktad réwnatt (1.29) scalkujemy w sposob przyblizony metoda Bubnowa-
Galerkina. W przypadku powloki stozkowe] z wierzcholkiem Scietym o swobodnie
podpartych krawedziach obieramy funkcje # i w W postaci szeregow

@) w(s0= Y Un@ s wE0= 3 Wa@en(®),

m=1
gdzie U, (1), W, (¢) sa nieznanymi funkcjami czasu, natomiast f, {s) i g, (5) przyj-
mujemy w postaci

M (s—Sy) . ma(s—s5y)
gn{s)= sin————

1 1

(22) S (S) =C0%

Funkeje (2.2) spehiaja tylko kinematyczne warunki na brzegach powloki, natomiast
warunki statyczne sq spelnione w przybliZzenin. Dla matych zbieZnoici stozka
(x>>70%) aproksymacja funkcjami (2.2) jest wystarczajaco dokladna.

Po wykonaniu calkowan 1 uporzadkowaniu oraz wprowadzeniu wielkofci
bezwymiarowych

U W @ P
2.3 Xi_— =, =i » 6= ] = E)
(2.3) 7 2573 T=w o 27,
. 1 E 2h : .
gdzie @, =7 ToH’ Po=xE, x=—y oraz gdzie @ jest bezwymiarowa silg

wymuszajaca, a 0 bezwymiarows czestodcia drgad wymuszonych, otrzymamy
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dla kazdego m dwa nieliniowe téwnania rdZniczkowe zwyczajne wzgledem
funkcji X, Z:

2

6 P +)80X B Z=b(p, X°— B X2 Z A, X27 — B Z%) —
ey alp ey 2
Pz i . )
& g T X=b (= Xy X2 Z oy, X2 4y Z7) -

daz ax
] ?u—d_;_ 71? S UGE

Wspdlczynmiki £, 7, (i=0, 1, 2, ..., 5) zalezg od nastgpujacych parametréw: m, ¥, g

b

L iv, przy czym fi= “g"— o, ,LL=RT1. Szezegolowa ich postaé podano w pracy [17].
Wspolezynnik
- d13
76 d]_ 3
gdzie

510 3 5 3
e —_ 2 — —_—— 3
dy=1+k+= (1 2p2)k + (1 pz)k +
5 15 1 15 45
— . _ 5
+(1 24)k 6( 2p2+2p4)k,

dla:(_ul)erl 2 {l-l-( l)m+1+,5k+10 1:1—(]_'_( ])m+1)sz+

6 12 '
+10(1—?)k +5[1——~—~+ T (1+(— 1)*"+1)]k4+

200 120V Y
+(l— F'i‘ o ) ks‘}:,

teh

p=mr, k=——.
H

Zalézmy, ze powloka stozkowa poddana jest dzialaniu ha;monlczme Zniennego
Wwynuszenia :

(2 5) B Q(r)=Qcos(r+19):Q cosrﬁstinr Q>0

gdzw 3 ]est przesuchwm fazowym ml@dzy funkcja wymuszaiaca a rozwmczamem
co uwzgledniaja amplitudy skladowyeh-cosinusowej i sinusowej funkcp Wymusza-

Jacej, -
@& T 0.=0cs8, 0=0sme. -

Rozprawy Inzyniergkie — §
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Oczywifcie amplitudy skladowych fumkeji wymuszajacej spelniajg warunek
2.7 02+07=0".

Poniewaz poszukujemy rozwigzapia dla stanu ustalonego, wiec przyjelismy, Ze
czesto§é drgan uldadu téwna jest czestoSei sily wymuszajace].

Zajmiemy si¢ z kolei wyznaczeniem drgan wymuszonych, opisanych ukladem
réwnan (2.4). Zastosujemy do rozwigzania metodg malego parametru [6 i 13}
W tym celu pomnozymy prawe strony réwnaf (2.4) przez bezwymiarowy parametr &:

2

Bz—drT']'ﬁoX—ﬁlZ:‘g[b(ﬁzxs—ﬁsX2Z+ﬁ4XZZ"ﬁ5 VAR

-

dXx dz \]
(2.8) : -1 (ﬂo i - _d,'r)
a7z

BZWT"'}'OZ““VLX=8[b(“‘?zXe"*‘}’stz_thz‘l‘ysZs)—

dt
( dz dX)
LAV +7:2(@].

Rozwiazania ukiadu (2.8) poszukiwaé¢ bgdziemy w- postaci rozwinigé

X=Xo+ 3 X, Z=Zot 3 &' Zi, 02 =02+ > 6y,
(2‘9) i=1 i=1 f=1

QCZan'l'Z.D' Sch;s. Qs:Qso"'Z.o;' SiQs,.-‘
fm=1 i=1

Po podstawieniu szeregdw (2.9) do ukladu (2.8) i rozwinigeiu lewej i prawej
strony réwnan w szeregi wzglgdem potgg parametru oraz przyréwnaniu do siebie
wyrazéw stojacych przy tych samych potegach, uzyskamy rekurencyjne uklady
réwnan rozniczkowych (w obliczeniach ograniczymy sie do poteg ¢ nie przekracza-
jacych drugiej):

_ LA X, 7,
(2.10) s ) +ﬁ0Xo_ﬁ1Zo=0’ 30755_+?0Z0—?1Xo=05
N X e . 2
b5 42 +he Xy —P Zi=—t 72 +b(f Xg— B3 X5 Zo+
2.11 Z2_ 3 F3Y— fg_or_ j‘@i
(' ) +ﬂ4—XO 0 ﬂS 0) n ﬁO dr ﬁl dr »
2d221‘ d*z, 3 2
Go_éh_z'l')’ozi“‘?un:—&—E{"[‘b("?zXo"i“?aXoZo—

, \ dZ, dX, _
~vaXo Zg+ys Zo)n\Vo g TN T +Q., YscosT—C;, F6SINT;



OBROTOWO-SYMETRYCZNE DRGANIA TEUMIONE POWLOKI STOZKOWEY

275
2d2X d? X, a2 X,
b5 e thoXo~ph Z,= -0, de'_91 e +bh[35, X2 X, —
—Bs (X3 Zy+2X0 Xy Zo)+ iy (Xy Z2 42X Zy Z,) — 35 72 Z,] —
(2.12) o B ( dx, le)
i 4] d’l',' ﬁﬂl d’c 3
2d22 a4z, d*Z,
80 dz +}’OZ;\ y1X2:702 d'l.'z _—01 dz +b{ 3?)2X2X1

+93 (X2 Z, 42X, X, Zo)—ys(Xy Z§+2XoZoZi)+3?sZ§ZJ“
dz, dax; ]
Yoo T M T +Q., vecosT—Q; ?6 sint.

Posznkujemy zatem rozwiazania w otoczeniu czestodci wlasnych 6, ukladu zli-
nearyzowanego {(b=0).-
Niech funkcja Z (r) spetnia warunki poczatkowe
(2.13) ' Z(0)=B oraz Z(0)=0, gdzie B>0;
wiedy
Zo®=B, Z, (0)=0, Z,(0)=0,..
oraz : ' ‘

Z,(®=0, Z,(0)=0, Z,(0)=0,

kropka oznacza pochodnq funkeji wzgledem bezwymiarowego czasu. Dla Jjedno-

czgsciowych drgaf wymuszonych warunki poczatkowe ‘dla funkeji X (7) zaleza od

warunkéw dla funkeji 2 (z) i wynikaja z rozwigzania zagadnienia. )
Rozwiazania szezegolnego ukladu réwnan (2.10) poszukujemy w postaci

(2.14) X0=CJ cost+Cysint, Z,=D, cosr+Dlsinr

Podstawiajgc zalozone rozwigzanie do (2.10) uzyskamy dwa algebr aiczne uk.lady
réwnan
(2 15) ' (ﬂo—eg)cl_ﬁ1D1=0= | (ﬂﬂ_eg)él“ﬁlﬁlzon

o =1 Cit (=0 D,1=0, | -y, C,+(po—02)D, =0

Warunek istnienia niezerowego rozwigzania ma postaé

(2 16) ﬁo“e(z)’ _ﬁI ]:
—7V1s ?0—03} ’
stad .
+ — 512
(2.17) i 03=——~ﬁ°2 = i]/(ﬁ"2 ”“) +Bin

Uklad (2.10) ma dwa szezegdlne rozwiazania harmoniczne o czestodciach okres-
lonych wzorem (2.17). Pierwsza wyzsza czesto§é (znak plus) odpowiada drganiom
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podiuznym, druga nizsza czesto$é (znak minus) drganiom poprzecznym powloki.
Rozwazajac drgania wymuszone obcigZenien normalnym do powierzchni Srodkowej
powloki organiczymy si¢ do nizszych czestosci. _

Po uwzglednieniu warunkdw poczatkowych {2.13) rozwiazanie szczegdine ma
postad

(2.18) X,=ABcost, Zy=Bcost,
gdzie ,

i Yo~ 04
2.19 A== = -
@) 50“93 Vi

~Po podstawieniu powyzszego rozwigzania do uldadu (2.11) uzyskujemy uklad
réwnan '

d*x . - .
9% drzl +ﬁOX;‘“ﬁ121:P1 COST‘I‘P;COS?’T“{'P]_SiIlT
(2.20) 77, . o
o5 de? + 2 - X =Ry cost+ Ryco831+ R, sint,
gdzie

P,—iBf, +3bBp,, P.=bB’py, P =nB(Afy— 1),
R13B8]+3bB3f1 +Q‘-'c) Y6+ R2=bBSF1, R1=’TB(?0'17’_1)_Q% Ve
1 1
P2 :? (B, 42— P P+ pii—Bs), h :1—(_72 Aty A=y At ys).
Aby uzyska¢ periodyczne Tozwigzanie powyZszego ukiadu, poszukujemy roz-

wigzania szczegdlnego w postaci
@21 Xl:CIcosr+Czcos?ar+C—'1sinT+C'zsiu3'r,
‘ Z,=D, cos-+D, cos 3T+ Dy sint+D, sin 37,
kidre po podstawieniu do (2.20) daje cztery algebraiczne uktady réwnafi
l (ﬁoﬁﬁ’é)cl—ﬁ;DFP;, \ (ﬁo_geé)_cz_ﬁiDz:Pz,

~ 11 Ci+{po—05) Dy =Ry — 3 Ca+(po—90) D2 =R, ,
| (30—93)61—13151=P1 » ’ .(ﬂ0—99(2))62—ﬁ152=—“0,.

—" C_1+('}’0—93)ﬁ1ﬁR1, — %1 62+(?0—99(2,)ﬁ2:0.

(2.22)

Wyznaczniki charakterystyczne ukladow réwnan (2.22); i (2.22), sg réwne zeru,
Warunek istnienia rozwiazan ukladu (2.22); ma wige postac

Py, =B Bo—82, Py
Ry, }’0—0(2) ;?19"R1

(2.23) - —0, .

stad , . "
(2.24) ' Py AyiskRy fy=0: " -
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Podobnie dla ukladu (2.22),

(2.25) - . P, iy1+RL/)’1:O. 7 _
Sa to warunki okres_éwoé’,ci rozwigzania, z ktorych uzyskujemy ;wiofy
(2.26) Qo= B3 (8, +bB*9,), QO =uB3 03,
gdzie
'90=;LZ iAo = 3(AvipotBury)
Birs By p

Jezeli przyjmiemy, Zc

(2.27) Q:,+02=03,
gdzie (0, jest bliskie Q, to
(2.28) 8, =—bB*9],
Prey czym

| 02 /B2

* : riax
(2.29) Fi=Sy—ndr, =i ( > ) —1,
So Q

(2.30) Bmx“m, So =

Gwiazdkami oznaczono symbole, ktére sa funkcjami bezwymiarowej amplitudy
B drgan poprzecznych. Dla B=B,,, mamy $*=0 oraz 3?_:81. Wykorzystuja
wzory (2.28), (2.29) i (2.30) prredstawimy wzory (2.26) w postaci :

B

2.31) Q.= —nbB3 9 9", 0, =005~

Oczywidcie, jeZeli rozwigzanie ograniczymy do picrwszego przybliZenia, to

(2.32) =0, =0,
oraz, z porodwnania zwigzkow (2,7) 1 (2.27),
(2.33) 2=0;
stad
S _ 0

(2.349) B« :m , gdzie § =? ,
oraz ze wzordw (2.6)

bR* 8y 9* ) B
(2.35 _ : cosd= — g, sin 3 :EMX .

Czestodé drgan w pierwszym przybliZzenin wyznaczymy ze wzoru — - -

(2.36) 6?=02—bB> Y.
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W powyZszym rozwinicciu przyjeto e=1, poniewaz tylko wtedy uklady réwnaft
(2.8) i (2.4) sa identyczne.

Dla B=B,,. zachodzi zjawisko rezonansu. Wtedy kat przesunigcia fazowego
9=90°. Zwigzek miedzy amplituda drgan krytycznych B...x & czestofcia krytyczng
8, wyraza towngdnie
(2.37) 82 =05 —bB;

max

9.

Dla kazdej wartofci B<Bn. otrzymamy z réwnania (2.36) dwie rzeczywiste
wartodcl @2, ktére leza po obu stronach linii szkieletowej

(2.38) 62 =02—bB* 8,

w jednakowych od niej odlegtosciach. Znak plus w wyrazeniu $* odpowiada wige
drganiom nadkrytycznym (o wigkszej z dwu mozliwych czgstosci), minus — pod-
krytyeznym (o mmniejszej czestodci).

Ze wroréw (2.35) wynika, iz drganiom nadkrylycznym odpowiada kat prze-
suniecia fazowego 8> 90°, drganiom podkrytycznym odpowiada $<90°. Dla dangj
wartodci B katy przesuniecia fazowego rozloZone sa symetrycznie WZglf;dem wartosci
$==90° i zblizaja si¢ do niej ze wzrostem stosunku B/B,,.

Dla wyznaczonej wartosci #, réwnania ukladéw (2.22), i (2.22), sa liniowo
zalezne. Uklady réwnan (2.22) zawieraja wige sze§¢ liniowo niezaleznych réwnan.
Uwzgledniajac warunki poczatkowe (2.13) uzyskujemy dwa brakujace réwnania.

Rozwigzanie szézegdlne ukiadu (2.20) ma postac

) X, =bB3 (x| cos T+x,c0837) +nB%, sint,
1

(2.39)
=bB%z, {cos 3t—c057),
gdzie
PINEOE A N
! )81 e ! . ﬁl ’
izps‘i‘ﬁi’l g = '}‘1P1+€1"1
eye,— Py’ 1 C1€3— [’)1)’1
er=fo—962, ' ¢2=po—902.

Po podstawieniu rozwiazan (2.17), (2.18), (2.28) i (2.39) do uktadu (2.12) otrzy-
mujemy nastepujacy uklad réwnan:

2

82 +ﬁ0 X, - Z,=P,cost+P;cos3t-}-P;cos Sf+

0 dz
(2.40) +P, sint+P,sin 3,
2
0 —~ P +y022 y, X,=R; cos T+R; cos It R3 cos 57+ '

+ R, sint+ R, sin 37,



OBROTOWO-SYMETRYCZNE DRGANIA TEUMIONE POWLOKI STOZKOWET 279

gdzie
P, =180, +b*B5p,—Bn* %, f,, P,=b*B%p,, Py=b*BSp,,

R1=Bﬂz+szsf‘Z+Bﬂ25€1 ?H"ch 76> R2=szs I’:, RS:szsrd-)
PliﬂbB:-}})t, F2=”bB3pS, RlzﬂbB3r:_Qsl V65 R2=qu3r89
Pa=— X, N HBX{+x)ps =22, ps,  13=2: K +(x] +X2)Fs—22, 1,

Pa=—9%, S+ (K] +2x) ps+21ps,  Fa= 921 F+(X]+2x,) s+ 21 g,

Pa =X2P5+Z1P6, Ta=XaFs 21 Te, l
1 1
Ps =y GBI—2852+54), rs= g (=312 2422y,
i 2 1 2
Pe =z(”’ﬁ3}~ +%ﬁ42ﬁ_3ﬁ5)’ r6="z())3l =275 4+375),
Py =25 =9 +x1 fotzi B, F=Rirs—Xin—z 7,
Pes =X Ps+3(x o2 B), Fg =X, rs“?’(xz Y1—Z1 Yo -

Rozwigzania szczegolnego uktadu (2.40) poszukujemy w postaci

24D X,=C,cos1+Cyc0831+Cy00557+ C, sint+C, sin 31+ &, sin 57,
' Z,=D,cost+D,cos3t+D;cosSt+ D, sint+D, sin 374D, s5in 57

Postepujac andlogicznie do postepowania w przypadku ukladu réwnan (2.20),
otrzymujemy warunki okresowoéci

(2.42) Q. =B (0,1 b*B* %> 8y), Q. =nbB*3,9,
gdzie ‘
* * - . n2 * %
o APt Birg _ XiAn b o _tnprthirs
2 A? 71+ 61 ’ P ¥+ B¢ ’ 4 Az 71+ By
Dla drugiego przyblizenia mamy o
(243} O.= an +Qc1 s Q= qu + Q51 .

Wrykorzystujac powyzsze zaleznodei w rdwnaniu (2.7} 1 przedstawiajge wielkoéci
Q. Oy,» O, 1 0, za pomoca zwigzkoéw (2.31) 1 (2.42), otrzymamy

(2.44) 0, = —b? B* Y, + 52 93 +nbB? (9** — §%),

gdzie

(2.45) G+ = + . ]/(S)z—(eusz NG S=2'
- bB? B, 0 bl n’

znak plos odpowiada drganiom nadkrytyczmym, minus — podkrytycznym.
Ze wzrostem B maleje wyrazenie pod pierwiastkiem, dla B=B,,. osiaga
zero. Warunek ten poshizy do wyznaczenia amplitudy drgan krytycznych. Pod-
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stawiajac W miejscc B wyrazenie {2.30) dostaniemy nastepujace réwnanie stopnia
trzeciego - ' . S :

3
@46y o Q:Qﬁgf’
gdzie c: T 9; §92)3 s plzy czym Sy -jést wartoscia funkeji 9 dla B=Bm”.
Dla >0 roarname to ma jeden pierwiastek rzeczwlsty |
(2.47) 00=1% 05 Buax»

gdzie .

‘/ ‘B/ 1 92 V3 .
2.48 B +.
048)  Buwr 34 = 1% 534( )
1 02 3
i 29, 290 59,

Kat przesuniecia fazowego 014z czestode drgan w druglm przyblizeniu okreslaja
WZOTY ‘

bB?' 190 3** . B80 2 a g
(2.49) cos f= — 3 , sind= 5 (F5+5bB*3,),
(2.50) 0% =0>—bB* 9, —b* B* 92+ 77?94 +1bB* 9,

Zalezno$é miedzy amplituda drgaf krytycznych B, @ czgstodein krytyczna
8, okrela réwnanie :

(2.5 - 9,3:92 —bB?

max

8, —b*BY 9,412 95,

i
gdzie 9, jest wartodcia funkeji 9, dla B=Byax
Rozwigzanie ukiadu (2. 40) spelniajgce warunki poczatkowe ma postal
X, —(szs x3+an3 X%, +9? Bxy,) 008 T+b%B% X cos3t+
(2.52) 452 B x5 c0s 57--nbB? X5 smr+r;rbB3 X%3sin3c,
Z,=b*B® 2, {cos. 3r.—cos 1)+ b* B® z3 (cos 5T—C0S )+
+fbe3 Z (sm 3r— 3 sin 1),

gdZié' - _
pzf)ugz s ) A2
& £ £ r
X=A(M"z R et Al ) PR 792 —%
3 By 2773 317 g ) 22 ﬁ( a— X1 fo)s
* *
o eng"rﬁl eaPatfita A(,Dr, 15 )
¢, = L Xg =TT, s = A\ ——=—3zZ
e ﬁ;)’t ’ esea— 171 By Ly
. = eaPstfirs . yipaters. : ylpﬁ-eg.u
= =, Z3 =
: €y €;— IGLVJ 2oejea=fin T €384 ﬁ17’1
7’1P8+€ g

= é: S250%, ey= '_2592_
6132 ﬂl)ﬁ s=Fo o +=%0 0
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Ograniczajac sig do “drugiego przybliZenia uzyskamy poszuk;wane rozwigzanie
ukfadu (2.4) dla harmonicznie zmncnnego wymuszema (2.5), spelniajace warnnki
poczatkowe (2.13) .

(2.53) X=Xt X4 X, Z=Zot+Z,+7;,

gdzie funkeje X, Z; (i=0, 1, 2) s okre§lone wzorami (2.18), (2.39) i (2.52).

Czesto§é drgan okrefla réwnanie (2.50), a kat przesunigcia fazowego WzoTy
(2.49). Amplitudg drgaf krytyeznych wyznacza wzér (2.48), a czestodé Lrytyezng
wrdr (2.51).

Powyisze Tozwigzanie jest szeregiem pot@gowym ze wzgledu na wielkoéei bB?, 1.
Aby szereg byt szybko zbieiny, co umozliwia korzystanie z kilku jego pierwszych
skladnikow, wielkodcl te musza byé male,

Na podstawie préb rozciggania [3] przy naprezeniach nie przewyzszajgcych
1000 kG/em? uzyskano dla czystej miedzi warto$é 5=0,323.10°, Dla B=0,001
mamy bB?=0,323. Wspolczynnik . tlumienia dla miedzi [14] przy odksztalceniach
postamowych o amplitudzie y=0,001 ma warto$¢ w=0,33; stad, (L. 23, n=0,0525.

Ograniczenja amyplitudy drgan wynikajg ownier z przyjecia zwiazkow geometrycz-
nych w postaci liniowej. Aby wartodci wspotezynnikéw oznaczonych gwiazdkami
byly ograniczone, zakladamy, Zze amplituda drgaf B zblizona jest do krytycznej.
Wynika stad, (2.34), Ze rozwigzanic opisuje drgania w otoczeniu rezonansu powloki
stozkowej poddanej dziatanin harmonicznie zmiennego wymuszenia "¢ malcj
amplitudzie. : :

3. ANALIZA WYNIKOW

W celu zilustrowania wplywu nieliniowoéci sprezyste] materialu na drgania
poprzeczne powloki sporzadzono opierajac si¢ na réwnaniach (2.36) i (2.50) wykresy
zaleznosei amplitudy od czestosci. Krzywe te zaleza od nastepujacych parametrow
m ornacza liczbe okreslajaca ilo§¢ potfal na diugosci powloki (2.2), x stosunck
grubosci powloki do jej dlugosei, B polowe kata wierzcholkowego stozka, u sto-
sunek najmniejszego promienia krzywizany powloki do jej diugedei, @ iloczyn stalej
materialowej a5, okreslajacej nieliniowos¢ sprezystag materiata (1.16) 1 kwadratu
modufu Younga E, v wspdlezynnik Poissona, # bezWymiarowy wspOicZzynnik thu-
mienia (1.23), § stosunek amplitudy bezwymiarowej sily wymuszajacej Q. (2.3)
do n '

Qg _»
n  yEn’

3.1 | S=

gdzie p, jest amplituda obcigzenia zewngtrznego normainego do powierzchni $rod-
kowej. Bezwymiarowe wspolrzedne okre§laja amplitude drgant i kwadrat czgstodci:
W nax s

(3.2) B= s 02—“?0)
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gdzie W, jest amplituda drgan poprzecznych (gigtnych), w oznacza czgsto$é drgan
wymuszonych réwng czestodci sity wymuszajacej, / dhlugo$é powloki (mierzona
wzdlaZ tworzgcej stozka) oraz p gestosé materialu powloki.

- Na rys. 1 przedstawiono wykres TeZONANSOWY dla réznych wartoci okresowej
sily wymuszajgcej. Ze wzrostem silty wymuszajgcej wzrasta amphtuda drgan kry-
tycznych B, oraz, w przypadka materiate o «mickkiej» charaktelystyce spre-
zystej (a,>0), maleje czestosé kjytyczna &, .

Zwigzek miedzy amplituda drgan Ba kqlem przesuniecia fazowego 9 przedsta-
wionto na rys. 2. Oczywifcie drganiom podkrytycznym odpowiadaja katy $<90%,
nadkrytycznym 8>90°, co wynika ze wzoréw (2.35) 1 (2. 49) W przypadku rezo-
nansu (B= Bmx) kat przesunigcia fazowcgo .97490" '

Ze wzrostem amplitudy sity wymuszajgcej rosna réznice migdzy pierwszym a dru-
gim przyblizeniem, dlatego dla najwickszej warto$ci parametru S przedstawiono
réwniez wykresy otrzymane z pierwszego przybliZenia (cienka linia na rys, 11 2).

Nastepne rysunki przedstawiajy zalezno§é maksymalnej amplitudy B, od pava-
metry S (linia ciggla) oraz zwigzek miedzy wspdlizednymi drgan krytycznych
Biaxs O (linia przerywana). Krzywe te nie zaleza od 5 ze wrgledu na pomijainie
maly warto$é skfadnika #2 95 w réwnanin (2.51). Ze wzrostem S rdznica migdzy
pierwszym (2.34), (2.37) a drugim (2.48), {2.51) przybliZzeniem powigksza sig (tys. 3).

Postugujac sie wykresami uzyskanymi w drugim przybliZeniu, przeanalizujemy
wplyw pozostalych parametréw na drgania powloki stozkowej.

Oznaczamy przez y, stosunek $redniego promienia stozka do dlugoéei tworzace;.
7 zaleznosci geometrycznych wynika wzdr

g
(3.3) : H= fhy l/l-ngﬂ'_T- _

Zmiana kata f§ przy stalej wartodci parametru u powoduje zmiang parametru
U, a stad, przy statych /, y i p, ulega zmianie masa powloki, Aby masa powloki nie
ulegata zmianie ze zmiang parametru-f, nalezy przyjac pa‘ramétr i, jako staly.

Wplyw zbieZnoéci stozka na drgania krytyczne powloki przy stalej wartosci
U przedstawia rys. 4. W pracy niniejszej rozwaia sig powloki o maltych zbieinoé-
ciach (f<20°). Dla =0 wzyskujemy charakterystyke dla powloki walcowej. Ze
wzrostem zbieznofei powloki stozkowej wzrasta ampliluda drgan krytycznych oraz
maleje czgstos¢ krylyczna przy niczmiennej wartofel parametru S,

Znaczny wplyw na wielkodei parametréw drgan krytycziych ma §redni promiess
powloki stozkowej (rys. 5). Ze wzrostem pardmetru u, roénie amplituda drgaf’
krytycznych oraz maleje czqstosc rezonansowa przy stalych waltoscmch pozosta-
tych parametréw. :

Wspolezynnik a,, okeetlajacy nieliniowo$é materiatu, a takZe wspdlezynnik
Poissona v, wplywaja nieznacznie na amplitude drgaf rezonansowych (rys. 6 1 7).

Drgania krytyczne powlok stozkowych wykonanych z materialu o wigkszym
wspolezynniku a, zachodza przy nizszych czgstodciach (rys. 6), natomiast wzrost
$cisliwodei materialu powoduje zwickszenie czestodci rezonansowei (rys. 7).
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Rys. 7

Zmijany parametru y w przedziale od 2-1072 do 8 1073 nie wplywaja na zmiang
wartosci analizowanych funkeii.

Wzrost parametru S w kazdym przypadku powoduje zblizony do liniowego
przyrost amplitudy drgaf krytycznych B przy jednoczesnej zmianie czgstoscl
krytycznej 6. Zjawisko to jest spowodowane zmiang czgstosci drgan wlasnych ze
zmiana amplitudy drgan, charakterystyczna dla powlok z materiafu nieliniowo
sprezystego. Jezeli w réwnaniu (2.51) wyrazajacym zwigzek miedzy amplituda
drgafi krytycznych B, a czestoscig krytyczng 0 podstawimy =0 oraz na miejsce
Boux i 8, odpowiednio B i 6, to uzyskamy zwiazek miedzy amplztuda a czestolcia
drgan wlasnych,
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PeswwM €
BPATNATEIIBHO-CHMMETPHYHLIE BEIHVIKIEHHEBIE 3ATVXAMONIHME
KOJMIEBAHMA KOHWYECKOHN OBOJIOYKH W3 CEKUMAEMOIQ HEJWHENHO

VIIPYTOI'O MATEPUAJIA

B paGore nOABEPTHYTH aHANAIY BPAIIETENLHO-CHMMETDPMYHEIE, BHHYIKISHHER, 3aTYXAI0Mue

xonebagud TOHKOH KOHEYECKOH# 0DONOYKE CO Ccpe3aHHoOM BepmimHOH, cBOGOOHO IOAmepToHl HA

ol

OMX Kpasfx, H3TOTOBJCHHOH H3 OMHOPONHOrO, W3OFPONHOTO, HENRHEHEQ YOPYrOro M CKHMAc-

morg marepmana. OrpanMUECE AHANMH3OM ManbiX XoncGaHmii, YTO IOIBOIMHIO NPEMERRIL
JmHeHHbBIE FeOMETPIIECKES COOTHONEHAN, TTONyYeHA CACTEMa NBYX HennHeiHHpX mudpepermipais-
HEIX YpasHEHWH B YACTHRIX NPOH3IBONHBIX YETBEPTOTO HOPAJKA, KOTODAA CBENEHA K OOBIKHO-
BeHHEIM YDABHCHMAM C NOMOMEBIO MeToia LBybHosa-Tanepkumsa ®m penieHa METOOOM Malloro
napaMeTpa, OrpaHMuMBaACE BTODEM npmOnmxenmeM. TIONyYeHHsie pemess, MIUTFOCTPHPYIOUHE
BOWAEMC YOPYTO#l HENWACHFOCTH Ha Konebamia OOONOYKH, TIpEACTABNEHL! B IpadimdecKom
BHIE.
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SUMMARY

FORCED AND DAMPED ,ROTARY-SYMMETRIC VIBRATIONS OF A CONOIDAL
SHELL MADE OF NONLINBARLY K ELASTIC COMPRESSIBLE MATERIAL

~ The paper deals with an analysis of the forced and damped rotary-symmeiric vibrations of
conoidal shell having cut apex boeing, freely supported on the both wedges and made of homo-
_gencous, isotropic nonlinearly elastic and compressible material. Assuming small vibrations it was
possible to apply linear geometrical vibrations, The obtained system of two nonlinear partial
differential equations of the fourth order was reduced by means of the Bubnov-Galerkin method -
to the ordinary differential equations which by turn were solved by the small parameter method
-with an accuracy of the second approximation, The solutions obtained illustrating the influence
of the elastic nonlinearity on the vibrations of shell were presented in a form of diagrams.
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