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W niniejszej pracy, stanowiacej kontynuacje pracy [3], zajeto sig rozwiazaniem zagadnienia
plastycznego rozciggania pretéow zwitych, wykonanych z materialn idealnie plastycznego. Skorzy-
stano z warunku plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky'ego i teorii plastycznosci Hencky'ego-
Tiuszyna (lub Levy'ego-Misesd). Problem zostat rozwiazany za pomoca metody malego parametru
w krzywoliniowym, ukoénokatnym ukiadzie- odniesienia £, , {, przy czym napreZenia i odkszial-
cenia rozpatrywano w lokalnie ortogonalnym ukiadzie wspolrzednych &, #, z, Za maly parametr
przyieto jednostkowy kat zwicia preta 3. Prace zilustrowano przyktadami plastycznego rozciagania
preta zwitego o przekroju eliptycznym oraz preta zwitego o przekroju kolowym z malym wcieciem
kotowym. Wyprowadzono przyblizone wzory okreflajace no$no$¢ graniczng przy rozcigganiu roz-
wazanych pretow.

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Prety zwite w stanie naturalnym stanowia model licznych elementéw konstruk-
cyjnych (wiertta, §migla itp.). Teorig plastycznego skrgcania z rozcigganiem takich
pretéw sformulowano w pracy M. ZyCzZKOWSKIEGO i M. GaLosa [3], w ktdrej po-
dano réwniez przyklad obliczen dla preta o przekroju kwadratowym oraz omowiono
pokrewna literatur@‘ dotyczacq glownie zakresu sprezystego.

Obecna praca stanowi kontynuacje pracy [3]. Réwnania podstawowe wyrazono
w krzywoliniowym, ukosnokatnym uktadzie odniesienia ¢, #, {, przy czym napreze-
nia i odksztalcenia rozpatrywano w lokalnie ortogonalnym ukladzie wspotrzednych
£ #, z (rys. 1). Podejécie takic pozwala z jednej stromy na zachowanie korzySci
wynikajacych z zastosowania ukladéw ortogonalnych, a z drugiej — na redukeje
problemu tréjwymiarowego do dwuwymiarowego przez uzasadnione tu pominigcie
pochodnych naprezenr i odksztalcen wzgledem zmiennej . ‘Do wyprowadzonego
uktadu 16 nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych zastosowano nastepnie
metode malego parametru, prowadzacy do linearyzacji i czgsciowego rozprzgZenia
uktadu. Jako maty parametr przyjeto jednostkowy kat naturalnego zwicia 9, tak,
7e rozwiazanie niezaklécone okreslato stosunkowo prosty stan graniczny dla pretéw
pryzmatycznych (niézwitych). Kolejhé pdprawki zostaly okre§lone réwnaniami
zblizonymi do pewnych rownai teorii spreZystosci dla rozpatrywanego obszaru
przekroju preta.

W obecnej pracy wyprowadzimy pewne dalsze zaleZnoéci o charakterze ogdlnym
oraz podamy kilka dalszych rozwigzan szezegblowych ograniczajac sig do przypadku
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czystego rozciggania (lub Sciskania) preta. Pierwsza poprawka jest wtedy okreslona
réwnaniem typu Poissona analogicznym do wystepujacego przy problemie sprezy-
stego skregcania. Rozpatrzymy wige ksztalty przekroju pokazane ma rys. 2 (elipsa
i kolo z weigciem kotowym), dla ktérych rozwigzania zagadnienia sprezystego skre-
cania sg szczegolnie proste.

¢

X / Lokalny vklad
& Y : adhiestenia
‘ i i

Rys. 1

Nie bedziemy tu cytowaé wyjsciowego ukiadu 16 réwnan nieliniowych, wypro-
wadzonych w pracy [3] opartej na teorii Hencky’ego-Ilinszyna lub Levy’ego-Misesa,
przytoczymy natomiast réwnania liniowe dla kolejnych poprawek; ulegaja one
Znacznemu uproszozeniu przy ograniczeniu si¢ do czystego rozciggania. Dla niepa-
rzystych poprawek n mamy wiedy Og =0y, =0.0= Tam="Es=mu=Em™= Veu= 0.=0;
istotnie, wyzej. wymienione wielkoéci nie ulegnq zmianie przy zwiciu preta w przeciw-
ng strong (zamiana Py na —9y), zatem s3 funkcjami parzystyml parameiru 9.
“Pozostate niewiadome sa okrelone réwnaniami
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gdzie p oznacza modul w réwnaniach Hencky’ego-Iliuszyna lub Levy’ego-Misesa,
a przez A i B oznaczono dla skrécenia operatory

m___{( _.t?.u__ 3) B"‘i( a_ 3)
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.
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Rys. 2

Réwnania (1.1), 1 (1.1);, wynikajace z warunkéw nierozdzielnosci, nie sa przytym
niezalezne (co mozna sprawdzié przez réZniczkowanie pierwszego z nich wzgledem
# 1 drogiego wzgledem £ oraz wykorzystanie warunkdéw nierozdzielnosei dia Exn—13
Enn—1y | Yanga—1))s tak wige otrzymany ukiad okresla cztery niewiadome 7y, Tym
Ve 1 Yym- NapreZeniowy warunek brzegowy na swobodnym konturze F (¢, )=0
ma przy tym postac

(1.3) : Toan Pyt Ty Fy=— (F y—EF ) 0, (415 -

Dla parzyst_ych poprawek 2 mamy natonliast Te, = Tym = Yeu = Yy =0, 5a to bowiem
- nieparzyste funkcje parametru , a pozostale niewiadome sa okreslone réwnaniami
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(po poprawieniu kilku bledéw w znakach i wskaZnikach, ktdre wkradty si¢ do pracy
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Réwnania (1.44), (1.45) i (1.45) nie sa niezalezne, lecz okreflajg to samo odsztat-
cenie &,; uklad pozostalych 8 réwnan okre$la Gz Ouns Gons Tenns Exy Bus Yegn 1 P
NapreZeniowe warunki brzegowe na konturze przekroju majg postad

) Uan;+T§runFlr: _(’?F;_‘ff?;) Tez(n—13»
(1.5 , ' p :
Ten F§+6nll Frr: w(ﬂ F&"'éFn) Tyz (n—1)-

Po okresleniu napre¢zenn w postaci szeregéw malego parametru 9 moZemy wyrazié
site podiuzng, okreflajaca noéno$é graniczng preta, wzorem

w .

(Le) N= ) %[ o.,da,

n=90,2,4,. A

gdzie A oznacza pole przekroju preta. Moment skrecajacy w rozpatrywanym przy-
padku czystego rozciggania jest rowny zeru, a wynikajacy stad ciagg réwnanh

(17) ff (Tuznfﬁﬁffznﬂ) dd=0 P = I, 3, 5.
i .

okresla pewne stale, pojawiajace sie przy catkowaniu réwnant (1.1) dla nieparzy-
stych poprawek.

2. OGOLNE WZORY DLA DWOCH PIERWSZYCH POPRAWEK

W pracy niniejszej ograniczymy si¢ do efektywnego okredlenia tylko pierwszej
i drugiej poprawki, a w tym przypadku podane réwnania ulegaja dalszym uprosz-
czeniom. W przyblizeniu zerowym — dla czystego, idealnie plastycznego rozciagania
preta pryzmatycznego — mamy dla dowolnego ksztaltu przekroju o,, =0, =const;
pozostale skfadowe stanu naprefzenia sa réwne zeru, a funkcja ¢=g¢, przyjmuje
pewng dowolna, dodatnia warto$¢ stata (w przypadku teorii Hencky’ego-Iliuszyna
musi zachodzi¢ po> 1/2G). Pozwala to na zapisanie réwnai (1.1) dla pierwszej po-
prawki w postaci wspélnej, niezaleznej od ksztattu przekroju. Pierwsze trzy rédwnania
sa mianowicie wtedy rownaniami jednorodnymi, a scalkowanie i zestawienie razem
drugiego i trzeciego daje
; Pzt _ Yzt
2.1) e o

gdzie D jest pewna stala; okresla ona kat skrecenia preta (przyrost kata naturalnego).
Odlksztalcenia sg zwigzane z napreZeniami dwoma ostatnimi ‘réwnaniami (1.1),
ktore tu przyjmuja prostg postac ¥, =2@eTy 1, Ye1 = 200Ts,- Wobece jednorodnosci
plerwszege z réwnan (1.1} sparametryzujemy je funkcjq Prandtla:

_:D,

v, dyry
(2-2) T"ézl = 577: k] Tyz1 = _é_é—_ s
a po podstawieniu do (2.1) otrzymujemy

(2.3) . . Vip,=-D,
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gdzie D=D/2¢p,. Warunek brzegowy (1.3) przybiera postaé

dyry. oy, P

(2.4) el I

=—(1F;—~F,) 0.
Wobec spelnione] wzdiuz konturu zaleznosei
2.5 Fodé+Fydp=0

mozna zamiast (2.4) napisad

a '/fx
(2.6) 5 m(:;dq+gd¢) To,
a po scatkowaniu )
. - :
2.7) vi=—(+n?) 5+ C.

Otrzymane zagadnienie brzegowe réZni sig wige warunkiem brzegowym od klasycz-
nego zagadnienia spreZystego skrecania, ale przy znajmodci rozwiazania tego ostat-
niego ywzglednienie warunku (2.7) nie nasirecza juZ Zadnych trudnodei, Wystarczy
mianowicie zalozy¢ rozwigzanic w postac

a
28) pr=C— (@) Fay,,

gdzie funkcja w, stanowi rozwiazanie zagadnicnia skrecania z jednorodnym wa-
* runkiem brzegowym, aby spelnié i réwnanie (2.3) i warunek (2.7). Staty « nalezy
przy tym obliczyé z warunkun zerowania sie momentu (1.7); dla w; wedlug wzoru
(2.8), wykorzysiujac zwiazki (2.2), otrzymujenty

. aeJdy
(2.10) . o= 2]‘]' W_SL’IA H
SRSt
gd;ie Jo oznacza biegunowy moment hezwladnodei przekroju preta. Stata D, pro-
porcjonalna do kata skrecenia (dodatkowego), wyniesie

2.11) : D=20y—aVy,.

Poniewaz o,;=0, wicc w pierwszym plzybhzemu kat zwicia 9, nie ma wplywu
na nofnosé gramiczng preta N.

Zajmijmy sie teraz ukladem réwnan (I.4) zapisanym w cely okrEélenia'poprawki
II-go rzedu (n=2). I tutaj nastepuja pewne uproszezenia: w zwigzkach fizycznych
prawe sirony réwnan sg rowne zeru, takie w warunkach nierozdzielnodei oraz
warunkn plasiveznofci pewne wyrazy sie zeruja. Réwnania rownowagi (14), i
(1.4), przyjmuja postad

80y N Jrye _ OA Otz | o _ 9

211" — 2=
2119 aE o "o I a e’
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S S T _ '
gdzie A=y ‘“TS’{""{T'? jest wobec (2.3) funkcjg harmoniczna, Wprowadzajac
funkeje harmoniczna f'(¢, #) sprzezona z funkeja A (¢, ), otrzymujemy uldad réwnad
analogiczny do ukladu rownai plas_kiego zagadnienia teorii sprezystosci z sitami
masowymi, posiadajacymi potencjal f. Spelimy je wiec tozsamodciowo Wprowa-
dzajac funkcjg naprezen @, (¢, ) w nastepujacy sposdb:

o, TP, 3 &,
7+f(é: 77): 0'112=8_¢-2+f(§,71), Tays = — 36&?] .

Rownania (1.4),, (1.4)s, (1.4)s, jak juz Wspommano wezesniej, nie sa niezaleine
i sluzac do wyznaczenia ¢,,. Wykorzystujac warunek niescidliwodei {1.4); oraz réw-
nanie powstale w wyniku odjecia stronami réwna# (1.4), i (1.4)y mozemy wyrazié
gz 1 &y, W postaci funkeji e,,, @, £(&, 1) (réwnanie powstale w wyniku sumowania
zwigzkow (1.4)g i (1.4), stuzy do wyznaczenia p,). Podstawiajac vzyskane w ten
sposob funkcje &, 1 &, do warunku nierozdzielnodci (1.4), oraz wylcorzystujac
réwnanie (1.4),, otrzymujemy réwnanie, ktére powinna spetniad funkcja @,:

212  opm=

82 £2 32 €22

o&? on?

po V4D, (1) =

Lecz, jak latwo sprawdzi¢ opierajac sig na (1.4,) i (1.45),

%8, 8%g,

& o O
stad wynika réwnanie biharmoniczne
(2.13) V&G, (&) =0.

Warunki brzegowe (1.5) zapisane_pfz'y wykorzystaniu zalezno$ci (2.12) przyjmuja
postad

»2d, PP,

’

' ' aWI ' .'
< 67?2 _Fu aﬁan - (rf‘Ft’—éFn) _317 _‘F&f(éla ﬁ)!

F
2.14
@19 , 20, | &,
F§ afan _F?riagz_zg(ﬂFg éFlj)m-*-FJ]f(fif?)

Rozwigzujac rownanie biharmoniczne (2.13) z warunkami brzegowymi (2.14) na
konturze przekroju oraz wykorzystujac zwiazki (2.12) mozemy okresli¢ Teay Oyas Tonz-
Interesujaca nas wielko$¢ o,, wyznaczymy z warunku plastycznosci (1.4,,), ktéry
dla n=2 przedstawia si¢ nastepujgco:

(215) Ozp (20-22 “652 - 0-112) =—3 (ngl + Tl?z])

lub po wprowadzeniu funkcji naprezef yy i @, oraz podstawieniu o, =0,

3
(2.16) a2 =f(&, )+ Vi, (&) —“lgladwl(i,n)i



126 ANDRZEJ DUDEK I MICHAL ZYCZKOWSKI

Jak widaé, problem okreslenia poprawki 1I-go rzedu sprowadza si¢ do znalezienia
funkcji bikarmonicznej @, (£, #) spetniajace warunki brzegowe (2.14). W przedsta-
wionych ponizej przyktadach zadanie to rozwigzemy $cifle bad? tez przy zastosowaniu
przyblizonej metody Trefftza. Przyjmujemy rozwigzanic w postaci

{217) ! 62:6{1 ¢1+a2§52+a’3¢3+“'+am(ﬁm> . -

gdzie @, Pz, P, -..n By 53 funkcjami biharmonicznymi.
Nieznane wspolczynniki ay, a3, dz, ..., Gy WYINACZymy Z warunku

(2.18) ' I= [ [@,],— B, J? ds=min,
5

* gdzie s oznacza kontur rozwazanego przekroju, @sly ®,), wartodei funkcji @, i @,
na brzegu (konturze) przekroju. ' '

Na podstawie (2.18) otrzymujemy nastgpujgcy uklad réwnan dla wyznaczenia

@y, dy; 35 oovy .
aJ _ 3Dyl o

(2.19) e —ZSf[dﬁzlkwdizlk]—aa—i—ds=0, i=1,2,3,.. m.
O doborze funkoji @, Bas By --r» P decyduje postaé warunkow brzegowych (2.14)
zapisanych dla rozwazanego przekroju.

3. PRZYKLADY

Przedstawione powyzej rozwazania zilustrujemy przykiadami. Rozpatrzymy
przypadek preta zwitego o przekroju eliptycznym (rys. 2a) oraz preta zwitego
o przekroju kolowym z malym weigciem kotowym (rys. 2b), przy czym frodek
weiecia (okrag o promieniu r) przyjeto tu na brzegu kofa «podstawowego» o pro-
mieniu R. O wyborze tych przykiadow zadecydowalta znajomosé stosunkowo prostych-
rozwigzafi zagadnienia sprezystego skrecanmia pretow pryzmatycznych o takich
wlaénie przekrojach [1}, tj. znajomosé funkeii .

3.1. Przekroj o ksztalcie eliptycznym
Dla tego przekroju na podstawie [1], przyjmujemy

To & o9 )
{3‘1) Wa_?(?+ bz —1 [

a stad, wykorzystujac wzor (2.8), mamy

: Jo g (&% #° )
D PSR~ T L TR | B
(3 ) ?’1 C 2 (E*+7) ) (a2+b2 1

Parametr o;. wyznaczamy korzystajac ze wzoru (2.10); otrzymujemy

1
(3.3) o‘.=”2-a2(1+52),
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gdzie d=b/a. Naprezenia t.,, i 7,,, sa okreslone wzorami

. 1—482 1—-52
34 T.:nzﬁfﬂoﬁ, T,m:_z—“ oo .

Rysunek 3 ilustruje zaleznosé (3.3); na rys. 4 przedstawiono rozklad naprezen
stycznych bedacy rozwiazaniem poprawki I-go rzedu.

. Y )
=4
21 o 26a
1 l g3
&
. ">|'=u1
3
. . - (e
a5 1 ]
0 ‘] d"? a .
Rys. 3 . Rys. 4

W celu okreslenia poprawki II-go rzgdu nalezy znaleié rozwigzanie réwnania
biharmonicznego (2.13) z warunkami brzegowymi (2.14), ktére dla rozpatrywanego
przekroju eliptycznego przedstawiaja sic nastepujgco:

& 3D, g ao, 1 (1—(52)(3+§_‘*‘)§2 1 {L—6%

Z ap b ke @00 e T 0% g 6

3.5

@) & b, n P, | (1-0H@s*+DH 1 (1=
@ ofan  b* arr g O° 40 SNy G m

o L (-6 |
gdzie podstawiono f (&, #)= T & —9.
Przyjmujemy rozwiazanie w postaci
(3.6) B, (Emy=a, (&* =3 ) +a, (n* =38 y") +as Etagn?.

Po wykonaniu odpowiednich operacji réimiczkowania na funkeii (3.6), wstawieniu
otrzymanych funkcji do wzordw (3.5) i rozwiazaniu otrzymanego ukladu townan
wrgledem niewiadomych a,, a@,, @i, ¢, znajdziemy

1 (1-83)(36+1) 1 (1= (5+3)
M= g e &5 BTy % P
(3.7
' dy= —.a4=700a2(1—52),

zatem zafozenie (3.6} prowadzi do rozwigzania Scistego. Wykorzystujac zwigzek
(2.16) latwo znajdziemy poszukiwana wielko$é o,,:

3 , 7>
(3.8) G’zz=—'€ go(l—82Y2 & +? .
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Rysunek 5 prredstawia wykres powyzszej funkeji dla d=0,5.
Nosnosé graniczna przy rozeiaganiu preta zwitego o przekroju eliptycznym
wyraza sie, na podstawie (1.6), wzorem

A 2 3 22(l+52) 2 g2
{3.9) N=o,nma*od 1—5(1—5) 5 @ S+

Gro=~084 %

/
| N
=len E
= G

\ R GZZ :_QQTII ZI.%

Rys. 5

‘Obliczona sita N nie moze by¢ mniejsza od sily wyczerpujacej noénoéé graniczng
przy rozciaganin preta okraglego o promieniu b wpisanego w rozwazany przekrdj,
tj. Nz, na® 62, Te graniczng warto§¢ moZna uznaé za asymptotyczng warto$é
wyrazenia (3.9), gdy $,—o0. Przyimijmy, podobnie jak w [3], nastgpujaca funkeje
aproksymacyjna dla N

3.10 N 25 1+Gy
. N=0gma* 0 3 -
¢.10) 0 1+E, 9
N
g’ =
N, = 15708 opa
15 o .
T #O3EB(Hal 2
N= 157085 arina 007
1w \
\
\ A, =0 78545,0°
\ =4 o
46 \
\  Fersmega-gasisia,a)
P
I i L 1 \ -
o 1 2 3 4 5 (at,)

Rys. 6

Zadanie identycznodei rozwinieé funkcji (3.10) i (3.9) oraz ich wartosci asympto-

tycznych determinuje stale G, i Ey:
3(1—8%)2 (1 +62 3(1—58%)2(1 +6%)
{3.11) G,= ( ) > ) o, ST T
32(1-8)4 . 32(1—-8)d

Rysunek 6 przedstawia powyzsze obliczenia dla §=0,5.

2
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3.2. Przekrdj kolowy z malym wcigciem kolowym

Wielko$¢ weigeia charakteryzuje bezwymiarowy stosunck x=r/2R. Jak moZna
zauwazyé, Srodek ciezkodci rozwazanego przekroju nie znajduje sic w poczatku
uktadu wspélrzednych &, » (nie pokrywa si¢ ze §rodkiem cigzkodci «kola podsta-
wowego»); of preta zwitego o takim przekroju nie
Jest linig prosta lecz krzywa przestrzenna. Po przyto-
zeniu do koncow rozwaZanego preta zwitego sit roz-
clagajacych N w przekroju obok naprezen pochodzg- ol
cych od rozciagania wystgpia réwniez napr¢Zenia po-
chodzgce od zginania. Dopuszezajac jednak jedynie e

al

. e . . - ;o ,/
male wielkodci weigeia (c<0,1) moZna przekonad sie, a5
e przesunigeie frodka cigZkodei rozwazanego przekroju
w stosunku do- frodka cigikodei «kola podstawo- L
wego» nie przekracza 0,015 R, a udzial naprezefi po- o az o4 16 *
chodzgeych od zginania nie przekracza wartoscl Rys. 7

0,05 020 Z- tego powodu przy obliczaniu noénosci

granicznej rozwazanego preta wplyw zginania zostal pominiety, a wyprowadzony

dalej przyblizony wzor na sil¢ graniczna N mozna uznaé za poprawny dla x<0,1.
Na podstawie {1] dla rozwazanego przekroju mamy

.(3 12) . — [ f R)? 4 2 _ _62-1—_??_

- We=0g ( — ) 17 (é R)2+112’

2 nastgpnie wykorzysiujae wzdr (2.8)

! - hﬂ 2 2 2 .2 __‘fz +_’? — R
(3.13) wy=C 2 (& +n*)+ao, [(E—RY +7°—r ](5 R

Parametr o okreslamy korzystajac ze wzoru (2.10):

o e —8x*y arc cos -+ (1 +10x2) V1-s?
2 [(1—8k2 —8x%) arc cos x+(1 + 1412 xc V1 — 1}

(3.14)

Funkeje (3.14) ilustruje rys. 7. Wzory na naprezenia 7y, 1 7,,; przedstawiaja sig
mnastepujaco: :

(&~ Ry }
' i “°"+2"°°‘{”+8R3 R+ P
(3.15)
n—(E—R)?
'”"“="°‘f*2°'ﬂ°‘{f—“”*‘zmz_ﬂ

gdzie o okreflono wzorem (3.14).

Dla okreflenia poprawki II-go rzgdu mnaleizy znaleZé rozwigzanie réwnania bi-
harmonicznego (2.13) z warunkami brzegowymi (2.14), ktére w tym przypadku
przyjmuja postac:

Hozprawy Inzynierskie — 9
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dla (€~ R)?+12 —r2=0

ro, &0, |
€— R) ~1 aken =go R(E—R)* —40e R* i (1—20) +
(3.16) - +200 R2(E~R) e,
a2 952 9% P,

— 6o REn+2a6, R 7

dla &2+#?—R*=0 .

é_fa—z"'{%*— & 2 = —dg, 2R3

(3.16") P " acon TR
5% @, P, .
f—awga?-n—"gg——tlcrom}{_é * R

W powyiszych réwnaniach podstawiono funkeje harmoniczng
T = 2QR-Y[(E—RY* +n*]— 4(é R)ZR
7 [(E— R +n°P

Przyjmijmy rozwigzanie w postaci

| i -
(3.17) @ ({m=aln [E V(E-RP 41 ] + @ (E—R)In [}? 1/(5—-12)2”2] +
tay [ =3 (E— Ryl +a, B +asE v agEn* ay [t —3(E— R 7*].
Po wykonaniu odpowiednich operacii rézniczkowych na fankeji (3.17) 1 podstawieniu
otrzymanych wynikéw do wzordw (3.16) mamy :
dla (£ —RY+#*—r?=0

€— R) ?2(1? [2¢— R)2 4R* 1]+ 124, (E—R)n* +

4c2R2 . , 7
+2a5E(E— R)+2a6(<f R)*— 2116?2—18(“3+a7\(§”1?)3
(3.18) +48R21c2 (a3+a7)(§ R) GOR(é R —de, RPx?(1—-200+
200 R* (6= R),
ay as
Tawer ' wer _
+6(aa+a7)113—12(a3+a7)(é—R)211=waoR&fr]+2owoRzn;

(E—R)+2as (E—R)n—2asn—6as én—12a; 8+

dla. 524‘772—}{2:

[/
- Q(R:é) _ﬁ 4 120, Gy +das €424 (s +a) R +6(aytan) REC—

—12(£I3+517)R3—2a5R2—18(613"‘(17)6 :—40'00C 2R3,.

_c.z_%.”(ﬂi)_+2 2 =6 f 12 (:2 18( 62
TIRER-9) as En—2d5 1 a4 & —12a5 i1 az+aq). rr+

(3.18") R-¢

+12(a3+a-,)R§f]+6(a3+a7)R = 40’00‘ K*R%,

R-&-
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Przyjmujac
i
a, =80, R¥rx% 0, az= ~ 16 %0 (1—4w),
1—22)
04 =y G RU =26~ Fpea

i 1
as =& oo R2K*a M?00R2(1—4a),

1 1 ay 5
6 =" o R (1—-4x%)+ ?GOR(I —4a) TR 1T gg 0 {1 f4oc)
spelnimy $cisle warunki brzegowe (3.18), i (3.18),. Pozostaly do dyspozyeji wolny
paramelr g, wyznaczymy metody Trefftza, spelniajac w sposdb przyblizony warunki
brrzegowe (3.18);, i (3.18);. Po wykonaniu odpowiednich rachunkdéw oirzymujemy

3.19 ’ cay =20y Rtay,
gdzie i
T

L= ”[5 12ﬁ+4ﬁ"—(1 3ﬁ—1—4ﬁ2)(1 4oc)](n a.rccosﬂ)+161c ﬂarcoosrc+
212 37 103

[ 163 14,05 ‘s . (
ELAET] /’) ﬁ A ﬁ 105 30 £ 210
201

'102 1
+?ﬁ3——~35——ﬁ4+ ﬁs—ﬁﬁﬁ)(l 4on)-i-—rc3(4 66~ ﬁ2+3ﬁ3)—

2

16
———-—rc3(7+2,5’+13ﬂ2—12ﬁ3)(1 40&) rc]/l —x?

1 .
M= 4 (7—8f+4p%) (m—arc cos f) +16 k% arc cos i+
+[176 28 44 - 13 " 5+ . ]/ -
576 p— 15]5' ﬁ ﬁ ﬁ 16ﬂ1c 1—%* >
przy czym k=r2R; o okteéslone jest wzorem (3.14) oraz f=1-—2x2,

Znamy juk wszystkie parametry we wzorze (3.17), Wykorzystujac teraz zalezno$é
(2.16) okreSlimy o,,, a nastgpnie poprawke Il-go rzgdu N,. Na rys. 8 przedstawiono
rozklad naprezed o, dla x=0,1. Poszukiwana noénos¢ graniczna przy rozciggania
preta zwitego o rozwaznym przekroju wyraZza sig wzorem
(3.20) N=20, R?[(1 —2x?) arc cos ;c+rq]/1 —x? j-

— o R* ({2!62 M4+ —2e) {1 —x2}—ae] +—§— [(1—4r? — 8™} (1-2e)* +
+ 16ax? (1 Hou)}} arccos k + {% [(1 + IOkz) (1 —2u)%— 160 (1 — )] —

— 2K [2?._0& + %“ (1—x2) [3; +2(1 —1.400] - ao]} K ]/ 1.."._ ic? ) 33 +

gdzié‘ & ‘okredlone jest wzotem ‘(3.14)7 oraz a; wzorem (3.19).

e
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Przyjmujac dla (3.20) formule aproksymacyjna w postaci

_ 1+G, 9%
AT — 2 _ 2 . g2 S
{3.21) N=20,R2{(1 —2x*)arc 0051\.-I~1c]/1 K] 1+E, 82

Oy
_pgy i
Z opR!

Ozz

a7z, R
Ak

04522
Z_WGGR"
‘ a7 5 -
Q‘W%M
Gzr2
0542
Rys. 8

stale G, i E, wyznaczymy na drodze analogicznej do przedstawionej w przykiadzie
p_oprzedi}im. Za wartosé asymptotyczna funkeji (3.21) przyjmujemy teraz warto$é
N,=7nR? (1-2i?) 6. Przykladowo, dla x=0,1 mamy

| 1+0,678(% R)?
1+1,038 (9o R)? °

(3.22) N=3,081c, R

Funkcje (3.22) ilustruje rys. 9.

|
oot =
’ Wp=30810,R"
3= z
= ¢ POETB{R)
o IR oy
2 N— =
\ Ny=2011 5,R*
1 \\‘/ i-3,0816,R*[-03602(0,R)"]
i
| II| i H 1 I |
0 7 2 3 4 5 6 (%K)

Rys. 9
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Pesmwme

HEKOTOPBLIE C/IVYAM TIPEJENBHOM HATPYIKM PACTATMBAEMBEX CBEPTLIX
CTEPIKHEI

B macrosmeil paGote, cocrapmmrouledl npogomkerde paborwl [3], saHEMaroTcH pemenmen
3afaud MHACTHYECKOTO PACTHNEHA CBEPTEIX CrepikHell, BIrOTOBNEHHEIX H3 MECANBHO MISCTH-
qecKoTe Martepmana. Monosipsopadsl ycnobme nnactaumoct DyBepa-Mmseca-Tenxm m Teopms
nrtacTayroct Dedcu-Wlstommana (umu Jlepm-Mmzeca). 3agaua pemefa OPHE TOMOMR METO
MAIOTO [ApAaMETPa B KPHBOIFIHEHHOH, KOCOYTONLHON CHCTeMe KOOpAuHAT &, 7, {, IpmrueM Hampa-
eyt M ieopMali PACCMOTPENE! B JOKANLOO OPTOTOHANBHON CHCTeMEe XOOpHHEAT £, 7, Z.
Mansd DapaMeTpoM DPHHAT €AHAETHLIN Yrod CBEPTRH CTepkHa $y. Pabora mmmoctpmpopana
TIPHEMEDAMEA IHACTHIECKOTO PACTREHES CBEPTOIO CTCPEHA JNIHNTAYECKOTO CEHCHHEA, a Taloke
CBEPTOTO CTEPXKHS XPYTOBOTO CEUCHHA ¢ MAIEIM EPYTOBBRIM Bpe30M, BoiBemeHs! OpHOMIDECHHETS
$opMyTEl ONpeReNAIONTES IPEACIBEYIO HATPY3KY [IPH PAcTIKCHAN DACCMATDHBACMBIX CTepIKHEH,

SUMMARY

CERTAIN CASES OF LIMIT CARYING CAPACITY OF NATURALLY TWISTED BARS
’ IN TENSION

In the present paper, which is a continuation of paper [3], the problem of solution of plastic
tension of twisted rods made of perfectly-plastic material is considered. The Huber-Mises-Hencky
yield condition and Hencky-Ilyushin (or Levy-Mises) plasticity theory are applied. The problem
is solved by a small parameter method in an oblique curvilinear system of reference &, #, £, but
the stresses and strains are considered in a locally orthogonal system of coordinates &, ¥, 2. As
a small parameter the unit angle of natural twist of the rod 8¢ is assumed. The paper is illustrated
by the examples of plastic tension of twisted rod of elliptic cross-section and of twisted rod of
circular cross-section with a small circular notch. The approximate formulae determining the limit
carrying capacity in tension of the rods considered are derived.
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