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MOST WISZACY Z KRATOWA BELKA USZTYWNIAJACA O BUDOWIE
REGULARNEJ

RYSZARD SYGULSKT (POZNAN)

W pracy rozpatruje si¢ zginanie regularnej kratowuicy mostowej podwieszonej do ciegna.
Problem opisany zostat przez uklad nieliniowych rownafi réznicowych. Rozwiazanie zadania zli-
nearyzowanego olrzymano w postaci zamkm@tej dla przypadku obquenra sila dzm%ajacq w dowol-
nym wezle kratownicy. Do uzyskania rozwiazania nicliniowego ukladu rownan zastosowano me-
tode Mewtona-Kantorowicza, Problem zostal zilustrowany przykladem liczbowym.

1. WsTEP

Zagadnienie zginania belki wzmocnionej ciegnem jest ogélnie znane. Rozwiazanie
wedhug wetody S.P. Timoshenki moina znaleZzé w monografii W. NOWACKIEGO
[5]. W ostatnich latach problematyce obliczania statycznego mostéw wiszacych
poswigcono wicle prac. Opracowano szereg metod obliczeniowych, przystosowanych
do wykorzystania komputeréw (por. np. [1, 2, 3, 71 9]. Inzynierskic metody obliczef
zawarte sq w monografii KaczURINA, BRAGINA i Jerunowa [4]. W wiekszoscl
metod przyjmuje sig, Ze belka usztywniajgca ma sztywnoéé na zginanie EJ. W prak-
tyce bardzo czgsto jako belke uszywniajgca stosuje sie kratownice i w zwiazku
z tym trzeba kratownicy przypisa¢ moment bezwladnosci. Najezeéciej obliczamy go
jako moment bezwladnosci pasa dolnego i gérnego kratownicy wzgledem. ich §rodka
cigzkodci. Obliczajac w ten sposob sziywnoéé kratownicy nie uwzgledniamy wplywu
krzyzuleow na odksztalcenia kratownicy.

W przypadku, gdy kratownica ma regularna budowe, problem statyki mostu
wiszgcego moina sformulowa¢ za pomocg réwnafl réznicowych. Réwnania
réznicowe problemu s3 nieliniowe ze wizgledn na nieliniowo$é geomelryczng
ciggna. W pracy podano najpierw rozwigzanie zlinearyzowanych réwnan. Do roz-
wiazania nieliniowych rdéwnan zastosowano metode .Newtona-Kantorowicza.
Przedstawiong metodg obliczesi zilustrowano przykladem liczbowym.

2. ROWNANIA ROGZNICOWE PROBLEMU

Rozwazmy jednoprzestowa regularng kratownicg podwieszona w weztach pasa
gérnego za pomocs wieszakéw do ciggna noénego (rys. 1), Przemieszczenia weztdw
pasa gbérnego kratownicy i wezldéw ciggna nosnego, kiére oznaczamy odpowiednio
w, i 9, traktujemy jako funkcje zmiennej dyskretnej r; r odpowiada numeracji wezlow
(r=0, 1,2, ..,n). P, jest sita zewnetrzng przylozona do wezla r pasa gérnego kra-
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townicy, a X, jest sily w wieszaku laczacym wezel » ciggna i kratownicy, wywolang
sitami zewngtrznymi P,

Zakladamy, Ze w stanie wyjciowym cale obcigzenie dla tego stanu (cigZar wiasny)
przenoszone jest w catosdci przez ciegno i jest jednakowe dla wszystkich jego wezlow.
Przy takich zatozeniach wezly ciegna leza na paraboli drugiego stopnia. Jezeli przez
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( ornaczymy obcigZenie przypadajace na kazdy wezet ciggna, to skfadowa poziomag
sity w ciggnie dla tego stanu okresla wzor .
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=

Korzystajac z Warﬁnkc’)w réwnowagi, zwigzkow ﬁiycznych i geometrycznych
(podobnie jak 'w pracy [12]), moZna réwnanie réimicowe ciggna o malym zwisie
i w ksztalcie paraboli napisa¢ w postaci

@2.1)

n—t n-1

H @ [8f 1§ 8f
(22) *’C;‘Azi)rﬁ? —2— E U T A [ Az'v, F_Azfi),. +X,=0.
] n

r=1 ' r=1 .

W rdwnaniu (2.2) zastosowano nastgpujace oznaczenia!

o E A, 8 w1
_az (n+’1)+E(. Aca(60+cn), '7 az 3 i

¢y, ¢, OZNACZAjQ Przemieszczenia poziome podpdr spowodowane dzialaniem pozio-
‘mej sily jednostkowej, E,., A, wspolezynnik sprezystosci i pole przekroju ciggna
nofnego.

Réwnanie (2.2) jest réwnaniem nieliniowym i uwzglednia nieliniowo§¢ geometrycz-
na ciggna oraz sprezysta podatnosé podpér. Réwnanie réimicowe malych ugied
weztow pasa gornego kratownicy obciazone] sifami pionowymi ma postaé [10 1 11]

a
2.3 tw,=—— (1 —-EA (P, —X).
(2.3) _ A* w, E,‘Ad( kA% (P, — X))
W rownaniu (2.3) wprowadzono nastgpujqce oznaczenia;

@ Aq : Ag Ay
k=—|1+=-], ‘=——0 —— 1)
- b 4,1 4{Ad,+A) \Agcos® o
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Ay Ag Ay oznaczajg pola powierzchni przekrojéw odpowiednio pasa gérnego,
dolnego i krzyzuleéw kratownicy, £, wspolezynnik sprezystosci pretéw kratownicy,
a dtugosé przedziatu, b wysokos¢ kratownicy, o kat nachylenia krzyzuleéw oraz
4% i A* — operatory odpowiednio drugiej i czwartej réznicy centralne;.

Moment statyczny sil dziatajacych na kratownicg z lewej strony wezla r, obli-
czony wzgledem tego wezla, okreéla wzdr [10]

Epd,

2.4) M= Ra(P-X).

Zwigzek miedzy ugieciami wezléw ciggna i kratownicy jest nastgpujgcy:

X1,
Ew Aw,

{2.5) Yy =W, —

gdzie E,, A4, ], oznaczaja odpowiednio wspolezynnik sprezystosei, pole powierzchni
przekroju i dlugoéé wieszaka Iaczacego wezel r ciggna i kratownicy,

Warunki brzegowe sa nastgpujace:

WU:WU:Os Wn:?),,:(),

(2.6)
M(}:Oa Ma:o

Uklad réwnan (2.2}, (2:3) i (2.5) wraz z warunkami brzegowymi (2.6) opisuje problem,
statyki uktadu przedstawionego na rys. 1.

Sktadowa poziomg przyrostu sity w ciegnie WYZNACZYNY Ze Wzoru_ [12]

‘ w—1 n-1
8 N\ L'y, )
2.7 h= @(—n—z 5 o, — o 9, A% 0, |-

r=1 r=1
Etapem pomotniczym do rozwigzania uktadu réwnafi nieliniowych bedzie rozwia-
zanie réwnaf zlinearyzowanych. Otrzymamy je przez pominiecie wyrazow nielinio-
wych w réwnaniu (2.2) oraz przez pominiecie odksztalcei wieszakéw (wiedy w,=o0,).
Zlinearyzowane réwnania problemu sg nastepujgce:

rR—-1

H 4r2 @
2.8) At Z ot X0,
. a n-a —
ae
2.9 AWy = (1 —7A?) (P~ X)).
2.9 = G, (=) (7= X)

Eliminujge z powyzszych réwnan X, otrzymamy po przeksztalceniach nastepujace
rownanie:

D
(2.10) A w,— = A2 =Dy (1 - A4%) (P,—C).
1
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W powyizszym réwnaniu wprowadzono nastepujace oznaczenia:

Hici Hr aK
D=t DSR4 PTDiRA
S 6412
Cpipa VT wEA

Wielkogé € bedziemy traktowali jako obciazenie wszystkich wezlow pasa gornego
kratownicy silami réwnymi, ktérych wielkosci na razie nie znamy.
Skladowa pozioma przyrostu sily w ciegnie obliczymy ze wzoru:

n—1

86
@1 p=1 Zw,.

n

r=1

Rozwigzanie réwnania liniowego (2.10) zamieszezono w Dodatku.

3. ROZWIAZANIE ZADANIA NIELINIOWEGO

Do rozwiazania nieliniowego uktadu réwnan (2.2),(2.3) i (2.5) zastosowano metode
iteracying NEwTONA-KANTOROWICZA [6] Kolejne przyblizenia w tej metodzie
. polegaja na obliczaniu przemieszezen w liniowym ustroju poddanym dziatanin
obciazed zewnetrznych, skorygowanych o wielkosé odchytek. Poszukuje sig wige
takiego skorygowanego obciazenia ukiadu tiniowego, ktére spowoduje takie same
ugiecia jak obcigzenie zewngtrzne W uktadzie nieliniowym. Ciag przyblizen w me-
todzie Newtona-Kantorowicza jest zbiezny, gdy stan ustroju jest daleki od stanun
wiraty statecznofci. W rozwazanym ukiadzie warunek ten jest spelniony.

Obliczenia rozpoczynamy od rozwigzania réwnania liniowego (2.10) (por. Do~
datek). Obliczone ugiccia oznaczamy przez wi’, a sily w wieszakach przez X
Wielkosei w® i X© podstawiamy do yéwnania (2.5) i obliczamy 2%, Nastepnie
podstawiajac «® do réwnania (2.2) obliczamy Xo, Obliczamy z kolei 4X!%=
=X _ Y Wyrazenie —AX'® bedziemy traktowali jako dodatkowe obcigzenie
weztéw ciegna w ukladzie liniowym. Musimy wiec Tozwigzad nastgpujacy uktad
rownan zlinearyzowanych:

aK
3.1 4y =— (1 —icd? —
en s =g (=) (B, X0,
n—1
H 6df 2 D
(3.2) oy, -2 Nt X,- X0 =0,
a na -

edzie X, oznacza silg w wieszaku (w ukladzie liniowym), wywolana obcigZeniem
P. i dodatkowym obciazeniem weztéw ciggna AX O
Eliminujac z powyzszego ukiadu rownan X, otrzymamy nastepujace réwnanie:

D
(3.3 44 w,uféi A2 w,= D5 (1 —4?) (P,— AX® = C).
L
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Réwnanie (3.3) ma budowg analogiczna do réwnania (2.10) i ijéini si¢ tylko tym,
ze obcigZenie zewngtrzne jest zmniejszone o wielko§é 4X.

Rozwigzujemy rownanie (3.3) i obliczone ugiecia oznaczamy przez w!'). Z réw-
nania (3.2) Iub (3.1) obliczamy sily w wieszakach X, Korzystajac dalej z réwna-
nia (2.5) obliczamy ©'", a nastepnie z réwnania (2.2) obliczamy ¥, Obliczamy
z kolei AX™=X"_ XU) Ponownie rozwigzujemy réwnanie (3.3) od obcigzenia
zewngtrznego P,, skorygowanego o odchytke —(AX®+AXYW). We wzorze (3.2;
AX nalezy zastapié przez AX 4+ AX™®. Obliczenia koficzymy, gdy réznica
Wit —w? bedzie mniejsza od biedu uznanego za dopuszozalny.

Przedstawiony tok obliczen mozna zaprogramowaé na komputer. Wzdr (D. 14)
pozwala obliczy¢ macierz wplywu ugied i rozwigzywanie réwnania (3.3) sprowadza
si¢ do mnoZenia tej macierzy przez macierz kolumnowa skorygowanych obciazen
zewngtrzaych.

4. PRZYKLAD LICZBOWY

Przedstawiong w pracy metods wykonano obliczenia dla mostu wiszacego o na-
stepujacych parametrach;
L=160,00m, n=20, a=5,00 m, b=2,50m, «=45°, fIL=0,10, [o=12,00m, A, A,
1A4=1:1,4:0,8, 4,=060cm?, £,=2,1-10°kG/om?, 4,=%0cm?, E,= 1,9 10° kG/cm?2,

A,=20cm?, E,=2,1-10° kG/em?, ¢o=c,=1,87-10"% cm/kG.

W stanie wyjciowym na kazdy wezel ciggna nosnego przypada od cigzaru
wlasnego sita Q=15,0 7. Stad, korzystajac ze wzoru (2.1), oblicza sie: H=375,0T.

ObcigZenie zewngirzne jest réwnomiernie rozlozone i wynosi P,=P=10,0T
na kazdy wezel pasa gérnego kratownicy.

Na rys. 2 przedstawiono wykresy ugigé, sit (P—X,), linig wplywowa ugiecia
Wig 1 linig wplywowa skladowej poziomej przyrostu sity w ciegnie. Na rys. 2a i 2b
linig ciagly zaznaczono rozwigzanic nieliniowe, a linig przerywana( rozwigzanie
liniowe.

W tablicy 1. zestawiono wyniki obliczef ugie¢ wezléw dla kolejnych iteracji.

Tablica 1
wﬁ‘“ wil) wf.z) w,(.3J
cm

1 6,85 6,55 0,58 6,58

2 13,47 12,86 12,92 12,92

3 19,69 18,77 18,86 18,85

4 25,36 24,14 24,26 24,25

5 30,35 28,85 29,00 28,99

) 34,56 32,81 33,00 32,98

7 37,92 35,96 36,17 36,15
8 40,36 38,25 38.48 38,45

9 41,84 39,64 39,87 39,85

10 42.34 40,10 40,34 40,32

h=209,38 T, K9=21601 T
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Rys. 2

* Dla omawianego przykladu i przyjetego obciazenia wielkodcei z rozwigzania liniowego
84 Witgksze niz z rozwiazania nieliniowego. Dla ugiecia wezla 10 rdéznica wynosi
509, a dla przyrostu sily w ciegnie 3,2%.

DODATEK

Rozwigzujemy réwnanie (2.10) przyjmujac- .obciazenie w postaci P,=4, , co ozna-
- cza, Ze sifa P=1 jest przyloZona do wezla s kratownicy. Réwnanie (2.10) przyjmie
teraz postaé
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D,

D,

(D.1) A wo——=— A w,=D; (1 —i4?) (5, ,~ C).

Rozwigzanie réwnania jednorodnego

D,

{(D.2) A*wo——— A w, =0
D,

szukamy w postaci

{D.3) w,=e",

Uwzgledniajac (D.3) w réwnaniu '(D.Z) otrzymamy réwnanie na wyznaczenie wspol-
czymmikéw u. Po obliczenin otrzymamy:

. D,
Hi,2=0, y3,+= i,u,. gdzie ju=arch (1 + ZDl_) .
Rozwigzanie ogdlne réwnania (D.2) mozna wige zapisaé w postaci:
{D.4) wW,=C+ 5 r4+Cy ch pur+ C, sh pr.

W celu znalezienia rozwigzania szezegblnego réwnania (D.1) wyznaczamy
najpierw rozwigzania szczegdlne nastepujacych réwnan nigjednorodnych:

. D
{D.5) A W= A= A2 6,
D, >
' D
(D.6) el I
Dy

Zauwazmy, z¢ rozwigzanie szezegblne réwnania
(D7D A2 w=4,

Jest réwniez rozwigzaniem szczegllnym réwnania (D. 5). Eatwo moina sprawdzic,
Ze rozwigzanie szczegllne réownania (D.7) ma postaé

®.8) W=k, =

et =8 jevell Q<<
zsh 'u J |

e -8 Gereli s<r<n.

s

_2sh,u

Z kolei réwnanie (D.6) mozna napisaé w postaci

r, jezeli O<r<s,
D,

D,

(D.9 A*w,— A2 Ww,= A?

5
—?(n'mr), jesel s<r<n,

Rozprawy InZynierskie -— B
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Rozwiazanie szczegoine réwnania

D, PN jezeli 0<r<s,
Dy W= K
— (n—r), jezeli s<ir<n

(D.10) A% w,—

jest jednoczednie rozwigzaniem szczegolnym rdwnania (D.9). Do obliczenia roz-
wigzania szozegdlnego powyzszego réwnania wykorzystamy rozwigzanie (D.5)
rownania {D.7). Mozemy wigc naplsac rozwiazanie szczegdlne réwnania (DD.10)
w nastepujacej postaci: :

2sh z[( - )2'_eu(p_r)+(” ) Z W
: 4 p=r+l .
H—
?
+5 Z (1-———)e““"(1’“f)]= jezeli O<r<s,
(D.11)  w= s n |
r il
[( _ )Zfeu(p ) Z (1—£) et (=)
p=s+1
n—1
+ 5 Z (1——”—) e‘"{""')]s jezeli s<r<n.
p=r+1 ' ) ,

Sumy wystgpujace w rozwigzaniu (D.11) obliczono przy wykorzystamu tablic 18].
W rezultacie otrzymujemy

1 {n—s b e Jn—s o
2sh p (e*—1) n e+ e —1] L " +
. 5. 7
(D.12) w,=G, ;= . + (;— et (n—s)) g—nn-r} }, jezeli 0<r<s,.
1 {?1' ] + e* ] s g (n—t)
2sh p(e*—1) s+ 1) 1Lne +

n—s L
-i—( " ~e"’)e‘""]}a jezeli s<{r<n.

Ostatecznie rozwigzanie réwnania (D.1) ma postaé
D, Dyr?
(D.13) w,=C+C, r+C; chpr-+Cy sh urCy sh Jur+C—2-JE—+
2

+-D3 (Gr,s - r?:I(r,s) o

State C,, C,, Cs, Cy wyznaczymy z warunkéw brzegowych. (2.6), a stala C ze wzorw

n—1

Dy Dy a
. -

C



MOST WISZACY Z KRATOWA BELKA USZTYWNIATACA O BUDOWIE REGULARNET 67

- Warunki brzegowe (2.6) po uwzglednieniu (2.4) majg postaé

) WO‘:OL WH:_O, ) .
- Caxic L Carxic
w_i+w, = EkA ' 'wr1ﬁ1+wu+lﬁE A "
d k<4d

Po mudnych obliczeniach i przekszta{cemach ronlqzame réwhania (D.1) moina
zapisac W postaci

DD r{n—r
T B R (

. —— % SV IETARE
D, 2 D, ~ an L+ Lo
. Ch_ﬁﬁ.
' 2
n—s sh pe(n—s) sh pr D,
] F — 7ls jezeli O<r<s,
D.14) I ,- n sh g sh un D, :
S sh ps sh g (n—r) ( D, _) el
- (}_zf.-) sh i sh ) D1K » Jezell s<r<n,

. n ]
0| s@-9 (P ) °h’”(z“-) -
5: 2 \Dz K un

: : ¢h ——

o ' 2
C=

- R

thm

- o \nm2-1 ( _) BTy

LA DA AT P SO | B
D 12 "D'

2 2 tghﬂ

Skladowa poziomg- przyrostu 311y w ciggnie i site w wieszakach obliczymy z réwnaft
(2.11) i (2.8). Po obliczeniu otrzymamy

8C, f OD, D,
(D.15) b= o
=)
Y4 o (JD1 %)c a7 B,
n g *1D, \D," * H n* Hy i
¢h —
2
(D.16)

sh y (n--5) sh ur ( D, ) - & 1
2 . o
sh sz sh un D" jezeli O<r<s—1,
| Sh#sshﬂ(ﬂ—r‘)( Da ) e
Nr,s'““ ShﬂS]l},tn 1 D1 K|:» ._]ezeh S+1-<.J‘<n’

(sh,u(n—s)sh,us 1)(1 D, )+D1 e
sh 72 5h gam D, 5Ty, Jewlir=s.
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Wzory (D.14), (D.15) i (D.16) moZna traktowac jako funkcje wplywowe ugiecia,
sktadowej poziomej przyrostu sify w ciggnie i sity w wieszaku. Majac wyznaczona
linie wplywowa ki, moina obliczyé metodami elementarnymi (uklad jednokrotnie
statycznie niewyznaczalny) linie wplywowe reakgji 1 sit w pretach kratownicy. Pozwala
to okrefli¢ przyblizone wielkosei tych sit od dowolnych obcigzen ruchowych i wstepnie
sprawdzi¢ naprezenia w linie nofnej i w pretach kratownicy. -

W przypadku obcigZenia wszystkich wezldw kratownicy sflami réwnymi (P,.=
=P =const) odpowiednie wzory na ugigcie, skladowa pozioma przyrostu sily w ciggnie
isity w wieszakaoh otrzymamy przez superpozycj¢ uzyskanych uprzednio rozwigzan:

[

D, D, r(n—r) (

Wr= (P~ )32— j” DZ_K un el
ch —
2
un
tgh-—
D "2 n(nZ-Hl)Jr(JDl m) B
( ‘A7) D, | 12 D, ot 4
)
C= ﬂn b
fgh—
O LG (D1 _) L)
D, T D, i thﬁ n
)
: . 8PCfOD, D
(D.18) h=—_i;~1—3v,
R

M
D H| D, (Dl _) Ch“(z_'_") LB G an, Dy

— i
D ,un n* ap
g .ch—

(D.19) X,=(P—C) ~
2z

Wplyw réwnomiernego przyrostu temperatury w ciggnie no$nym mozna traktowaé
jako obciazenie wszystkich weztéw ciggna silami réwnymi i sity te obliczamy ze
wzorn [12]

. 8 /P 2
(D-20) pPi= ]{2 [oc, ta(n-i—-é-n)—]"(ua-{—u;];

gdzie «,, t oznacza wspdlczynnik tozszerzalnodei liniowej i przyrost temperatury,
ug, #, przemieszczenia poziome podpdr spowodowane termicznym odksztalceniem
ciggna taczacego wierzcholek pylonu z blokiem fundamentowym (dla >0, g i u, > 0).
Po obliczeniu przemieszczen weztéw kratownicy skladowa pozioma przyrostu sity
w ciegnie okrefla wzér nastgpujacy:

. n—1 9 ’
(D.21) _h:@[% Z W, — oty tat (n +~3— 11)— (ueh +24) a]-

r=1
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PesomMme

BHCAYHIA MOCT CO CKBO3ZHOW BAITKON XECTKOTO KPEINIEHUAA
O PEI'VIAPHOM CTPOEHNH

B paGore paccMarpmBaeTcsa H3THEG peryispeoi MocToBO¥ depMIl IomBemEHHOM K Tpocy.
Jamava ommcaHa CEHCTeMOHN HeMHHEHHBIX PAa3HOCTHEIX YpaBHeHmi, PellenWe ImaHeapmE30OBIHHOM
3a[avd IONYYCHO B 3aMKHYTOM BHIE Il CIydYas HATPYSKM CHROH neifcTByiomell B HpousBOIBHOM
yane epMel T DONYMeHES peIleHws HENHHeWHOH CHCTeMPl YDABHEHMI NPUMEHSH METOM
Heiworona-KanToposrya, 3agaya MIMOCTPEPOBAHA YHCIIOBBIM TPHMEPOM.

SUMMARY
THE HANGING BRIDGE WITH A LATTICE BEAM OF REGULAR STRUCTURE

I a paper the bending of the regular bridge lattice hung up to the tension member is considered.
The problem under consideration is described by a system of nonlinear difference equations. A so-
lution of the linearized problem was obtianed in a closed form for a case of point force loading
acting in an arbitrary hinge of frame. The Newton-Kantorovich method was applied to the solution
of a system of nontinear equations. For the illustration of the problem a numerical example was
presented,

POLITECHNIKA POZNANSKA

Praci zostala zlozona w Redalcji dnia 19 marca 1975 r.





