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Praca niniejsza zawiera wyprowadzenie ogdlnych réwnan rozpatrywanego zagadnienia oraz
sprowadzenia ich do trzech podstawowych réwnan rozniczkowych czastkowych wzgledem nie-
wiadomych funkcji: naprezen, przemieszczenia poprzecznego (ngigeia) oraz odksztalcenia posla-
ciowego warstwy wypelniajagcej. Rownania podstawowe dotycza dynamiki powloki tréjwarstwowej
0 nigsymetryczne] izotropowei budowie warstw i uwegledniaja efekt inercji obrotu elementu powloki
oraz poczgtkowe odchylenie od ksztattu geometryeznego idealnego, W przypadku szczegdlnym
rozwaza si¢ nieliniowe zagadnienie statecznoscl dynamicznej otwarfe trojwarsiwowej powloki
walcowej, $ciskanej sifamni zmieniajacymi sie w czasie wedlug funkeji wyktadniczej. Przedstawiono
wyniki przykiadu liczbowego, dotyczace tego ostatniego przypadku. :

WstEP

Powloki tréjwarstwowe lub wiclowarstwowe zardwno otwarte jak i zamknigte sa
pospolitymi elementami konstrukeyjnymi, dlatego tez ich doktadna analiza zacho-
wania si¢ przy dynamicznych obcigzeniach jest bardzo wazna. Przykladem potrzéby
dynamicznej analizy calej konstrukeji lub jej elementéw moga byé zagadnienia za-
pobiegania skutkom katastrofalnych obciazetn wystepujacych przy zderzeniach
pojazdéw, niszezgoych dziatan wybuchéw itp. Elementy te sg poddane duzym ob-
cigzeniom, a towarzyszace im amplitudy gigtnych drgan nie sg takie male w pOTowW-
naniu. z gruboseig powloki, aby méc je analizowaé za pomoca liniowych réwnad
drgan. Zagadnienia dynamiczne (drgania, propagacja fal, wyboczenie dynamiczne)
w ujeciu liniowym z uwzglednieniem efektu inercii obrotu dla plyt i powlok troj-
warstwowych rozpatrzono w pracach [l —8]. Nieliniowe zagadnienia dynamiczne
byly analizowane przez nielicznych autoréw. Z wazniejszych nalezy wymienié¢ prace
[9, 101 11]. Pierwsza praca dotyczy dynamicznej reakcji tréjwarstwowej czaszy
kulistej na dzialanie ostowo-symetrycznego cisnienia nagle przylosonego. W drugiej
rozwigzano zagadnienie wyboczenia $ciskanej otwartej tréjwarstwowej powloki
walcowej przy zaloZeniu, Ze obcigZenie wzrasta liniowo w czasie. W pracy [11] roz-
patrywano zagadnienie nieustalonego flatern malowynioslej tréjwarstwowej powloki
wykorzystujac réwnania GRIGOLUKA i CzuLkowa [15]. Zagadnienia, wyzej wy-
mienione Tozwiazano opierajac si na uproszczonych réwnaniach:ruchu i przy zato-
Zeniu symetrycznej budowy warstw [9 i 10]; to jest warstw noénych, wykonanych
7. jednakowych materialdw i réwnej grubosei. Uproszezenie réwnan polegalo tutaj
na odrzuceniu sil inercji, dziatajacych w kierunkach stycznych do powierzchni
srodkowej, oraz momentéw sil inercji obrotu. Pelne {bez uproszczen) nieliniowe
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réwnania ruchu w zapisie tensorowym dla plyt trojwarstwowych sformulowal
Erciocru [12], a dla powlok wielowarstwowych GERSZTEIN w pracy f131.

Praca niniejsza zawiera wyprowadzenie ogdlnych réwnafd rozpatrywanego
zagadnienia oraz sprowadzenia ich do trzech podstawowych réwnan wzglgdem
niewiadomych funkcji: naprezef, odksztalcenia postaciowego warstwy wypelnia-
jacej oraz przemieszczenia poprzecznego (ngiecia). Rownania podstawowe stanowig
uklad nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych i uwzgledniaja efekt inercji
obrotu elementu powloki.

Z przeprowadzone] analizy wynika, iz efekt ten jest nie do pomini¢eia w zagadnie-
niach dynamicznego wyboczenia.

2. ZALOZENIA 1 PODSTAWOWE ZALEZNOSCI

Rozpatrywana powloka trojwarstwowa sktada si¢ z dwe cienkich warstw nos-
nych (zewngtrznej i wewnetrznej) o grubodciach #, (k=1, 2) i réZnych izotropowych
wihasnogciach sprezystych., Miedzy nimi znajduje sig warstwa §rodkowa (wypelniajaca)
transwersalnie izotropowa. o grubodci A5 (rys. 1). Powloke traktujemy jako malo-

Rys. 1

wyniosta przyjmujae. promienie Krzywizn poszczegOlnych warstw za jednakowe,
a powierzchnig $rodkowa warstwy wypehiajacej przyjmujemy jako powierzchnig
podstawowa. W punkeie 0 na powierzchni podstawowej przyjmujemy uklad ortogo-
nalny wspéhzednych krzywoliniowych, pokrywajgcy sig z liniami krzywizn giéwnych
o, 1 oy, Dla okreélenia polozenia punktu nie nalezacego do powierzchni podstawowej_
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wprowadzimy of z normalng do tej powierzchni z dodatnim zwrotem ku érodkowi
krzywizny powloki. Przyjmujemy ponadto mnast¢pujace zaloZenia:

1) warstwa wypelniajaca jest niefciliwa w kierunku poprzecznym, a odksztal-
cenia foinania Poprzecznego rozkladaja sie liniowo na grubosci; 7

2) dla warstw noénych zakladamy waZno$¢ hipotezy Kirchhoffa-Love’a;

3} dla wszystkich warstw przyjeto zastgpoze przeweZenie wzgledne:

4) odksztatcenia powloki w zakresie umiarkowanie duZych ugie¢ okreslone sa
zwigzkami geometrycznymi technicznej teorii powlok Wiasowa;

5) powloka wykazuje poczatkowe mate odchylenia od geometrycznie idealnego
ksztattu (wstepne ugiccia);

6) na powloke dziata skiadowa normalna obecigZenia zewnetrznego.

W zwiazku z tymi zaloZeniami w warstwach nosnych panuje plaski stan napreze-
nia, natomiast w warstwie §rodkowej pomija si¢ jedynie naprezenia normalne do
powierzchni podstawowej. Jak wiadomo [14 i 15] przyjete zatozenia sg dopuszezalne
w szerokim zakresie prakty¢znie waznych przypadkéw konstrukeji tréjwarstwowych.

Zaleznosci kinematyczne pomiedzy skladowymi stanu przemieszczenia U,, U,,
W dowolnego punkiu powloki, a przemieszczeniami punktéw lezgeych na powierzch-
niach §rodkowych warstw zewngtrznej Uy, U,, W, i wewnetrznej US~, U,", W,
okreglimy zgodnie z zalozeniami 1 i 2. Przemieszczenia te sa funkejami odpowiednich
wspdlrzednych oy, o, z oraz czasu ¢ (rys. 2), przy czym mamy: )
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dla warstwy zewngtrznej

(2.1),
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A, *

U= U; —(z+hy)

Rozprawy Inzynierskie — 2
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dia warstwy wewnetrznej

- . * % ) W,al
21, L U=UT )

1

dla warstwy érodkowej

W, 22(U1 . M{dl) ] 2
2 . 17 Al s ( )s

@My U=y Uy e

gdzie A lel- {ctq, mz), Ay=A,(w,, %y) oznaczaja wspdlezynniki Lamégo, ( ), =
—
=0 Wy, { ),a,= ( )/2,, pochodne czastkowe wzgledem wspéhrzedaych; (L2)

jest symbolem okrestajacym pozostate niewypisane formuly, ktdre mozna ofrzymad
przez przestawienie wskafnikow 11 2 oraz

1 i
h4=z(h‘1+hs): hsz__—z(h2+hs)s

1 1
ho=y Ua=h), b= (nths).

Dla wszystkich Warstw przyjeto W= W, = Wa=W, tj. w kierunku osi z warstwa
wypeltiajagea nie odksztalca sic (zalozenie 1).

Zpodnie z zalozeniami 4 1 5 stan odkszialcen powloki okreSlony jest przez skla-
dowe wektora przemieszczen nastopujacymi zwiazkami geometrycznymi [16}:

11 z 1
A —ky, WA — A[ W, +A? W Wo,s s
i

22) 2 A(Ul) +A2(U2) + 1——W W W W,
(2.2) 3.;2 Ay, VAL L A Ay Ly A, A-,( T Woa, Wa, o,

8117
A
1

+ pV,a,_ Wﬂ,azi))
1

—
&3=U,, z+:4TW (1<__u2)a
gdzie &;,, &, sa wydluZeniami wzglednymi, a &5, £33, 855 katami odksztalcenia
postaclowego w odpowiednich kierunkach lub plaszczyznie, ki, =1/Ry (o}, &),
kaz=1/R; (¢, oy} krzywiznami gléwnymi elementu powloki oraz W, (w,, «2)
wstepnymi przemieszezeniami (ugieciami) punkidw powloki w kierunku osi z
Zgoduie z wogdlnionym prawem Hooke’a stan napreen w warstwach okredlony
jest nastepujgeymi wzorami:

koo

o i(" 85 ,) (1 2)
e E11 Ve 83205
(2.3) :

o = Fk&'u
12 2(1+vk)

0'13:G'W' '5'?35 szl, 21 3’
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przy czym dla warstw zewngtrzne] £=1, wewnetrzne] k=2, a dla warsiwy wy-
pelniajacej k=3, oraz E, v, oznacza modul spreZystodei podiuine] 1 przewg-
zenie wzgledne k-te] warstwy, Gy modut sprezystosci. postaciowe] warstwy wypel-
niajacej.

3. ROWNANIA RUCHU

Réwnania rdimiczkowe ruchu elemeniu powloki tréjwarstwowej wraz = odpo-
wiednimi warunkami brzegowymi uzyskamy z zasady Hamiltona. Zgodnie z ig
zasady zadamy, aby wariacja calki z funkcjonaldw energii kinetycznej i potenc-
jaloej w dowolnym przedziale czasu (¢, 7,) byla réwna zeru. Otrzymamy zatem
warunelk : ' .

Lo s
— 1 roL . ,
G.1) 5J{ff [7 § pe | (UFUZ WY
t oz‘l nz; k

=1 (hy)

1 2 “.3 ]_ 2 .
__ZZ 2[ a:‘jsi.‘jdz*? Z f alzl, dz+pW] Ay Ay dey daz} dr=0,

Li=1k=1L (g i=i (hs)

gdzie p, oznacza ggstoS¢ materiatu k-tej warstwy, p (o, oy 1) skladowa normalng
obciazenia powierzchniowego oraz gdzie symbol (")=(d/df)( ) ozmacza 10z~
piczkowanie wzgledem czasu. Wprowadzajac zwiazki {2.1)—(2.3) oraz nowe zmienne

1 Ed LR
£y :'"5 (Ui +U:),

(i_2)

Lo
51:_2'(U1—U1 }s

do réwnania (3.1), catkujac w odpowiednich granicach wzglgdem zmiennej z 1 wy-

konujac okre$lone wariacje, otrzymamy réwnanie wariacyjne zagadnienia. Wobec

dowolnosci wariacji poszezegdlnych argumentéw (6, ..., 6W) otrzymamy uktad

réwnan ruchu elementu powloki oraz odpowiednie warunki brzegowe zagadnienia,

odniesione do powierzchni sprowadzonej (rys. 2), przy czym jej polozenie wzgledem
. . i

powierzchni podstawowej okreslone jest wzorem A:H- (hy—Fhy), a nowy uklad

wspdtrzednych of, o3, zwigzany z ta powierzchnia, nie rézni sie praktyezaie od

poprzedniego ze wzgledu na zalozenie matej wyniosfosci.

. Uktad rownad rézniczkowych ruchu przedstawia sie nastgpujaco:
1

1
A, A;{(NHA;:),% +‘;11 (NizA'}),alszzAz,al]:

(3.2)

- - 1 .
= (g_jl &y m[,-l—A— W, mr) h,

1
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1 .
(3.3) A 4, -[(4, 0.), a4y 053), J+N kN keap b p= Whmn, ,

|
(H, Az a, T (HLZAI) e, =y Ay o | +203 85 =
Ay A
1
(3.4 (Clm,,-krflmd A Walm)h

El mc+.£1 e W,almfxos (}__2)7

L
A,
gdzie symbole N,;, 0,5, H,;; My; (7, j=1,2) oznaczaja wypadkowe jednostkowych

wewnetrznych sit i momentéw, dziafajacych w przekrojach odpowiednich warstw,
3

zredukowanych do powierzchni sprowadzonej, grubo$é powloki wynosi = 3"k,
oraz k=1

i
m“:Z % Prs mb291p1+92P2+?m0’ m.=98, p—98, ps,
k=1 ]

1

M=t 8, h, me=moIsh, my=393p;,

3

h?.

=1 [9% (94 py+mmo) + 95 (9, pa+116) =9, 9, o],

Q=h k"1, (5=0,1,2,..,7).

Migdzy sktadowymi stanu cdksztaleenia a2 wypadkowymi sifami i momentami za-
chodza zwigzki

NEJ =hBh (ai‘i‘Blz bi +-Bl$ hci) s

(3 5) 2N12:B]1(1 —V) (d1+B126L+Blshf1),
1
Qiszsz[(95‘+‘é“93) kih-l_gi]a
. ' 24,
(3.6 Q= ” 2, (1 + T) +
3
My,
A A Az x A A (Mil 2) o Az (Ml?. 1) o,y

Hij=Bh(a,B,,+b;B;3+B he),
2H,,=Bh(1—v) (Byad, +Bise; +Biakf1),
M, ;=Bh* (Byshe;+Bysa,+DB,4b)),
2My,=Bh*(1—v) (Bihfi+Bisdi+Bise;), (i=j=1,2),
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gdzie a;, by, ..., k; (i=1, 2} okretlone sa przez wzory

4] o
ay =&y, ‘H'Ezz >

1 1
61 a:1 é’zAl,a +V( éz 5:2 ! 61-‘42 ncl)a

1 /1 I 1 /1
Ayt o)

1
e o, {s
AZA‘;’: AZ,%W 1]
(37) d1:8?27 ‘
A
8 1.
Ay AL ey Ay Ay ) e,
A4,/ 1 A, (1
fl Az ( ,al),mz-l_ (A2 1“1) fll’ _51:
1 —>
kl _;1; J/V,vzla (1<__2)

Sztywnosei B, ..., D, ... okreslone sa wzorami

s VB RS
HZ 1—v2° B"g(l—vﬁ)B’

k=1
3 3
El‘g'l
D= ) p,, Di=—
, kg 4 1712 (17
E, 83

DI:lz(I—vﬁ r DT 12(1 y ) (% +8,)° =9, 91,
a wspélezynniki By, (r=2, ..., 6) wynoszg

1

1
B ;=8,-B,, Bia=B+B,+ B, Br4=“§“Ba 37,

3
Bis=B39s, Byg=DB™!

3
V= Z B, v,
k=1

0znacza zasigpcze przeweZenic wzgledne (zalozenie 3). Wystepujace we wzorach
(3.7) wielkosci &) (i, j=1, 2) okreslone sa przez stan przemieszczenia powierzchni
sprowadzonej w sposéb nastepujacy:

0 _ 1 52 1

1
= P . 4+
€11 A, C1,11+A1 A, Al,uz ko W 2 (Al

oTaz

2 1
H/,ari) +AT W Wa,e s,
1
(3.9)

i
RN
Az Ai sy Al Az 20y A1A2

s &y T,y 2ty

.
W Woo), (L 2).
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Zwigzki (3.2) - (3.4) stanowig pelny ukiad réwnan réwnowagi dynamicznej
malowyniosle] powloki trojwarstwowej o niesymetrycznej budowie warstw. Rdwnania
(3.2) i (3.3) opisuja ruch clementu powloki odpowicdnio w kierunkach osi «f,
oy 1 z, natomiast réwnania (3.4) dotycza ruchu obrotowego elementu wzgledem osi
od 1wl

W dalszych rozwazaniach pominiemy wplyw pochodnych wzgledem czasu prze-
mieszezen styczaych { i £, na ruch poprzeczany powloki.

4. ROWNANIA PODSTAWOWE

Otrzymane réwnania ruchu (3.2) — (3.4) odpowiednic przeksztatcimy do ukiadu
réwnan rozniczkowych zwanych réwnaniami podstawowymi. Dwa pierwsze row-
‘nania ruchu (3.2) mozna spelnié tozsamodciowo, jezeli wypadkowe sity N;; (4, j=1,2)
wyrazimy za pomoca funkcji naprezen F(u;, oa, 1) 1 potencjalow U; (ay, %z, 1)
(i=1,2)

1 {1 1
N = F o F " U ,
YA, (Az F=°‘z),m2 4, 47 e fon O
“1D ‘ - o _
N = ——e 4 F s ¥
12 Al AZF‘,ulaz A1 A% AZ,az 2, A% AZAI,‘QZ A
Przy CZym _ ‘
. !
Ulzfx1 (o1, o5, 1} Ay doy, (1(72),

gdzie xy, x, sa prawymi stronami rownan (3.2).
" Z kolei wyrazamy przemieszczenia &,.¢&, za pomoca funkeji v (o, ¢, 1) 1
@ (g, 02, 1)
1 1
€1=Zw,al+2; ?,a,
(42) ] P

62=A_2'w,a2—A1”(P,dis ‘

a wysiepujace w (3.6) wielkosci M, Hyj, O (4, j=1,2) wyrazimy za' pomoca
{3.7).

Po cdpowiednich przeksztalceniach i wykorzystanin wzordw {(4.1) i (4.2) otrzy-
mamy z pozostalych réwanan ruchu (3.3) 1 (3.4) nastgpujacy uklad réwnan réfmicz-
kowych: ‘ -

(43) BJIZ VZ VQ. (WhBljﬁWBl B)—GW 193 VZ (W/ISO-“ZW)f Vf F—
—L{(W+ Wo, I) + g h W 4-m1y i (Ly+ By s hV? Wy—p=0,
(44)  BREV2V*(WhB, g —wB1o)— 295 L Gy V2 (WhSo—2p) -+ my b V2 W=0,

(4‘5) VZ V2¢77A:1V2 (”:01



NIELINIOWE ROWNANIA RUCHU MALOWYNIOSLEJ TROIJIWARSTWOWEI POWZLOKI 23

w ktérych wprowadzono nastgpujace operatory rozniczkowe:

1 fa Aza(l] : [‘Ala(j]}
Vi )_A1 A2{3tx1 [Al doy +30:2 Ay Bay 47

1 9 fa() 1 a4, 8()
O= s i s ,

Ay doy L4, 0ol A A5 du, Oy

14, ¢ | 2() A, 81 20) ‘
L=\ s Lo |, 20 Uit}

2 o] 1 Gy 1 96 2 O3
‘ —

Vil Y=L Yoo+ Lo ( ko, . (L#z):

L{qy, ) =Ly () Ly (¢2)+L, (g ) L1 (g2)— 2L (9 L;,1{q2),

1 " i : .- .
L= el (W Wo), I'V,%-I'_A?- (WA W), o, W,u,+ WL (W+ Wo)+
1 -2

+ L, (W+ Wo)tky +k3,]
oraz : .
Bl’f:Bls*B%s, 3132314—35_2315;

Blng13_‘Bf2, 88:‘90 S;l,

BGy

! |
A= Ay mBhsy Vo= h Ty G

—1 -1
Wy =W, — M- N, Wy =MyMeHl;  —HMg, n132ﬁ11B12+1??2.

Réwnania (4.3) ~ (4.5) zawieraja cztery poszukiwane funkcje W, F, v, ¢. Czwar-
tym réwnaniem rézniczkowym, kitdre musza spelniaé te funkeje, jest réwnanie
cigglodel odksztalcen powierzehni sprowadzonej. Rownanie to uzyskamy ze WZOrow
(3.8) eliminujgc skiadowe styczne przemieszezen; po wykorzystaniu wzorow (3.5)
i (4.1) przyjmie ono ostateczng postaé

1 .
(4.6) V2 V2 F4-Bh(l—v?) l—sz(W-l—?.Wo, W)+ Vi W]—ml h(1—w) V2 W=0.

W dalszych rozwazaniach eliminuje si¢ réwnanie (4.5) opisujace efekt brzegowy
Reissnera analogicznie do pracy [15]. Rownanie fo nie ma istotnego wplywu na
przebieg rozwigzania zagadnienia w przypadku swobodnego podparcia brzegdw
Iub ich utwierdzenia. Tak wiec otrzymamy ostatecznie uklad trzech nieliniowych
réwnan rézniczkowych ruchu (4.3), (4.4) i (4.6) nazwanych réwnaniami podstawo-
wymi, w ktérych jako niewiadome wystgpuja ugigeie W, funkcja naprezen F'i funkcja
odksztalcenia postaciowego w.

Réwnania podstawowe dotycza dynamiki sprezystej malowyniostej powloki
tréjwarstwowej i uwzgledniaja efekt inercji obrotu elementu powtoki (), odksztal-
cenia postaciowe warstwy wypelniajacej oraz wstgpne ugigcia Wo.
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Jedli w réwnaniach podstawowych odrzucimy wyrazy inercyjne oraz W i w
wyrazimy za pomocy funkcji przemieszczen

T (IR P O
- ﬁ X W= 2 181 X

to otrzymamy ukiad dwoch réwnain réwnowagi statycznej wzgledem funkcji na-
prezef F i przemieszezen y:

W e
(47) Byohs (I—TVZ) VZVZX—V;%F_L(W“]"WOJF)_P:On
1
V2 V2 F+Bh(l —v?) [ZL(W-i-ZWU, W)+ v} W]=0,
gdzie
1 _
Yo=B11+ ('Z 84 Big _BiB) , 0=(B,;—Bi3B,) Yo 4,

126Gy, 6.8

— — — — _ 2
39,0 P13 =128 HB) =3 (BB,

Réwnania te dla szezegdlnego przypadku (4, =4,=1) w podobny sposéb uzyskat
E. I. GriGoLux i P. P. Czurxow [15].

Jesli rozpatrzymy powloke o symeirycznej budowie warstw z tzw. lekkim wypel-
niaczem, to parametry réwnania (4.7), y, i 0 przyjmuja postaé

ﬁl g2 9“[1 3(1+,9.3)2]~1
?0_12(1+93+ 3)7 - + 31 .

5. WARUNKI BRYEGOWE

Z réwnania wariacyjnego (3.1) otrzymamy réwniez odpowiednie warunki brze-
gowe charakteryzujace sposb podparcia powtoki. Dia brzegéw krzywoliniowych
W=y 1oy =y przyjmujg one postad:

" 1
(W;Q13+A Mu,mz)s(PV,al;Mn)ZOa
2

(i3 N11), ({23 N12)=0, (&3 Hqy), (€2; H,5)=0.

Pierwsza grupa warunkow (5.1) zwiazana jest z ugigciem powloki i obrotem normal-

(.0

~ 1
nej do warstw noénych lub z sila poprzeczna Q13+A—M'1M1 i momentem
- 2

M. Pozostate dwie grupy okreflaja charakter podparcia warstw nosnych stosownie
do przemieszczen w kierunkach stycznych do powierzchni sprowadzonej (£, {,)
oraz obrotéw w plaszezyznach prostopadiych do tej powierzehni (£)), a stycznych
do jej brzegéw (&,).
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Do réwnan podstawowych “4.3), 4.4) i (4.6) dotaezye nalezy jeszere warunki
poczatkowe. Okreslaja one polozenie i predkogé przemieszezenia W powierzchni
sprowadzonej powloki w chwili poczatkowej 1=0-

Wiy, oy, =W, (a1, @2), W(ay, s, D=V{(a, x,),

gdzie Wy (ay, «,), V(ocl; y) sa funkcjami znanymi wyplywajacymi z danych wa-
runkdw zagadnienia,

6. PRZYKEAD LICZBOWY

JeSli przyjaé dla powloki walcowej uklad wspéltrzednych (rys. 3) « (=X, ty=y,
to 4, =A2=I, k11=0, ]c22=]/R,

L e
”] = . T
L
10 ; e
! | b
= L ' I ——
8 Wariant 1 r L."_%\ '7 ; : | j
Wariant 2 - | )] Pl ; ; [ |
A p N ! .
6L Py e MY & G S
; ! it !
Pty ; 1’ f ! ‘l { i \ | I ﬁ
13 H
P ' i ! fl 1 i
Tilal ‘;;:;.__I,_;,A______fl_ . - ' J_ — S q
A -\J_\ / i ri
g i N I | .
S : !
05la2 7/_ T_ T P S N
N S N
j I AT o) N TS
olo
t
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a réwnania podstawowe Przyjma postac

(6.1 BR? V2V (WhB,y - wBig)— G V2 (Whie—2p) = L(W+W0,F)
- ?{ F, xx+4m, hW =0,
62y  Bh VAV (WhBis— V;Blg) —29;1 Gy V2 (WhSo — )+ ms h> V2 W=0,
] _
(6.3) V2 V2 P+ BR(1—) 15 L(W+24f0, W)= W,n.]:o,

VE(Y=( ) et D
L(Sls Sz):Sl xxSQ,_\'y"!'Si,n S2 X‘C—’-)'Sl x¥, S9 Lxy -

Roéwnaniom powyzszym na padstawie wzordw (5.1), (4.1) i (4.2} podporzadko-
wane s3 nastgpujace warunki brzegowe swobednege podparcia:
‘dla brzegdw krzywoliniowych X= =0, x=a

{6.4) W:H“:i,r/,y:ﬁ/f“:ﬂxy:(}, F o= —Dx}
dla brzegéw prostoliniowych y=0, y=b
{6 4)’ WﬁHl?.:W }.=M222F.§y:F\:x:0-

Aby otrzymaé przyblizone rozwiazanie rownad (6.1) - (6.3), odpowiadajace
rozpatrywanemu zagadnieniu, zalozono nastepujace postacie rozwigzan:
dla funkecji ugigcia

nm
{6.5); | Wix, v, z:)i"Z1 ’Z Wm,, msm xsm?
dla foukeji odksztalcenia posta.cmwego
_nm
6.5)s wx, y. )= 2 59 Vo 51 xsm—b »,

m=1n= L

w ktérym Wi 1 Wa 52 nieznanymi funkc;aml CZASU, sta.le za§ a i b sa wymiarami
wycinka powloki w Yierunkach osi x 1 y. W pilerwszym przybhzemu wezniemy
po jednym wyrazie funkch {6.5):

I]"Hl' nw

W(x, y, )= W st P xsin—b-y,
(6.6)
mr R 1

w(x, ». D=¥un sin—arxsin*b—y. ‘ , i

Dia ugiccia wstepnego przyjmiemy. analogicznie:

‘ omn | nm
{6.7) W (JC, _V) = W, sm "?' 5111 ? ¥s
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przy czym W, uwaza sic za wielko§é ziang. Przyjeie w powyiszy sposéb funkcie
Wx, v 01 wix ) spelniaja zakezone warunki brzegowe (6.4). '

Wprowadzenie wyrazed (6.6) i (6.7) do réwnania, (6.3) pozwala okredli¢ funkeje
naprezen ) ' '

Bi (1 —v?) Aina\r omz mh\* Dy
=(6.8) F:—32_ - W(W‘F2WO)[(;1' ) cos _6'7 x + (,.‘?a) COS—b y}Jr
B(1—v?) [m\? 1 omr onm p,y?
“pe ) s wan FRha T

2 r\2
( a ) N ( b )
gdZie p, oznacza podluZue sity Sciskajace edaiesione do jedaosiki diugodei po-
wierzchnl podstawowej.

Dla znalezienia zaleznoci pomigdzy ugieciem Wi obcigzeniera p, jako funkeiji
czasu rozwigZemy pozostale réwnania (6.1) i (6.2) stosujac metode Bubnowa-Galerki-
nd.

Oznaczajge lewe strony réwnagn {6.1)1(6.2) przez F, i F, Zzdamy, aby spelnione
byly nastepujgce warunki: :

a b L alb ..
{6.9) ff EyWix, p, 6)dx dy=0, ff F W, p, 1)dedy=0.
00 . 00 . :
Wstawiajac do réwnan (6.9) wyrazenia 6.6), (6.7), (6.1).1 (6.2) oraz okrestong juz
poprzednio funkcje napreZen (6.8), otrzymamy po wykonaniu catkowan, wyelimi-
nowaniu funkeji w,, i wprowadzenin bezwymiarowych parametréw nieliniowe
rownanie rdzniczkowe zwyczajne ‘
2.

4
(61{}) ka??' CD+C3 Cl+¢’2C2+CC3kp‘x(§+c()):0'

Wporowadzono tutaj nastepujace oznaczenia:

, ) m? n/z 2 5 m? .
(BIy? ! b \2 n*+ 22) AL .-’rjiz* EB,8+26,,,98 Mg
B ] et B £
: l N ,124_,)_2 BB g +4G, 37" im?

72 [{m\2 (n2)2
Cl‘ﬂ(ﬂ +(7n—) } |

3x? (m 2 (n2 a2
e~ o) 5

2

} 222 kn 32!(172;1( A )2

S 3mp a2 T2 mz—+7n:2 FEIRLE
,ﬂ\? .

5 7) +02 {0, 0+1

I m -2—"—;7_7#

2 m L(T 0o +1

+7zz Ii(m)i+(ilzﬂb)2] 4/(}1[ ( A )2 }Lz]
APV rn B CEr i Py RO

Yo fm  n?A

|
/

k? T

G = (m 2 4,2 [—y* \}T m
:,.[2 - _k) f
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-gdzie Po=py b2[B(1—v%) 3 oznacza parametr obciazenia, {= Wik, {o= Wellh pa-
rametry ugiecia, A=a/b parametr ksztattu powloki, k=>5h*/Rh parametr krzywizny

1 {mh\?
powloki, 90'=?(?) parametr sztywnoscl wypelniacza oraz gdzie

\0 dla m lub n parzystego,
n:‘;‘

1 dla m i p nieparzystego.

Jesli w réwnaniu (6.10) zalozymy {o=0 { odrzucimy wyrazy nieliniowe wzgledem
¢ oraz wyraz inercyjny, to znajdziemy Kkrytyczng warto§¢ parametru obcigzenia
statycznego (Fyo) powloki geometrycznie idealnej: '
n\2
e

Tim\: 1
[(T) +n2]90+1 .

gdzie fy, jest tu najmniejsza wartodcia obcigzenia dla mozliwych wartogci iloéci pot
fal m i n, tzn. dla m,n=1,2,3. Wzor (6.11) pokrywa sig ze wrorem dla obcigzeft
$ciskajacych podanym przez GRIGOLUKA i Czurkowa [15), a po przejiciu do
powltoki jednowarstwowej ze WZorem podanym przez WOLMIRA [17].

W celu uzyskania ostatecznego réwnania, ktorego rozwigzanie pozwoli na prze-

$ledzenie procesu deformacii powloki, zaktadamy, Ze obciazenie zmienia sie w crasie
wedtug funkeji wyktadniczej (rys. 3:

) ) ) _ k2 N 2 Py (m +112 1)2
(6' 1) pkr*(px)min" . ?12 2 P 1_vz i om
n |+ )

A m

. ot 1-&1
Px(r)=Pm't:€ s
gdzie 1, oznacza czas odpowiadajacy osiggnigciu maksymalnego obciazenia fy
(przy czym pu=kpy), Pr. krytycznd wartoé obcigzenia statycznego wyznaczong
ze wzori (6.11) oraz x wspblezynnik obcigzenia dynamicznego.
wprowadzajac powyZsze wyraZenia do réwnania (0.10) ofrzymamy nieliniowe
réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu w postaci

dz¢ 1 -L
(6.12) = [Ce(C+Lo)te w3 C, =2 C—LCs ],
. 0

dr?

gdzie C,=ep, 1,;* oznacza predkosc poczatkowa wzrostu parametrn obciazenia
w chwili ¢=0.

W wyniku rozwigzania réwnania metoda Rungego-Kutty przy warunkach po-
czatkowych '

]
Chmo=0o {7 Jia=0

uzyskuje sie funkcje {=~{, okreslajaca zmiane parametru ugigeia podczas procesu
deformacji powloki pod wplywem obciazenia dynamicznego.

Poza uzyskaniem rozwiazania gtéwnym celem niniejszego przykladu jest proba
uchwycenia efektu inercji obrotu elementu powtoki na warto$¢ krytycznego obciazenia
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dynamicznego (pf.) i czasu krytycznego (z,,). Za obcigZenie krytyczne wg KLOSNERA

i RorHA [18] uwaza si¢ taka najmniejszg warto§é obcigzenia §, (przy zatozeniu

€, =const), ktdrej nieznaczny przyrost (45,) wywolnje gwaltowny wzrost maksy-

malnego ugigcia —- dla mozliwych kombinacji ilogci pol fal m i n. Czas ¢, odpo-

wiadajacy obeciazeniu krytycznemu Pl bedziemy nazywali czasem krytycznym fip
Do obliczen przyjeto powtoke o nastgpujacych parametrach:

A=1, a=60cm, {o=1073, hy=hy=0,1 cm, h;=1cm,
R=100cm, E,=E,=7012.10 MNm-2, E3=53MNm~2,
Gw=26MNm~?%, vy, =y,=031, y,=0,5, PL=p;=2,795.10 kgm 3,
£3=023.10°kgm"3,  ¢,=0,21912.105 51 (C2=1,08-10 MNm~t s~ 1),

Parametry te przyjeto jako stale, a obliczenia wykonano dla dwdch wariantdw:
1)y wariant 1 uwzglednia efekt inercji obrotu elementu powloki, tj. dla ktérego
my#Q,
2) wariant 2 nie uwzglednia efektu inercji obrotu i m, =0,
W pierwszym przyblizeniu zalozono, Ze przy deformacji powloki zachodzi zZjawisko
tworzenia si¢ jednej poifali ugiecia w kierunky podiuznym i obwodowym. Wyniki
obliczen przedstawiono w formie krzy-

wych {={, na wykresic (rys. 3) beda- ;W E II:’LW:![»_T/__’_/J

cych razwiazaniem numerycznym rovwna-

Wariant 1 — v
nia {6.12). : f-f”fﬂt ; =1 % =
. arian J— ’
Kazda z tych krzywych na odcinku e e et ‘{"—“ nEmriny
; 1 ;
poczatkowym odznacza si¢ bardzo matym A T Lt

‘wzrostem ugiecia w czasie, a na rysunku
pokrywa sig z osia odcigtych. W dalszej
czgsel krzywej po osiagnieciu maksimum
ugiecia powloka wehodzi w stan nielinio-
wych drgat. Krzywa 7 (wariant 2) osiaga
maksimum przy obciazeniu P =B =
=4,115 p, (P, =8,061), dla ktérego czas
krytyczny £, =4,115-10"3 g. Dalszy nie-
znaczny przyrost obciazenia (4p,,=p, ,—
—Pm1=0,02 7)) wywoluje gwaltowny
wzrost ugigcia (krzywa 2), co uznaé
mozina za dynamiczng utrate statecznodei. Rys. 4

Nastepuje przeskok powloki do nowego

poloZenia réwnowagi i réwnoczesnie zostaje osiggnigte maksimum ugiecia (wierz-
chotek krzywej). Dla wariantu 1 wartodci krytyczne obcigzenia i czasu 89 nieco
mniejsze w poréwnaniu z wariantem 2 i Wynosza: pp.,=3,475 p,., Fr2 =3,475107 35,
Warto$ci maksymalnych ugi¢¢ przed i po przeskoku powioki przedstawiono na
1ys. 4, bedacym ilustraciy zaleznosci maksymalnego ugiccia od wspdlczynnika
dynamicznego. 7 poréwnania wariantéw 2 1 1 wynika, 7e wspdlezynnik obcigZenia
dynamicznego oraz czas krytyczny ulegt obnizeniu okolo 1677, Ponadto mozemy

)
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stwierdzié, ze uwzglednienie inerc obrotu elementu powloki wywoluje utrate

statecznobci wozeSniej niz w przypadkn nicnwzglednienie inercji obrotu. Talk

wige przy dynamiczioym wyhoczeniu {réjwarstwowej powloki sitami $ciskajacymi

z predkofcia poczatkows wzrosiu rzgdu 103 [NM m ' s 1] efekt inercii obrotu

jest nie do pominigcia.
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Pesmwume

REJIWHEAHLIE VPABHEHUS IBVWOKERMS 1OMOroH YIIPYTOW TPEXCHONBON
OBOJIGUKH

ACHHE HX K TPEM OCHOBHBIM .Ifmi!dJEpeHHHaJleb]M YPABHEHHAM B YACTHRIX GPOM3BOAHEBIX IITq
HEA3BECTHBIX  (hyHxOMWiE: HATPMIKCHAI, FONEpeTHOro uepeMeIncHud  (nporufa) = Aedopmaig

METPHYHOM CTPYKTYpH! H yumThinatoT shherr wHepnun EPAIIeHHA 371eMenta obonouky, a Takwe
HAYAIIRHOE OTKACHEHHE OT HICATBHOH TeOMETPHTeCKO dopMbl. B wacriom Ciyaae o8Cyucna-
€TCH HeNmHEHHAA 320444 JINHaMHEYeCKON YCTOHYMBOCTH OTKpBITOMH TPEHCAOHION UMIHEIPHIECKOH
OBOTOYKM CRUMACMON CHAAM MEBSIOMUMUCT BO BPEMeHH 10 PKCTIONEHIHANBHOH  (y i,
Ilpencrapneust pesynprars HHCIOBOrO IPHMEPA KACAIOUMECS 3TOTO NOCNEeAHETC CAYYas.

SUMMARY

NONLINEAR EQUATION OF MOTION OF AN ELASTIC SANDWICH SHALLOW
SHELL

The paper contains derivation of the general equations of the problem considered and reducing
of these equations to the three basic partial differential equations for the unknown funciions of stress,
transverse displacement {deflection) and shear strain of the core. The basic equations are concern-
ed with a dynamics of a sandwich sizell with isotropic nonsymmetric structure of layers and the
effect of the rotary inertia of the shell element and initial deviation from the ideal geometrical form
are taking into account. As a particular case the nonlinear problem of the dynamic instability of”
the open cylindrical sheil compressed by the forces changing in time according fo the exponeniial
function is considered. For this case the numerical results are presested.
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