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FUNKCJE NAPREZEN W DYSKRETNEJ TEORII SPREZYSTOSCI

v "KAROL H: BOJD A (GLIWICE)

W pracy omdwiono rozwiazania réwnan rownowagi dyskretnej teorii sprezystodci. Funkcje
wystepuiace w rozwazanych rozwigzaniach nazwano funkcjami naprezefi. Korzystajac z warankow
nierozdzielnoéci oraz lniowych zwiazkéw konstytutywnych wyprowadzono rownania dla tych
funkeji. Jako przypadki szczegdlne rozpatrzono funkcje naprezen w teorii dyskretnych ofrodkow
Cosseratow oraz w teorii jednobiegunowych ciat dyskretyzowanych. Podano takze przyklady
ilustrujgee zastosowanic omowionych funkcji naprezen.

1. Wsrgp

Funkcje naprezed stanowia efektywne narzedzie rozwigzywania szeregu waznych
zagadnien teorii sprQZyst_os’;ci.‘Funkcje te stosowane sa szeroko w mechanice ofrod-
kéw cigglych. W klasycznej teorii sprezystoéei funkcje naprezeni omdwiono m.in.
w pracach [4, 14,15,16,18 i21},adla N wymiarowej teoril w przestrzeni euklidesowej
w pracy [3]. Funkcje naprezed w teorii niesymetrycznej sprezystoci rozwazane
byly takze w wielu pracach, np. w [2,5,6,13 i 14], a dla zagadnien plaskich m.in,
w pracach [1, 11,17 i 19}, dla poWierzchni za$ zakrzywionych w pracach {7 i 29].
Ostatnie prace omawiaja funkcje naprezen w teorii powlok siatkowych, ktérych
modelem ob'licze'n.iowyni j'est ' dﬁuwymiarowy wléknisty ofrodek Cosseratow.
Dla dyskretyzowanych modeli ciat odksztalcalnych funkcje naprezen omawiane
byly tylko w pracach [8, 27, 30]. Natomiast w metodzie elementdéw skoniczonych,
ktérej poswigcono najwigcej prac, funkcji naprezen mnie rozwazano. Przeglad prac
poéwigconych metodzie elemem_c’ﬁw skonczonych do roku 1972 przedstawiono
w pracy [20]. '

W niniejszej pracy omdwiono funkcje naprezen w dyskretnej teorii sprezystodei
ze ‘szczegdlnym uwzglednieniem liniowej teorii dyskretnych o$rodkéw Cosseratow
[27] oraz liniowe] teorii spreZystych jednobiegumowych cial dyskretyzowanych [10],
stosujac takic same oznaczenia jak w pracy [25]. ' _

Wprowadzenie funkcji naprezef w dyskretnej teorii sprezystodci daje te same
korzyéci, jakie wynikaja ze stosowania funkeji naprezen w mechanice ofrodkdw
cigglych. W szezegblnosei istnicje szeroka klasa zagadnien, w: ktérych funkcje
naprezen pelnia analogiczng role jak funkcja naprezén Airy’ego w klasycznej teorii
tarcz. Celowodé rozwiazywania pewnych zadan dyskretngj teorif sprezystosci-w ka-
tegoriach funkcji naprezen uzasadniaja przyklady konczace prace
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i 2. FUNKCIE NAPREZEN

Ciato dyskretyzowane jest co najwyzej przeliczalnym zbiorem D elementéw d
zwanych czastkami [22, 25,26 i 27]. RozwaZania przeprowadzimy dla ciat o re-
gularnej strukturze réznicowej [23 1 24].

Przemieszezeniowy uklad réwnan dyskretnej teoril sprezystosci stanowia réw-
nania réwnowagi [25]

2.0 Ay T4t +f,=0,
oraz rownania konstytutywne {25]”
Je de

: 72.2- : A t,=— — .
{ ) - Ta BAAqa * L aqa

W réwnaniach tych symbole f, oznaczajg obcigZenia zewngtrzne, T4 1 ¢, skladowe
stanu napreZenia, a ¢° wspStrzedne uogdhnione czgstki d. Symbol A4 o (d) oznacza
lewe roznice funkcji ¢ (d), a 4, ¢ (d) prawe réznice. Funkcja

&=E (d’ qas AA qn)

jest potencjalem sprezystym elementu dyskretnego £, [25]. W liniowej teorii funkcje
t¢ mozna przedstawié¢ w postaci jednorodnej kwadratowej funkcji zmiennych kon-
stytutywnych ' . ‘

Latem

1 1
e=— Am HaflotBaid’t 5 Cod" ¢

2 2
Stad otrzymujemy nastepujaca posfaé liniowych réwnan konstytutywnych:
23 Td =A% e+ B2, 4" |
~t,=B s+ Car 4"

wr s Bows Can charakteryzujq wiasnodci sprezyste elementu dyskretnego
E,. Funkcje odwrotne do (2.3) mo#na przedstawié¢ w postaci nastgpujgcej:

Wielkodei 44%, BA

24 : My=diy TP —b0 ty,  q°=bg T} —c 1.

Wielkodci ¢° jako wspéirzedne uogdlnione czastki d sa od siebie niezalezne. Natomiast
‘wielkos$ci 1% musza spefniaé pewne réwnania, ktoére dla struktury regularnej maja
postac

(2.5 Apa =0,  Asq"—y5=0.

Réwnania (2.5) mozna nazwaé warunkami nierozdzielnosci.
Roéwnania réwnowagi (2.1) beda tozsamodciowo spehione, jezeli sktadowe stanu
naprezenia 74 1 1, wyrazimy przez pewne funkcje:

E,;:D—=R, R, D-R
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. oraz przez funkcje
' G DR,
spelniajace réwnania
(2.6) V2 G +f,=0, V=644, A,,
w nastepujacy sposcb '
T‘?=€Alll—2gquLﬁm2 (Zw Ea‘f‘LlP Ra)+5¢_b9’ Z? Ga ,

2.7 .
@7 ty=e" O R,

gdzie

EA""‘" DY — e h1 Az e Au—2 DY
-jest symbolem Ricciego,

=L, Ly .. L,

przy czym symbol I, oznacza nieprzemienne opéracje liniowe
L, C{(D)-C(D),
CU(Dy={p:(p:D->R)}, Dcb,
o ktorych zakladamy, e sa przemienne z lewymi réZnicami oraz ze
tp=0tcKer L, ={pe C*(D): L, p=0}.
Symbol R oznacza zbidr liczb rzeczywistych. Zatem funkgje E,, R,, G, sa funkcjami
naprezen w dyskretnej teorii sprezystodci.
Podstawiajgc prawe strony (2.7) do (2.4), a otrzymane wyrazenia do (2.5) uzy-
skamy nastgpujgce rownania dla funkeji naprezen £, i R, .
Mg dfg [ 7 *Y L7 (A By Ly R)+0 A G,]—
(2.8) — A b3 e P L4~ Ay R,=0,
Ap B [P 1472 (Ay Byt Ly Ry)+ 6% Ay Gy] -
—dp ™ e O I Ao Ry—a®, [T Y [N (A, B, + Ly R)+
+ 8% Ay Gl 4+ 5% et" P L1 A, Ry=0.
Wystepujace w (2.8) funkcje G, nalezy traktowaé jako zname. Funkcje te nalezy

wyznaczy¢ z rownaf (2.6). Réwnania (2.8) moZna nazwaé réwnaniami napreZe-
niowymi liniowej dyskretnej teorii sprezystosci.

3. FUNKCIE NAPREZEN W TEORI DYSKRETNYCH OSRODKOW COSSERATOW

Dyskretny ofrodek Cosseratéw jest przypadkiem szczegdlnym dyskretnego
ofrodka sprezystego, dla ktérego réwnania napreZeniowe przedstawiono w- po-
przednim punkcie. Rozwazany w tym punkcie osrodek Cosseratéw jest dyskretnym
ukladem sprezystym D cial sztywnych d e D, z ktérych kazde ma g° (a=1, 2, ..., 6)
stopni swobody.
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W teorii liniowej przyjmuje si¢ [27]
Fmdut O o, TA=S 405 M}
G.) =5 g BT -
fo= (5’f+5,, A, kop,r=1,2,3.
Zatem TOwhania rownowagl maja postac
i': +ﬁc: ’ AAMJC +€kpr]pTA+"k—0
Przyjmujac
(G2 ryd—éknd+5}§_3xﬂ

oraz uwzgledniajac niezmienniczoéé funkcji & wzgledem przesuniet w czasoprzestrzeni
mozemy pominaé zaleznoéé & od w* oraz przyjac, podobnie jak w teorii kontynuanej,
zamiast zmiennych v* zmienne konstytutywne opisujace réznice pomigdzy catkowi-
tymi obrotami czastek a obrotami wywotanymi tylko polem przesunigé

'yr.fi = AA u e v Ay T,

gdzie z=1* (d) oznacza wspotrzedne miejsca w przestrzeni fizycznej zajetego przez
§rodek masy ciata de D.

Dalsze rozwazania przeprowadmmy dla os1odk0w o strukiurze spelniajacej
warunek

Agp A4 W*EAQ, F=Ik =0.
Z réwnan (2.5) wynikajg dla tego przyp.adku nastgpujace warunki niérozdzietﬁoéci:
(3.3) Arg Yo+ €5 o 1603=0, 4o &%=0.

Liniowe zwiazki fizyczne pomigdzy wielkosciami ¥4, #fy oraz T4 i My maja teraz
postaé

o iyl TF 4 U MY,

1 =By TP+ ho MY -

Zwigzki pomiedzy funkcjami naprezen a skladowymi stanu naprezenia otrzymamy
z (2.7) przyimujac

E =38 E+3 3 S, Gu=0% Gt oo Hy, Ry=0LRy+0%, ¥,
Ze wzoréw (2.7), i (3.1); wynika, Ze moina przyja¢ Ry=0. Stad
(3.5) TP —et"™ "0 2 Ay B3 Ay Gy

Z kolei korzystajac z (3.5), (2.7), 1 (3.1); otrzymamy

Ly Vi=ey (1 Fotcua 8% 15 G,
przy czym wielkofci € spehniaja rownania operatorowe

*®

,1""—21'(;) m-2 eI
Eye € L™ =0g.
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Latem :
(3.6) MP =" L2 (A Sit e 1 £)+ 0% (dy Hy+ €'y 12 G,).

Funkcie G, 1 H, muszy spelia¢ réwnania nastgpujace:
3.7 V2 Gyt fi=0, V2 Hy-tm=0.

Réwnania te wynikaja z (2.6). Podstawiajge prawe strony (3.5) i (3.6) do (3 4), a
uzyskane wyrazenia do (3.3) otrzymamy réwnania dla funkeji naprezen:
A{ﬂar]@(/im PO IR Ay B+ 0% Ay G+ :
+ Ao b o [6*" T I Ay Syt IEE)+ 0% (Ag H € IR G )] +
+eby, (I bl&lf]( CHE S 5 ,2 Ag B+ 0% 4p G) +
i i d:_[eAm_z PEL T (A Siten” I E, )+
_i'(stmv(A!P Hl+€"mt lm fr) } 0
dro Id’lr](eAm TN N2 Ay E1+5®P A!F’ G+
. +A{g F]fl’ [ AM— 2‘DTLﬁ_l2(_—A—‘P Sl+'€[pr i‘; E,-)‘I"
' +6% (A H -+ 12 G)]=0.
Réwnania te upraszezaja sie znacznie, gdy f;=0 1 n,=0. Dla tego przypadku funkcje
G, 1 H, uwzgledniajace wplyw obcigZef, nie wystapia w rownaniach (3.8).

Ze wzordw (3.5} i (3.6) moina oirzymaé caly szereg przypadkow szczegolnych
Na przykiad przyjmnjac

(3.8)

~
P __ A" W ym-2
e f=¢ LY

oraz dobierajac odpowiednio operacje L, otrzymamy wzory podane w pracy [27].

Dia zagadnieni tarczowego i piytowego przy m=H i fi=n,=0 réwnania {3.8)
omOW10n0w pracy [30].

4. FUNKCJE NAPREZEN W LINIOWEJ TEORII SPREZYSTYCH JEDNOBIEGUNOWYCH CIAL
' DYSKRETYZOWANYCH

 Cialo dyskretyzowane [22] jest jednobiegunowym ciatem dyskretyzowanym,
gdy zbiér D jest co najwyzej przeliczalnym zbioiem punktéw materialnych d € D.
Zatem

4.1 ] L gt=dput, ??A_ak Mo
natomiast réwnania rownowagi przyjmuijg postad
(4.2 Ay TA+£,=0, ¢, 12T4=0.

Ze wzgledu na réwnania (4.2), celowe jest wprowadzenie, jak w pracy [10],
nowego tensora stanu napreZenia p’“’ i odksztalcenia y,,. Rownania réwnowagi
maja teraz postac

@43 Agp*®+q*=0, p=0,
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s warunki nierozdzielnoci postaé nastgpujgca:
(4'4) i A[r A{Q}’A]QS]ZO.
Liniowe zwigzki fizyczne pomiedzy skladowymi stauu odksztalcenia i sktadowymi
stanu napreZzenia majg postacé
(4.5) Vao=daore P
Przyjmujac
E=(e" N2 Ao FY Iy .
OTazZ '
0% Ag G,=2(6%? Ap Q"7 Ay Q") Iy
‘i biorac czeéé symetryczng wzgledem wskainikow @ 1 I' otrzymamy
(4 6) p A"‘ 2 gy eA"" 2ro Lm 2 Lm 2 A.p A_Q F—|—25¥' (@ Z‘P Qr)_émr Zq’ Q‘F’
przy czym funkcje Q4 musza spelniaé réwnania
V2 Q"+q"=0.
Korzystajge z (4.6), (4.5) i (4.4) otrzymamy nastgpujace rownania dla funkcji napre-
Zen:
(47) AEA A[H a};] e1er (CAM fow edm e Lm 2 Lm 2 Anp ZQ F4+
3-26% @A, 0TV — 57T A,.0%)=0.
Réwnania te upraszezaja si¢ znacznie dla g4=0.

5. PRZYKLADY

Rozwazmy tarcze perforowana regularnym ukladem otworéw trojkatnych
(rys. 1.). Przeprowadzenie $cistej analizy stanu napreZenia metodami mechaniki
osrodkéw cigglych dla tej tarczy jest praktycznie niemozliwe ze wzgledu na perforacje.
Jako model obliczeniowy przyjmijmy zatem jednobiegunowe cialo dyskretyzowane,
ktérego rzad struktury réznicowej wynosi dwa. Wzajemne oddzialywania czastek
d, fi d, fid elementu dyskretnego E, realizowane sg przez elementy skoficzone
B, pokazane na rys. 1.

Réwnanie dla funkcji naprezen otrzymamy z (4.7). Dla tarczy Jednorodnej
i obcigzonej tylko wzdtuz brzegdw réwnanie to ma postaé

(5.1) ﬁﬁQAA Aq) AQ A_A ZA F:O,

gdzie
NKDQAA:e@T' e@Q €A5 CAZ‘ Arpz:

a
Przyjmijmy funkcje naprezen w mnastgpujgcej postaci:

b
(5.2) F=?x1 (x*+1)x

Eatwo sprawdzié, ze funkcja (5.2) spelnia tozsamosciowo réwnanie (5.1).
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Skladowe stanu naprezenia okreslone przez funkcje (5.2) otrzymamy ze wzoréw
(4.6), ktore dla tego przypadku majg postaé

PP =™ ! Ay A, F

Stad .

pr=0, pPU=pti= _pJ2 x', plTH=p2 y2

X‘f
Rys. 1
a poniewaZ
TI:[ :PA{D !(pk 2

przeto
(5.3) T'=0, TM=Ti=_pp x, T =b* x2,

Stan obcigzenia dowolnego elementu przedstawia rys. 2.
Znajgc stan obecigzenia dowalnego elementu mozna latwo analizowaé stany'
naprezenia i obcigzenia tarcz o dowolnych ksztattach zbudowanych z elementéw

?
4 ?‘551"
4
o 12 3t
3.2
rb[ ¥ e
|-
3,7
Hox 5, 3 |-
2t -
B T— - )
PR ] { P e
BT anr* s R
NETEI I INER {oa H 4 5 sl 7

Rys, 2 Rys. 3



10 : . KAROL H. BOIDA

B,. Na przykiad, dla tarczy trdjkatnej w ukiadzie przedstawionym na rys. 3 stan
naprezenia .(3.3) jest wywolany przez obciazenie podane na tym rysunku. Jest to
obciaZenie liniowo zmienne. Przyjmujac rézne funkcje naprezefl oraz stosujac
zasade superpozycji mozna tym sposobem rozwigzaé szereg praktycznie waznych
przypadkow.

x“h

Na koniec rozwazmy jeszcze tarcze przedstawiona na rys. 4. Jest to larcza rowno-
legtoboczna podzielona na elementy skonczone By 0 ksztalcie pokazanym na rysunku.
Rzad struktury réznicovej tego jednobie-

Aal? pqd  gunowego ciala dyskretyzowanego wynosi

$ trzy.
Zakladajac, Ze tarcza jest jednorodna
i obciazona tylko wzdiuz brzegow, otrzy-
mamy z (4.7) nastgpujace réwnania dla
funkcji napreZen:

2pt3 7ni3

——— — . I
. . {54) AZ EAETJ' €‘PIDI' €‘Y@S}

€ ro ™
2al’? x Ap do Az Az Fa4=0>
Rys. 5 gdzie
FAA:L(A LA) F
Sktadowe stanu naprezenia mozna Wyznaczyé ze wzord

(5.5 pAA:Ed.‘tQA e?T4 A, Ap Fow .
Przyjmujac nastgpujace funkeje naprezen:
(5.6) Foy=ax' (x'+D, Fuu=bx? (x2+l),

. a pozostale F,,=0, zapewnimy spelnienie réwnani (5.4) tozsamosciowo.
Podstawiajac (5.6) do (5.5) otrzymamy nastgpujace skladowe stanu naprezenia:

11 _2p)2, p‘":p"'=p”“ pIHl 0,
pllllzgalz p'”":pm”_:44al2, llIlII 2b12
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Stad : .
=2b%, T{'=T\"=T,=0, Ti=4al, TM=_24

Stan obcigZzenia dowolnego elementu przedstawia rys. 5.

-Faﬂ ?20:’3 ’2&(5-

4a13 N
2ai’ '
% 2n1?

. Xzﬂ

zal? : ‘
‘ ? a : 2603
A\ 2bt? _
—g— L . . .
2b18 /
R — Pz -
4 2bt3 et
2al® Year? V2al® VYoal® §ooit

Rys. 6

Stan ten jest wywolany obciageniem tarczy podanym na rys. 6.

'

6. UwWAGI KONCOWE

‘Szereg technicznie waznych zagadnied mozna rozwigza¢ metodami wykazuja-
cymi duze podobienstwo do metod stosowanych w teorii oérodkdw ciagltych. Mozna
na przykiad obcigZenia przedstawié w postaci sum trygonometrycznych ; pozwala to
sprowadzi¢ réwnania dla funkcji naprezen do réwnan algebraicznych lub do téwnad

.réznicowych zwyczajnych. Jednak w tych przypadkach konieczne jest okredlenie
sktadowych tensora sztywnodci sprezystej, wystepujacych w réwnaniach dla funkcji
naprezeit. '

‘ Pewien sposdb wyznaczania tych wielkoéci dla czworokatnych elementéw B,
omowiono w pracy [10]. Wyznacrajac skladowe tensora sztywnodcl nalezy nalozyé
na deformacje kazdego elementu cigglego skoficzonege B, wiezy, ktdre wyraza
odksztalcenia w dowolnym punkcie elementu B, przez funkcje okrediajace deformacie
elementy dyskretnego £, To znaczy przyjmuje sie, 7e odksztalcenie elementu By,
jest okreélone calkowicie przez przemieszezenia jego wierzcholtkéw. Funkgje apro-
ksymujace odksztalcenia elementu B, maja to samo znaczenie co funkcje ksztaltu
w metodzie elementow skonczonych Tym samym napreZenia’ wewnqtlz clementu
B, mozna okre§li¢ dopiero po przyjeciu tych funkcji. :

Sily zaznaczone na rys. 5 aproksymuja ciagly rozklad naprezen wzdluz brzegdw
elementu. Gdy sily te sa znane, to naprezenia wewnatrz elementu moZna takze
okreéli¢ za pomoca rownan metody elementédw skofczonych

(6.1) {o}=[SI* (k)" {F}7,
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gdzie {g} jest macierza utworzong z naprezen oy, 02, ..., [SI° macierzg napreZen
elementu, [k]° macierza sztywnodci oraz {F}* macierza ntworzong z sit wezlowych.,
Macierz sztywnoéci zalezy od funkceji ksztattu. Macierz ta w rozwazanym przypadku
nie moze byé osobliwa.

Wszystkie wiclkodcl wystepujace we wzorze (6.1) zostaly doktadnie omdwione
w licznych pracach podwieconych metodzie elementéw skofczonych, m. in. w pracy
[28]. Wida¢ wige, ze funkcje naprezen w dyskretnej teorii sprezystosci pozwalaja
w wielu przypadkach nader prosto wyznaczy¢ sily weztowe, kidre mozna wykorzy-
sta¢ do dalszej analizy ukladu.
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Peswome
OYHKIINHW HAIPSDKEHWUM B MUCKPETHOMN TEOPHU YIIPYIOCTH

B paGore oBCyscaeHs! DEIICRY: YPARHCTHit DABHOBECHA OHCKPETHOM Teopun YIPYTOCTH.
DYHKUMH, BLICTYIRIOINME B DACCMATPHBAEMBIX DOLICHHAX, HA3BANbL byEKURAMY  HanpaTemmii,
McnoIb3ys yCHOBHA HEPA3KENMMOCTH H JIHHEHHWIE OIPEASHIONHe COOTHOIICHHS BLIBGOCHEL
YDaBHEHEA A5 9TuX Pysknmit. Kax sactauie ciyuan paceMoTpens GYHKUKR HanpsoreHmit o TEOpAR
JUCKPeTHEIX cpeldl Koccepa, a Takke B TEODHHA OQHONOMIOCHBIX AMCKTEPH3NPOBAHHLIX Test, Fpu-
BEJCHAL TAKKC NPEMEPH HUTFOCIPEPYIOIHE OpUMeHeHHe 0OCY®ASHHBIX (yHKmmit HATPAKEHWH,

SuMMARY

[

THE STRESS FUNCTIONS 1IN A DISCRETE THEORY OF ELASTICITY

The paper deals with a solution of the equilibrium equations of a discrete theory of elasticity.
The functions appearing in these equations are called the stress functions. Using corapatibility
equations and linear constitutive equations the corresponding equations for the stress functions
are derived. As the particular cases the stress functions in a theory of discrete Cosserat media and in
theory of monopolar discretized bodies are considered. The examples iltustrating the applications
of the stress functions discussed above are also presented. :
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