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RYSZARD GRY B O § (GLIWICE)

Przedmiotem rozwazaf jest podluzna fala naprezen w precie lepkospreZystym, wzbudzona
uderzeniem ciala szlywnego. Cechy lepkospreZyste preta opisano z pomoca catkowego modelu
Bolizmanna. Rézniczkowo-calkowe rownanie ruchu, po sprowadzeniz do postaci standardowej,
rozwiazano przy uzyciu metody ,,zamrozenia”. Wyznaczone rozwiazanie szezegblowe dla przy-
padku maxwellowskiego jadra relaksacji, ograniczone do krétkiego przedzialu czasu. Okreélono
wplyw lepkosci na predkosé fali oraz na wartosdé naprezen na czole fali,

1. Wstep

Zagadnienie propagacji fal podtuznych w precie niedoskonale sprezystym nalezy
do klasycznych zagadnien dynamicznej teorii lepkosprezystosci. Mozna go rozma-
icie formotowaé przyjmujac rézne modele reologiczne materiaty i odpowiednie
réwnania stanu. Mozna tez przyjmowaé rozmaite sposoby obciazenia i odpowiednie
warunki brzegowe, ktdre poza tym dotycza albo jednego tylko kofica, gdy pret
jest péinieskoficzony, albo obu koficéw, gdy uwzgledniamy jego skoficzong diugosé.

Wigkszo$¢ prac z zakresu dynamiki preta lepkosprezystego opiera sie na prostym
modelu Maxwella [1—11}, nieco mniej na modely Kelvina-Voigta {1, 3, 5 i 12-15],
kilka prac dotyczy tzw.ciala standardowego lub innych modeli kombinowanych
[16-181.(*) Sa to wszystko modele rozniczkowe (ze wzgledu na rézniczkowy charakter
réwnatt stanu), przy czym moga by¢ one liniowe lub nieliniowe.

W gruncie rzeczy zaden z wymienionych modeli nie opisuje wiernie wszystkich
reologicznych cech materialow rzeczywistych. Popularnosé swq zawdzigezaja one
Jjedynie matematyczne] prostocie odpowiednich réwnan ruchu, ktére sa réwnaniami
rézniczkowymi o pochodnych czastkowych. Jesli chodzi o model Kelvina-Voigta,
to jego niestosowno$¢ w odniesieniv do omawianego zagadnienia pogarsza jeszcze
fakt, iz odpowiadajace mu réwnanie rézniczkowe ruchu jest eliptyczne i, jako takie,
nie opisuje ruchun falowego.

Wplyw lepkosci osrodka na proces propagacji fal naprezef mozna uwzglednié
w sposcb wladciwy jedynie opierajac sie na calkowym modelu Boltzmanna. Niestety
odpowiednie réwnanie ruchu jest rownaniem rézniczkowo-catkowym o pochodnych
czgstkowych, co jest Zrédlem powaznych trudnosci matematycznych powstajacych

(*) Dodajmy, ze liczba prac traktujacych o propagacji fal w precie ]epko-piastycznym lub
lepko/sprezysto-plastycznym jest znacznic wigksza.
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przy jego rozwigzaniu. Tym thumaczy sie wyjatkowo mala iloéé prac traktujgcych
problem na gruncie teorii Boltzmanna [19-24].

Autorzy cytowanych prac poszukujg rozwigzania stosujgc transformacje catkowe
(Laplace’a lub Fouriera). Jednak transformacji odwrotnej nie udaje si¢ wykonac.
W pracach [2 i 21] uzyskano pewne rozwigzanie przyblizone, oparte na zalozeniu
stalej predkodcei fali. Autor pracy [23] podat dwa rozwigzania przyblizone: jedno
dla obszaru lezacego w pobHiu czola fali ci$nienia, drugie, asymptotyczne, dotyczace
pézniejszej fazy ruchu. Streszczenie tej pracy mozna znaleié w [24].

Ostatnio pewne przypadki drgan stacjonarnych {(wymuszonych oraz parametrycz-
nych) badat Fiatow i jego wspdltpracownicy [25-27]. Korzystali oni z zapropo-
nowanych przez Fitatowa i Biegnajewa metod « zamroZenia » i usrednienia. Metody
te, poparte §cistymi dowodami matematycznymi [26 i 28], stanowig efektywny sposdb
przyblizonego rozwiazywania zaréwno liniowych jak i nieliniowych réwnaf réznicz-
kowo-catkowych, jakie wystgpuja w dynamicznej teorii lepkosprezystosei. W niniej-
czej pracy korzysta si¢ m.in. z metody « zamroZenia ».

Jedli chodzi o sposdb dynamicznego obcigzenia preta, to w badaniach teoretycz-
nych formuluje sig go trojako:

1) Brzeg obcigzony przemieszeza si¢ wedlug okreslonego prawa (najczgéciej
jednostajnie); jest to tzw., wymuszenie kinematyczne.

2) Naprezenie na brzegu obcigZonym zmienia sig wediug okreslonego prawa
(np. skokewo, impulsowo itd.); jest to tzw. uderzenie bez masy.

3) Cialo sztywne o znanej masie uderza z okredfong predkoscia w jeden brzeg
preta; jest to zatem uderzenie masg. )

Niektérzy badacze rozpatruja jeszeze uderzenie preta w sztywna przegrode
lub zderzenie kolinearne dwdch pretow; sa to szczegdlne przypadki wymuszenia
kinematycznego. Autor wspomnianej pracy [23] zaklada rowniez wymuszenie kine-
matyczne (Scidle] méwiac, stata predkosé jednego brzegu). Matematycznie najtrud-
niejszy jest przypadek uderzenia masg, poniewai odpowiada mu dynamiczny waru-
nek brzegowy typu rézniczkowego z nieznana funkcja przemieszezen.

W pracy niniejszej rozpatruje si¢ dynamiczny problem preta lepkosprezystego,
péinieskofczonego — w przypadku uderzenia masg. Material preta traktuje sie
jako jednorodny, izotropowy, wykazujacy cechy lepkosprezyste zgodne z modelem
Boltzmanna oraz maxwellowskim jadrem relaksacji. Podano przyblizone rozwigzanie
problemu poczatkowo-brzegowego, ograniczone do krétkiego przedzialu czasu
oraz dotyczace materialu o wzglednie malej lepkosei.

Uzyskana do§¢ prosta forma rozwiazania umozliwia wyciggnigcie interesujacych
wnioskéw, np. co do predkoséci propagacji i napreZenia na czole fali cisnienia w po-
czatkowej fazie ruchu.

2. ROZNICZKOWO-CALKOWE ROWNANIE PROBLEMU

W dynamice oérodkow lepko$prezystych znane jest prawo, pozwalajace w prosty
sposéb przeiéé od réwnan ruchu ofrodka sprezystego do analogicznych réwnai
ofrodka lepkosprezystego [29]. Wystarczy w tym celu state Lamégo 4, u zastgpié
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przez A— A%, p—p*, gdzie 1¥, u* sa pewnymi operatorami rézniczkowymi lob cafko-
wymi, Ich postaé zalezy od przyjetego modelu reologicznego. Wyjasnimy te kwestie
szczegdtowo w odniesieniu do modelu Boltzmanna.

W przypadku ofrodka sprezystego zachodzi prosta proporcjonalno$é migdzy
skladowami dewiatordw napreZen s;; 1 odksztalcen e;;, mianowicie s5;;=2ue;
(i, j=1, 2, 3). Podobnie zwigzek migdzy naprezeniem §rednim ¢-2a,,/3 i whasciwym

2
rozszerzeniem objctosciowym 8% ¢, ma postaé: o :KH(KE At K s jest modutem
§cigliwoscei )

W przypadku izotermicznych odksztalced odrodka lepkosprezystego o cechach
ciala Boltzmanna odpowiednimi rédwnaniami stanu sg rownania [29 i 30]

S, 0 =24 [e,-j(x, f)—fR(t—’[) e (x,’r)d’c],
(2.1) L :
a (x, t)=K[8 (x,1)— le (t—1) 0 (x,7) a’rJ.

Przyjeto tu od razu, ze tzw. jadra relaksacji: postaciowej R'i objetodciowe] R, —
maja postac rdézmicows, tzn. ich argumenty ¢, v wystepujg wylgcznie w postaci
roznicy ¢ —12=0. Ma to miejsce tylko w przypadku osrodkow, ktérych aktualny stan
nie zalezy od obioru chwili poczatkowej r=0. Poza tym x (x,, x,, X3) Ozhacza
wektor miejsca we wspétrzednych Lagrange’a. '

MNa podstawie réwnaf (2.1) moZna poda¢ interpretacje operatoréw A%, p*.
Niech f(x, ) bedzie dowolng wiclkodcig fizyczna, ktdra jest funkcja wspdi-
rzgdnych poloZenia i czasu.

Otéz

wFx0=p [R(1=7) f(x,7)dr,

22 ¢ : ‘
2 2
2 £Ou=( ik 5 ) [Re G0 f sy e [ R0 73,
[0} 0
W zagadnieniu jednowymiarowym {ktdre jest przedmiotem dalszych rozwazan),
‘zamiast stalych Lamégo, uzywa sig raczej modutu Younga F i wspélezynnika Poisso-
“na v(*). Przechodzac do réwnafd ruchu preta lepkosprezystego, zamiast stalej

E=2u(l+v), trzeba wprowadzi¢ operator E-—E¥*, przy czym E*=2p%(1+v).
Na mocy tozsamosct (2.2), bedzie przeto

(E—E*) £ (% )=Ef (x,6)—2u* (1 4+9) f (x, 1)

(2.3) —Ef (5, 0)~2u (1 +v)ofR (t—0) f(x,7) dt,

—E[f(x, z)—fR (t—1) f{x, 7) dr].

(*) Uwaga ta dotyczy oczywiscie oSrodka sprezystego.
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Wezmy pod uwage jednowymiarowe réwnanie falowe preta sprezystego

du aut
24 pii=Eu"”  (i=—Fr, ‘=)

at v x
Opisuje ono proces propagacjii podluznej fali naprezen, przy czym u(x, ) jest
przemieszczeniem osiowym, p — gestoscia. W przypadku preta lepkosprezystego
bedzie odpowiednio
pit=(E—E*)u"’

lub po.uwzglednieniu przeksztafcenia (2.3)

{2.5) piiéElu"— fR (=t u'’ (x,7) dr].
0

Jest to podstawowe réwnanie rézniczkowo-catkowe rozpatrywanego zagadnienia.
Jezeli materiat wykazuje stosunkowo maly lepkod¢, to dedatnio okreflona

¢ o
catka | R (¢) df ma warto$¢ matg wobec jednodci, co podkreslamy piszac & [ Rz} dt,
0 0

gdzie £>0 jest matym pai’ametrem. W dalszym ciagu pomijamy wezyk nad R (1) i
zamiast réwnania (2.5) piszemy

(2.6) 3 pii—E[u”af_R (t—7)u"’ (x,7) dr] .
‘- ‘6

Opierajac sig na takim réwnaniu, FiLATOW [ SZAROWA [26] badali m.in. ustalone
drgania podiuzne (swobodne i wymuszone} preta lepkosprezystego. W dalszym
clagu wykorzystamy réwnanie (2.6) do okreslenia reakgji takiego preta na podiuzne
uderzenie cialem sztywnym.

Przy rozwigzywaniu réwnania rézniczkowo-calkowego poshuzymy sig metodg
« zamrozenia », ktora najpierw pokrétee scharakteryzujemy.

3. METODA «ZAMROZENIA» 1 USREDNIANIE ROWNAN ROZNICZKOWO-CALKOWYCH

Wymienione w tytule metody sa dos¢ efektywnym sposobem przyblizonego
rozwigzywania rownan rézniczkowo-catkowych. Zaproponowali je Frarow i
BieGwazew w roku 1970 [25], pdZniej opracowano ich podstawy matematyczne,
podano oszacowania bleddw i zastosowania w teorii lepkospreZystosei 26 1 27].

Weimy pod uwage uklad nieliniowych réwnan rozniczkowo-catkowych w postaci
standardowej

. , .

3.1 i(:sY(y, t, fd—" (y (@, 1,7) df), vy (M =y,,
0 ¢

gdzie y (1) jest n-wymiarowym wektorem. Sprowadzanie réwnan rézniczkowo-cal-

kowych rozmaitych typdw do postaci standardowe] stanowi odrebne zagadnienie .

i moze by¢ wykonane kilkoma sposobami. Nie bedziemy tu szerzej rozwijac tego

zagadnienia, a jeden ze sposobdéw zademonstrujemy w nastgpnym punkcie,
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Idea metody «zamroienia» jest nader prosta. Prawa strona réwnan (3.1) jest
malg rzedu ¢, skad wynika, ze wektor-funkcja y (¢) zmienia sig powoli. Mozna zatemn
wspomniang funkcj¢ pod znakiem calki ustalié (« zamrozié ») w chwili ¢, tzn. w cal-
kowym wyrazie uktadu (3.1) zamiast y () podstawi¢ y (¢). Ten prosty zabieg sprowadza
ukfad réwnan rozmczko-ca%kowych do ukiadu rownan rézniczkowych o wspodlezyn-
nikach funkeyjnych:

(3.2) ! “SY(Vi, f,f45 (n (1), 1,7) dr), 1 (0)=y,,
0

ktory jest na ogol fatwiejszy do rozwiazania od ukladu (3.1). Z pomoca nieréwnosci
catkowych dowodzi sig (przy niezbyt mocnych warunkach naloZonych na funkcje
Y i @), ze dla dowolnych statych § <0 i 1 <0, mozna wskaza¢ takie ¢*, iz dla g<e*
w przedziale O0<r<Ae~' zachodzi nieréwnosé lly (¢Fy—xn ()<, czyli ze rozwigzanie
¥) (¢) jest dostatecznie bliskie rozwiazania y (¢).

Réwnania (3.2) tworza tzw. uklad réwnowazny ukiadowi (3.1) w sensie metody
« zamroZenia ».

Niekiedy rozwigzanie analityczne uktadu réwnowainego okazuje sie jeszcze
zbyt skomplikowane lub wrgez niemoiliwe. Mozna wtedy uczynié dalszy krok
na drodze uproszczenia réwnan wyjsciowych, Polega on na usrednianin ich prawych
stron w przedziale nieskoficzonym. Obliczamy w tym celu calke

Gy  [emunde=p@n),
0 .

traktujac y i ¢ jako parametry. Przypusémy, Ze istnicje granica

1
(3.4) " fim — f Y(v.t,p (v, ) dr=F (y).

Too
Z kolei tworzymy uklad rownan rézniczkowych o stalych wspélczynnikach:
(3.9 B2 U N R (VES7

ktdry zawsze jest Iatwiejszy do rozwiazania niz uklad (3.2) . Okazuje sig, 7e wektor-
-funkcja 0* (1) jest réwniez dostatecznie bliska rozwiazania y (f) ukiadu réwnan
(3.1), aczkolwiek uzyskuie sie tu dokfadno$é nieco mniejsza niz w przypadku funkeji
n (). :

Filatow zaproponowat jeszeze drugl wariant metody uéredniania, ktéry rozni sie
od poprzedniego jedynie tym, Ze zamiast funckji o (y, 1} pod catke (3 4) wprowadza si¢
fankcje

(3.6) pe (11)= [ @ (v,4,7) dr.

Réwnania (3.5) tworza ukdad réwnowainy ukiadowi (3.1) w sensie metody «zamro-
zenia» z usrednieniem (wedlig wariantu pierwszego lub drugiego).
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4. ROZWIAZANIE FALOWE PROBLEMU POCZATKOWO-BRZEGOWEGO

Niech ciato sztywne o masie m uderza poosiowo z predkodeia Vy w pret péinie-
skoniczony, jednorodny o stalej masie jednostkowej pF. Interesuje nas proces pro-
pagacji fali naprezen, wzbudzonej tym uderzeniem.

Niech pdlod Ox pokrywa si¢ z osig preta, a jej poczatek O lezy w plaszezyznie
czotowej preta, czyli na brzegn uderzonym. Wprowadzamy zmienne bezwymiarowe

X cl U

¥=— f=—-— =
[m ’ Im ’ lm ’

gdzie c=]/E7P jest predkoscia falowa w precie sprezystym, a 1,3 mjpF oznacza
dlugoéé¢ odeinka, kidrego masa rowna sie masie ciala wderzajacego. W dalszym
ciagu bedziemy jednak pomija¢ kreski nad %, 7, @, a rézniczkowanie wzgledem £ 17
nadal oznaczamy przecinkiem i kropkg u gdry.

Warunki poczatkowe i1 brzegowe maja nastepujaca postac:

u(x,0)=0, x € {0, 00},

. _[Vefesw dla x=0,
@.1) i (x, O)M{O dla  x>0;

i (0, N=u'(0,1) dla  t=0.

Wezmy najpierw pod uwage pret sprezysty i odpowiadajace mu réwnanie (2.4)
lub po wprowadzeniu zmiennych bezwymiarowych
(4.2) fi=u".
Rozwiazanie falowe problemu poczatkowo-brzegowego (4.1) 1 (4.2) ma znang postac
u(x, =0, (1—"N=uy (x,¢), Vxel0,],

4.3) .
u{x,1)=0, Vx=>t.

Zajmijmy si¢ teraz pretem lepkosprezystym. Problem polega na rozwigzanin
réwnania rézniczkowo-catkowego (2.6) lub rdwnania '

i
(4.4) rli:u”—sz (t—1)u”’ (x,7) de
0

przy warunkach poczatkowyeh 1 brzegowych (4.1).

W dazeniu do zastosowania metody « zamrozenia » musimy najpierw rdwnanie
(4.4) sprowadzi¢ do ukladu standardowego. PoniewaZz wspomniane rownanie dla
e=0 przyjmuje posta¢ (4.2), a warunki poczatkowe i brzegowe w obu przypadkach
s takie same, przeto rozwigzania obu problemdéw musza si¢ rézni¢ nieznacznie
migdzy soba. Sciflej méwiac rozwiszanie u (x, f) powinno dazyé do wu, (x, 1) gdy
g—0.

Uwzgledniajac powyisze oraz wzor (4.3) postulujemy

ux,t)=v, [1-f(t,e)e™"], Vxel0,1],
u (x, 1)=0, Vx> t.

(4.5)




PODEUZNE UDERZENIE MASA W PRET LEPKOSPREZYSTY, POLNIESKONCZONY 529

Na nieznang funkcje czasu f (7, £) nakladamy warunkij

(4.6) S@0=1, [fOe&=1,
przy czym drugi z nich gwarantuje spelnienie obu warunkdéw poczétkowych 4.1) 2.

Natomiast warunek brzegowy (4.1); prowadzi do zadania, aby f'—-—Zf:O dla
t=0. Jednak z drugiej strony podstawienie (4.5) do (4.4) daje inne, podstawowe
réwnanie dla f(z, &)

(4.7 j?—Zf= —ee’fR'(z‘f'r)f(r, e tdr.

Okazuje si¢ wigc, Zze funkcja (4.5) moze zados$éuczyni¢é warunkowi brzegowemu
wylacznie w chwili poczatkowej, a poza tym, czyli dla />0, tylko z dokladnoseia
do wyrazéw matlych rzedu & Poprzestaniemy na tym przyblizeniu.

Przystgpujac do przeksztalcenia rdwnania rézniczkowo-catkowego (4.7) zauwaz-

my, ze dla ¢ =0 redukuje sie ono do postaci f, —2f, =0, Stad wynika
(4.8) Jo)=c e**%e;, (e, cy=const).

Opierajac si¢ na tym rozwiazaniu, szukamy funkeji £z, &) z pomoca metody wariacji
statych. Niech

. f(fsg):CI ({78) ezt—l_cz (f,{-})’
4.9 ftey=2c, (t,8) e*,

é {(t,e) e +é, (r,e) e =0,
Ponadio dla spelnienia warunkéw (4.6) ma by¢

ey (1,0 e+, (1,0)=1,

4.10
(+-10) ¢ (0,8)+ ¢, (0,e)=1.

Podstawiamy (4.9), , do réwnania (4.7) . Po uwzglegdnieniu zadania (4.9); otrzy-
mamy

e ¥
¢y = Y e“fR (t—1) e, (r,e) & +oy (T, 8) e "] i,
Q

@.11) .
éz=7 e’j R{(t—1)[c; (r,8) "+, (v,8) e "dr.

Poréwnujac ten uklad réwnan z (3.1) latwo zauwazyd, iz jest to uklad standardowy.
Wobec tego piszemy od razu ukiad rownowazny w sensie metody «zamrozenia»:

Ji= =y e IR () 14 R () 7],
(4.12)

&
?2:—5 e R () e+ R (1) y2],
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i
gdzie I;"‘
yi (L eyze (Le), Viz0, 0O<e<l, i=}2 ‘ /
oraz [
1
(4.13) , R* (x)sz (t—1) e** dt.
g .

Postaé¢ wspdtczynnikéw funkcyjnych ukladu (4.12) zalezy wigc od postaci jadra
relaksacii R (r). W przypadku jadra maxwellowskiego z dyskretnym widmem rela-
ksacji mamy '

414 R()= D Ape ™
k=1

{A,, By=const). Poza tym rozmaici autorzy wysuwajg w tym wzpgledzie rozne inne
propozycje, np. [30, 31]

R(D=Ae™ (=1*%  R(()=(L+a)"" 172

Uktad réwnan réiniczkowych ze wspdlezynnikami funkeyjnymi (4.12) nie po-
siada rozwigzania ogdinego w postaci zamkaigtej. Poniewaz sg to jednak réwnanja -
liniowe, wigc przy rozwigzywanin przypadkdw szczegdlnych moga si¢ okaza¢ przy-
datne metody oparte na transformacjach catkowych (np. [23]) Iub inne przyblizone
metody.

Gdyby te sposoby okazaly sie malo efeldywne, trzeba uwage skierowaé na uktad
réwnowazny ukladowi (4.11) w sensie metody « zamrozenia » z usrednieniem pra-
wych stron. Ten uvklad réwnan ma postaé '

S(Al y1+AI_ y:)s

4.15 _
( ) zxg(/{z VjJFAz ')’:),

gdzie stale AF, okreslone sa nastgpujaco:

1
At =lim —o fR+ (e 'dr,

T
(4.16) i
Af=lim =z J REf(t)edr
T—uwo

dla pierWszego wariantu metody lub

1
Ai—hm—ﬁf}r () et dt,

I

. 1 ,
.1 T = e * 4
4.17) AF ;1_{2 T IR (1) e dt,

RE(n=[R () etean

wedtug wariantu drogiego. Oczywiscie stosowanie metody usrednienia uwarunko-
wane jest istnieniem granic wystepujacych we wzorach (4.16) lub (4.17).
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Po rozwiazaniu uldadu réwnan (4.12) Iub (4.15) otrzymamy funkcje y, (7, &)
(lub y; (1, 5)) okreslone z dokladnoscia do dwéceh statych catkowania, ktére do-
bieramy nastepnie tak, aby spelni¢ warunki (4.10) Iub

7t (t; 0) 62t+ Va2 (ts 0) :1 3
71 (O8)+ 72 (0, 8)=1.
Po wykonaniu tych dziatad korzystamy z formuty
(4.19) Feymyi(he) e +y, (1,8),
ktdéra wraz ze wzorem (4.5) daje ostatecznic przyblizony wzdr dla przemieszczest
dynamicznych u (x, ¢} preta lepkosprezystego,
Znajge funkcie u (x, t) mozemy obliczy¢ naprgzenie:;

(4.18)

Ju du (x,7)
(4.200 . (x,1) El—*e fR (t*r)w—“;**dr] Vxe[0,t].

5. ROZWIAZANIE SZCZEGOLNE DLA MAXWELLOWSKIEGO JADRA RELAKSACII
Niech
n
= o
(5.1) R(t)= D dee b,
k=1

gdzie A, £, (k=1, 2, ..., n) sg to stale materialowe, zalezne jedynic od temperatury.
Wspdiczynnild funkeyjne R* (f) maja w tym przypadku posta¢

n Ay
(5.2) Rt (t):Z A1l (e%f — oMy,

vkladem za§ réwnowaznym ukladowi (28) w sensie metody « zamroZenia» jest
ukiad nastepujacy:

g 2 '
Py = — [?1 ﬂ +1 e (L B DY Z ﬁ mzt_e—(m.--:—l)r)},
(5.3) ny
_____ — (2t _p—Be-1)1 N TE -1
ll’l Z ﬁ —H (e*'—e )+y2k% ﬁk—l(l e )].

Niestety, ukiad ten nie posiada rozwigzania zamknigtego. Nie mozZna ter prze-
prowadzi¢ uérednienia jego prawych stron, poniewaz nie istuniejg niektdre sposrdd
wyrazeit granicznych (4.16) lub (4.17). Wobec tego przytoczymy pewne rozwigzania
przyblizone, poprawne dla 0<<¢ <1, tzn. w takim przedzijale czasu, w ktérym czolo
fali ci$nien przebiega odcinek maly wobec /, =m/pF.

Jezeli funkcje wykladnicze we wzorze (5.2) rozwiniemy w szeregi polggowe,
z ktérych zatrzymamy tylko po dwa pierwsze wyrazy, to otrzymamy nader prosty
wynilk

4 RY(ORR (=a1+0 (), a= Y 4
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oraz

e
F1= —7(?1+?z)i6“+0(62t2),
(5.5)
. ea
'Pz=7 (y+y2) 10 (7).

Ten uklad mozna latwo rozwigza¢ w pierwszym przybliZeniu. Dodaja(c-réwnos’ci
(5.5) stronami otrzymnjemy réwnanie rdzniczkowe o zmiennych rozdzielonych
d(y:+7)

——=gqtshtdt+0 (&%),
VitV

skad po scatkowaniu
(5.6) 7, +7y,=exp [ea(tchi—sh )+ O (2 1))=1+ea (tch i—sh )+ 0 (e 17).

Stalg catkowania dobraho tak, aby spelniony byl warunek poczatkowy (4.10), {zn.
71+ ya~1 dla 1=0, Podstawienie tego wyniku w (5.5) daje

ca e

iz]xhjtexp [_—-t—|~£a(tcht—shr)+0(£2t2)}=—7te"[H—O(st)],
&a .

Py = '----z—texp [f4ea (¢t cht—~sh )+ 0O (&% t7)] ——2~ tet [14 0 (er)],

a po scatkowaniu

Ed
=y e (HNIH0E)]+Co,

ea
b= __znet(l_t) 140 (e)]+Cs.

Aby spetnié zadanie (4.10), czyli y, €*'+y,=1 dla ¢=0, nalezy podstawi¢ C, =0,
C; =1. Ostatecznie wiec znajdziemy

£a .
%1 =7 e {140+ 0 (%12,
(51

&da
=1 2 e (1—-0+0 (1),
Jezeli, w celu sprawdzenia, dodamy do siebie stronami powyzsze wzory, to otrzy-
mamy rownosé (5.6).
Podstawienie funkcji (5 7) do wzoru (4.19) daje po przeksztalcemach

(5.8) f=14eate+0 (g 17).

Nastepnie, korzystajac z formul (4.5) i (4.20) obliczamy przemieszezenic osiowe:
i naprezenic normalne:

u(x, Nxvg [L—e" (e +eat)],

(5:9) ox (X, 1)~ —Eoy e [e“J,-sat(l—e‘t)]} Vxel0, ], <€l, O<ea<l.
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6. DySKUSIA WYNIRKOW 1 WNIOSKI

Ze wzorow (5.9) wynikaj interesujgce wnioski. Zbadajmy na przykiad naprezenie
na czole fali. Przez czolo fali rozumiemy przekrdj poprzeczny preta, ktérego prze-
mieszezenie rowna sig zeru (chodzi oczywiscie o przekrdi najblizszy konica uderzone-
go). W preeie sprezystym, w ktérym fala podiuzna propaguje sie ze sfala predkodcia -
c=]/ Efp, odcigta x; czota fali w chwili ¢ réwna sig¢ ¢f lub we wspolrzgdnych bezwy-
miarowych x,=¢.

W precie lepkosprezystym czoto fali propaguje sig ze zmienna predkodcia ¢, (7)

¥
i po uplywie czasu ¢ przebywa droge x, (1) = f ey (f) dt (*). Zatem predkose fali ¢, =%,
a

03 [ = T

ge - ————

g1 f—=

bt
Y
Lo
=
[y
3
5
<
=
o
i
]
=
3

o6 |-

10
_GfxEc
E g

Rys. 1

Ze wzoru (5.9), wynika rédwnanie dla niewiadomej x;:
Gn L—er (e~ +eat)=0,

*) Niektorzy autorzy (np. [18, 20, 21 i 22]) utozsamiaja, niestety blednie, czota fali w obydwu
przypadkach, przyjmujac dla preta lepkosprezystego x,p==f,
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skad
(6.2)  xp=t—In(l+eatedxt(l—zae) dla  t<l.
Obrazem tej funkcji sa krzywe w gdrnej czedel rys. 1.
Nastepnie obliczamy predkosé fali (bezwymiarowq):
1—caet

14+eaiet

(6.3) e (=%, ()= dla  r<1.

Jak si¢ okazuje, w precie lepkosprezystym predkodé ta szybko maleje z czasem
{przynajmniej dla r<1) i nigdy nic osiaga wartoéci ¢, W chwili poczatkowej ma
warto§é najwigksza

6.4) e (O)=(1—ea) c.

Zagadnienie to -ilustruja krzywe na rys. 2.

Gp (1)

c ea=0

Rys. 2

Z kolei cobliczamy naprezenie na czole fali. Podstawienie (6.2) do (4.9}, daje,
po przeksztaleeniach, poszukiwang zaleznoéé

EV, ( ga t

1— W.,m,.—~) dla 1<,

(65) Oy (I)Eax (xfl' t): - Tteatet

Jej obrazem sg linie przerywane w dolnej czesci rys. 1. Linie grube obrazujg prze-
biegi naprezen w kilku przekrojach. Przejécie czola fali przez dany przekréj powoduje
skokowy wzrost naprezenia od 0 do o;.

W rzeczywistodcl pomiary wykazuja {l5)], Ze czolo fali z biegiem czasu ulega
«rozmyciu », Niestety za pomoca obliczen opartych na maxwellowsiqm jadrze
relaksacji nie mozna ujawnié tego efekiu.

Na rys. 3 linje ciggle obrazuja spadek naprezen na czole fali w zaleznosci od
chwilowego polozenia tego przekroju. Linie f=const (zaznaczone kresks przerywang)
obrazuja wplyw lepkosci na opéZnienie czola fali w stosunku do preta sprezystego.
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Przykladowo, gdy wzgledna lepkosé sa=0, 2, co odpowiada materiatowi o sto-

sunkowo matej lepkodci, czoto fali po uptywie czasu 0,5 m/ple dotrze do przekroju
o odcigtej 0,35 m/pF, przy czym naprezenie na czole zmaleje o ~9%, w przekroju

e
£V , o
o i &0

Rys. 3

za§ uderzonym o ~ 369 w stosunku do wartoéci poczatkowej EVy/c. Dla pordwna-
nia zauwazimy, 2e w precie sprezystym czoto dotartoby w tym czasie do przekroju’
0,5 mjpF, gdzie naprezenie miatoby wartos¢ poczatkows, w przekroju zag uderzonym
zmalakoby o ~40% (por. linia cienka na dole rys. 1).

Jak wida¢ z podanych wykresow lepko$¢ powoduje przede wszystkim wyraZne

zmuiegjszenie predkodei fali, a takZe pewien spadek naprezet na czole fali. Poza
czotem spadek ten jest nieco wolniejszy, opdzniony w stosunku do analogicznego
spadku w precie spreZystym.
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PeswomMe

IIPONOJIBHEIA VAP MACCHEL MO BASKOYIIPYIOMY HNOJYBECKOHEYHOMY
CTEPXHIO

IIpenmeroM ECCASAOBANHMN ARAAETCH NPOACALEAL BOJHA HADMKSHHH B BAIKOYIPYTOM CTCPH-
HI0, BHI3BAHHAS YAAPOM KECTKOro Tena, BE3KOYIPYTHe CBOHCTEA CTEPHHS OIMCAHEL HPE IOMOITR
FHTErpATbHONH MOJSNH Eon‘u{MaHHa.. Hurerpo-guddepecHpansioe YPABHCHHE ABMKCEMS, TI0CHS
DPHBEISHHS K CTAHOAPTHOMY BHAY, OHIN0 PEILIEHO ¢ TOMOLELIO METOAA ,,3aMopanusanns’, Hahnerss
YaCTHEIE PEIEHMs Ias CIyvas MaXCBEIOBCKOrO AApa PEIAKCAlHE, OTPAaHHYaHHbIe HO KOPOTKOro
HHTEpBaNa BpeMend. Onpenenedo BIHAHUE BASKOCTH HA CKOPOCTh BOHbLL W BEINHYAHY Marnpi-
#eHuli Ba ¢QpoHTe ROMHH,
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SUMMARY

LONGITUDINAL TMPACT OF RIGID MASS ON THE HALF-INFINITE
VISCOELASTIC BAR ’

The paper deals with longitudinal stress wave caused in the viscoelastic bar by an impact of
rigid mass. The viscoelastic properties of the bar are described by the integral Boltzmann model.
The integro-differential equation of motion, after reducing it to the standard form, was solved
by the ,freezing” method. The particuiar solution for the Maxwell’s relaxation kernel, limited
to the short duration time, was found, The influence of the viscosity on the wave speed and on the
value of stress on the front of wave was determined.
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