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MACIERZOWA ANALIZA PRETOW ZEOZONYCH

O PRZEKROJU OTWARTYM

PIOTR RAPP, KAZIMIERZ WRZESNIOWSKI (POZNAN)

Przedstawiono macierzowe sformulowania technicznej teorii zginania i skrecania nieswo-
bodnego pretow zlozonych z element6w cienkosciennych i zwartych, Pret moze by¢ obcigzony sitami
poprzecznymi i podluinymi, Rozpatrzono pret pryzmatyczny. Nie wprowadza sie zZadnych
ograniczen ani co do stalych materiatowych poszozegdlnych elementéw sktadowych, ani co do
ksztattu przekrojow elementow skiadowych preta, Wyznaczono macierzowe réwnania przemieszczen
poprzecznych preta, charakierystyki geometryczne przekroju oraz naprezenia normalne i styczne,

Przedstawiona metoda, w przypadku gdy stale materialowe nie sq zmienne, jest dyskretnym
rownowaznikiem metody W. Z. Weasowa [1], ulepszonej metoda F. Breicaa [2]. Niniegjsza praca
jest rozszerzeniemiuogdlnienien pracy [31.

Przedstawiony w pracy sposob ujecia zagadnienia jest korzystny z punktu widzenia zastosowa-
nia do obliczefi maszyn cyfrowych, W zakonczenin podano przykiad liczbowy.
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OZNACZENIA

liczba pasm; i=1, ..., p, j=1,...,p—1,

liczba obcigzen podiuznych; k=1, ..., »,

liczba punktow P,, w ktérych ma byé obliczone naprezenie nomral-
ne; v=1, ..., m,

uldad wspolrzednych pasma 7, gdzie z, jest osig cigZkodci, a x., Py
glownymi osiami bezwladnosci pasma i,

uklad wspohrzednych pasma 7, gdzie z; jest osia Scinania pasma,
a x;, ¥, osiami rownolegtymi do x4, Y.,

gtowny vklad wspolrzednych,

przemieszezenie poprzeczne pasma i w ukiadzie 0; x; i,

wspolrzedne punktu 0 w uktadzie 0, x, p;

kat miedzy ostami x; i X,

przemieszezenia preta w ukladzie OXY,

wektor V=col [V,, V,, @], :
uktad wspolrzednych, ktérego of Z jest osia $cinania preta, a %, 7
sa rownolegle do osi obgjetnych przekroju preta,

przemieszezenia preta wuktadzie 0 X Y,

wektor P=col [V, ¥, @),

wspolrzedne drodka écinania § preta w ukladzie 0XY,

kat nachylenia osi ¥ do osi X,

macierz struktury (macierz przylegania rozcieé do pasm zorientowana
przez wybor niewiadomych sit w rozeigeiach),

macierz wspoirzednych rezcieé,

macierz przylegania obcigzen podiuznych do pasm,
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Cr  macierz wspohzednych obcigzen podhuznych,
S, macierz przylegania punktéw P, do pasm,
C, macierz wspolrzednych punkiow Py,
I. macierz transformacii,
E; modut Younga pasma f,
G; modut Kirchoffa pasma /,
- Jen J,u  ghowne momenty bezwladnodei pasma
Ji glowny wycinkowy moment bezwladnoSci pasma
J.; moment bezwladnoéci na czyste skrecanie,
J.J, glowne momenty bezwladnosci przekroju preta,
J, glowny wycinkowy moment bezwiadnodci przekroju preta,
K, - macierz sztywnoéci pasm na $ciskanie,
K, macierz stywnosci pasm na zginanie i squcame nieswobodne,
Tet, Ty sity poprzeczne w przekroju pasma 7,
M, moment gigtnoskretny w przekroju pasma i,
T, T, sity poprzeczne w przekroju preta,
M, moment skrgeajacy w przekroju preta,
T wektor T==col [Ty, Ty, M, N
M,, M, momenty zginajace w prrekroju preta,
B bimoment w przekroju preta,
A wektor M=col [M,, M,, B],
n; obciazenie styczne w rozcigganiv f,
wektor N=col [ft1, c.., Hp_1],
obciazenie k-te podiuine,
wektor Ne=col [fig1, \verr FIRuDs
sila normalna w przekroju pasma i,
sila normalna w przekroju preta,
wekior naprezefi normalnych w zadanych punkiach Py,
wektor naprezen stycznych w rozcigeiach.

e:q*q.?i:?gz

1. Wstgp

Obliczanie pretéw zlozonych w zakresie technicznej teotii pretow polega gldwnie
‘na wyznaczeniu charakterystyk geometrycznych przekroju oraz napreZefi normalnych
i stycznych wynikajacych z obcigzefi poprzeczaych i podiuznych. Zagadnienie to,
szezegdinie w zakresie skrgcania nieswobodnego dla pretow o zlozonych ksztattach
przekrojéw, prowadzi do zmudnych rachunkdéw. Mozna jednak zlozony przekrd;
preta rozlozyé mys§lowo na elementy proste, np. prostokaty, dla ktorych wyznaczenie
charakterystyk geometrycznych nie przedstawia trudnosci. Nastgpnie, korzystajac
z warunkéw zgodnoscl przemieszezen, warunkéw réwnowagi i strukiury polaczen
migdzy elementami prostymi mozna rozwiazaé zagadnienie dla prgta zlozonego.
Stosujac zapis macierzowy mozna pizeprowadzi¢ obliczenia jednocze$nie dla zgina~
nia i skrgeania nieswobodnego. Umozhwia to automatyzaCJQ obliczei, przy czym
© jest niewielka liczba danych, ktore’ mog'L byt latwo wyznaczone.

2. ZAFOZENIA 1 OPIS METODY

Przyjmujemy nastepujace zaloZenia: (a) Przekrdj poprzeczny preta jest staty
na dlugoéci. (b) Stale materialowe nie zmieniaja si¢ na dtugosei. {(c) Poszczegdlne
elementy skladowe prota mogg mieé rézne stale materiatowe. (d) Kontur przekroju
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poprzecznego preta jest nieodksztafcalny. (e) Pomija si¢ odksztalcenia postaciowe
powierzchni §rodkowej- preta.

Przyklad przekroju zlozonego przedsiawiony jest na rys. 1a. Jako model oblicze-
niowy przyjmuje si¢ uklad pasm powstaly przez rozcigcie preta wzdluz na dowolng

il : b ¢

Oe=—] O==0

D .
Em. 1

liczbe elementow (rys. 1b, 1c), Wzdluz rozcied musza byé spelnione warunki zgod-
noéci przemieszezent, a dla calego ukladu pasm musza by¢ spetnione warunki réwno-
wagi oraz warunki zgodnofci przemieszczent poprzecznych. Spelnienie wymienionych
warunkow gwarantuja odpowiednio
dobrane sity poprzeczne i momenty
skrecajace i gigtnoskretne w przékro-
jach pasm oraz napreZenia styczne
dzialajace wzdhuz rozcigd.

* Pret zlozony dzielimy na pasma
w taki sposéb, aby dla kazdego
pasma znane byly charakterystyki
geometryczne jego przekroju. Wy-
maga si¢ przy tym, aby cechy mater-
jatowe kazdego pasma byly stale.
Zaklada sie, ze kazde rozcigeie roz-
dziela dwa pasma. ' ol

Przyjmuje sig, fe obcigZenia po- 0
przeczne zginajace i skrecajgce dzia- ,N Vv
laja wzdluz osi 7 ukladu OXYZ, ) _
a obcigZenia podiuzne przytozone sg Fig. 2.
do preta wzdluz prostych réwnoleg- '
tych do osi Z, przy czym jest ich skonczond, liczba, Dowolne inne obcigZenia-
poprzeczne i podiuzne mozna z dowolng dokladnodcia sprowadzm do obciaZen
wymienionych wyzej.

=Y

NapreZenia styczne wyznaczone zostana w punktach podziatu przekroju na
elementy, kt6ré sg przekrojami pasm. W tych punktach naprezenia styczne wyzna-
czopne zostang dokiadnie. Je$li podzial preta na pasma jest dostatecznie gesty, to
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naprezenia styczne migdzy rozeigelami mozna ipterpolowaé liniowo. Naprezenia
normalne wyznaczone zostana w dowolnych ustalonych punktach przekroju zlozo-
nego preta.

3. UKEADY WSPOLRZEDNYCH

Dokonujemy podzialu preta na p pasm wprowadzajac p—1 rozcigé. Pasma
indeksujemy literg i:i=1, 2, ..., p, a Tozcigeia litera j: j=1, 2, ..., p—1. Zagadnienie
bedzie rozpatrywane w gldwnym ukladzie wspdlrzednych OXYZ, ktdry przyjmuje sig
dowolnie. Pasmo i ma dwa lokalne uktady wspélrzednych Oy x4 Vs z,; oraz O, x, y; z;
(rys. 2). Wszystkie uklady wspéhrzednych przyjmuje si¢ jako lewoskretne.

4. WARUNKI ZGODNOSCI 1 PRZEMIESZCZEN POPRZECZNYCH

Prrez o, oznaczamy kat migdzy osiami x; oraz X, a przez ry,, r,; oznaczamy wspol-
rzedne §rodka O w ukladzie O, x; ¥; (rys. 2). Jes§h przez V,, V,, @ oznaczyC prze-
mieszezenia preta mierzone w ukladzie OXY, a preez vy, 9,;, ¢; 0Znaczyé przemiess-
crenia pasma { w ukladzie O, x, ¥, to zgodnie z rys. 2 i z zaloZeniem nieodksztal-
calnosci konturu przekroju poprzecznego prgta warunki zgodnodei przemieszezen
poprzeczonych pasm przyjmuja postad

oy =Vycosw + Vysina;+r, @
{4.1) Yy =— Vesina;+ V,cosa;—ry @,
pi=D.

Przemieszczenia V,, V,, @ oraz vy, 9, ¢; sa funkcjami zmiennej z wzdhz osi Z.
Przemieszezenia przedstawione na rys. 2 przyjmuje sig¢ jako dodatnie.

5. WARUNKI ZGODNOSCI PRZEMIESZCZEN PODEUZNYCH

Do kazdego pasma wzdluz linii $rodkowych rozcigé przyldada sie niewiadome
obcigzenia silami stycznymi. Niech rozcigeie j rozdziela elementy i oraz m. Jedli
na pasmo i dziala obcigzenie styczne n;, to na pasmo m dziala obcigZenie réwne
—n;. Dla kazdego rozcigeia przyjmujemy jedna niewiadoma funkeje »;.

Kazdej parze uporzadkowanej (7,7) przyporzqdkowuje sig liczbe 4,; okreflong
nastgpujaco:

d:;=1, gdy rozcigcie j przylega do pasma { oraz meww.doma funkcja »; przyjeta
do obliczen dziata na pasmo i; ‘ :

o;=—1, gdy rozcigeie j przylega do pasma i, na kiore dziata obcigzenie —n;;

8;;=0, gdy rozciccie j nie przylega do pasma i,

Obciazenie n; przyjmuje sie za dodatnie, gdy jest zgodnie skierowane z osia Z.
Prosta, ‘wzdluz ktérej dziala obciazenie n;, oznaczamy przez [;.

Niech na pret dziata # danych zewngtrznych obciazef podtuznych ngg, £ =1, 2, ..., 5,
dziatajacych wzdiuz prostych g, Obcigienie ng, przyjmuje si¢ za dodatnie, gdy
jest zgodnie skierowane z osig Z.




MACIERZOWA ANALIZA PRETOW ZEOZONYCH O PRZEKROJU OTWARTYM 467

Przyporzgdkowanie obciaZeni ng, do pasm charakteryznja liczby y,, okreslono
nastepujaco: y; =1, gdy obqueme ng dziala na pasmo #; y; =0, w przeciwnym
przypadku,

Polozenie prostych /; wzgledem pasm charakteryzujg liczby x,, 5> Yijs €0y, OKre-
Slone nastepujaco:x,y, yi; sa to wspélrzedne punktu przeciecia prostej /; i plasz-
czyzny przekroju preta w ukiadzie 0y x; y; @;; jest to wspolrzedna wycinkowa
tego punktu na przekroju pasma i wzgle-
dem bieguna O, El)

Sita normalna F; w przekroju pasma :

i jako funkcja zmiennej z wynosi -
St

My

6D F@)=
r—1 P 3

=D [oumat+ 3 [ pungdirF (), -
i=1 =z . i=1 =z

gdzie [ jest diugodcia preta, a F, (1) jest
sifa normalng dzialajaca w przekroju z=/
pasma 7 (rys. 3).

Przemieszczenie podiuzne u,; punktn
lezacego na prostej I, przylegajacej do
pasma i jest wywolane zginaniem pasma 7,
deplanacjy przekroju pasma i, dzialaniem
sily osiowej I, oraz przemieszczeniem po-
czatkowym zy,. W zwiazku z powyiszym
przemieszczenie u;;, jako funkcja zmiennej,

f :
z jest rowne y
’ ’ ( ' . 12 X .
(5.2) H,-jz—“(x;j'vxi‘l‘yuﬂyi“"w” (P)+ / )
jo
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Jesli pasma i oraz m sysiaduja poprzez rozcigcie j, to warunek zgodnoéci prze-
mieszezefi podiuzoych ma postaé

=Upj -

Stad ze wzordw (5.1} i (5.2) po dwukrotnym zrozmczkowamu wzglqdem z otrzymuy-
je sie

taty i ) [y 7
iJ mi . ik mic
‘ gy o 2 -
(5.3) Z [EIA,- E, A,,[] " [Ei A, E,,,A,J o+

i=1 k=1

I

rr L rry irr
+ (xlj Uyt +yi1 'in + Wiy 0y ) - (xm.i Um +ymj wym + Dy Py ) 0.

Réwnanie (5.3) uktada si¢ dla kazdego rozciecia.
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6. - OGOLNE ROWNANIA ROWNOWAGI -

Polozenie prostych Ig,, wzdtuz ktérych dzialaja obciaZenia podiuzne g, wzglgdem
pasm charakteryzujq liczby Xgiks Yrits @rix: Xrins Vrix 52 10 wspdlrzedne punktu
przecigeia prostej Iz, i plaszezyzny przekroju preta w ukladzie Oy Xy Vo3 Orie jES
‘to wspblrzedna wycinkowa tego punktu na przekroju pasma i wzgledem bieguna O,

Sily poprzeczne Ty, T,; oraz moment gigtnoskretny M, w przekroju pasma i
sa nastepujace!

n—1 n
EJm v + 2 Xiy 0y Z *rik V1 TTRE »
J=1 =
6.1) Ty;= Tt ;,r,"l‘ 2 Y150 "j+ 2 Frike Yir Pric s

p_ H
e -1

My=—EJ,0 + E w01+ 2 D Ve Ppx-
=1 k=1

Przez T, T, i M, oznacza si¢ sity poprzeczne w precie od obcigzenia zewnetrz-
nego. Zgodnie z rys. 4 ogélne réwnania réwnowagi ukladu pasm majg postac

Yk

i

" Fia. 4.

p .
To= 2 [T, coso— Ty siney],

i=1

n
(6.2) ' T,= Z [T sin o+ Ty cO8 0]

Pm1

M Z[T\cii.w »i u FMwi}
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7. MACIEFRZOWE SFORMULOWANIE ROWNAN ZGODNOSCI PRZEMIESZCZEN

Definiujemy nastepujace macierze.
1) Macierz. struktury

2) Macierz transformacji

..........

3) Macierz wspélizednych tozcieé
- Xi; 64 -
C: yl'j 6ij . ..
Wiy dij
4) Macierz przylegania obcigZzen podiuznych do pasm

Se=[yul-

5y Macierz sztywnofci na §ciskanie

K, =diag [

i

EEAJ]'

Ponadto rozwaramy wektory nasigpujace:

V. Ry 3T,
Vv=|V,|, N=1 i |, Ng={':
@ nl’— 1 G:

Opierajac sig na powyiszyéh oznaczeniach ukladrrc’)wnaﬁ (5.3) dla kazdego
j=1,2,..,p—1 przyjmuje w zapisie macierzowym postad

(7.1) STK1SN+_CTLV"’+STK1 SRNRZO,

gdzie ST i CT oznaczaja macierze transponowane do S i C.
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Macierz ST K, S jest zawsze nicosobliwa, Stad po przeksztalceniu wzoru (7.1)
otrzymujemy
(7.2) N=-P, V"' —P.Na,
gdzie

P,=(STK,8)"*CTL,
a3 (STK, S)

Pr=(STK,8) 157K, Sg.

8. MACIERZOWE SFORMULOWANIE ROWNAN ZGINANIA I SKRECANIA NIESWOBODNEGO

WprowadZmy oznaczenia

Tx Tx:{
r=| 71|, :
Ms TxD
Ty
T,=|

TJ?IJ

-ﬂd‘.wl

| My, |

Ponadto definiujemy macierze nastepujace:
1} Macierz wspéirzednych obciazel podtuznych

 Xrit Yk
Cr=| Yrix Vi
A;()I;ik.y:'l;_
2) Macierz sztywnosci na zginanie
i By Sy . 0 ' 0 )
K= 0 .'°—E,.in._.~ 0
0 0 BT, .

Réwnania réwnowagi (6.2) w zapisie macierzowym przyjmuj

T=ITT,.

Korzystajac z réwnan (6.1) wektorowi T, nadamy postad

T, =K, LV"' 4+ CN+ CxNg,

a postaé
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zatem z obu wzordw mamy
T=LTK, LV + LT CN+ LT Cg Ny.
Podstawiajae do tego-rdwnania wektor N ze wzoru (7.2) otrzymuje si¢ macierzows
posta¢ réwnaf zginania i skrgcania: ~
(8.1) T=HV"" -+ He Ng
w dowolnym ukladzie wspdhrzednych OXYZ, edzie
H=L"(K,~C(STK, S)"' C)L=LT (K,L—CP,),
®2) Hy=LT(Cr— C(STK; 8)~ ST K, Sg) =L (Cr— CPy).

9. DIAGONALIZACIA MACIERZY H

Macierz H jest symetryczna lecz na ogdl nie jest diagonalna. Mozna ja jednak
sprowadzi¢ do postaci diagonalnej przez przesunigcie i obrét ukladu OX¥Z: Niech
OXYZ bedzie ukladem wspdtrzednych, ktérego poczatek 0 ma w ukladzie OXY
wspdlrzgdne D,, Dy, a osie X i X tworza kat «. Osie Z i Z sa réwnolegle. Liczby
D,,D, i « mozna tak dobraé, aby macierz H w uktadzie OX¥Z byla diagonalna.

Po zredukowaniu sit Ty, T, i M, wzgledem punktu O otrzymuje si¢ sity T, T,
i M, gdzic T, i T, sa sitami poprzecznymi i dzialajacymi w kierunkach osi ¥i ¥
(rys. 5).

Y

@
=
=¥

FiG. 5.

Podobnie przez V,, ¥, i & oznacza sig¢ przemieszczenia preta mierzone w ukla-
dzie OXYZ.
Przyjmijmy oznaczenja

~

il
S~

~i
||
B N
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Zachodzg zwiazki (rys. 3) nastgpujace:

o1 T=L'T,
©-1) v=ITV, =
gdzie
cose sine O
L,=|—sing cosa O
Dy D 1

Réwnanie (3. 1) w uktadzie O )? 77 otrzymamy po wstawieniv wzoréw (9.1).
Wtedy '

©.2) - T=HV" 4+ ANg,
gdzie .~ _ . ’
©3 o =L HL,
(9.4) o A=L; He.

Macierz H jest symetryczna, zatem przyjmu]e postac dlagonalnq, jesli ]ej ele-
menty 1112, hls, H 23 spehn&uac warunek - :

hl2 —]713 —11'123 —0

Wyliczajac te elementy ze wzoru (9.3) i czyniac zado§¢ ostatniemu warunkowi

otrzymamy -
©.5) | P

. L e=a——

. : £ fyn—Hia

oraz
0.6 (Fty 5 €08 0+ 155 810 &) Dy — (1 €08 o+ iz sine) Dy =hygcosat s sina,
‘ (—hys sinc.t+h22 cos o)., .'—'(—111'1 sifl e+ Ay, cose)D, = —hyasina+h,;cose,
gdzie przyigto oznaczenia H=[h,], ¢,5=1,2,3.
Liczby Dy, Dy 1 spelnlajqce rownama 9.5 1(9.6) dlagonahzu;ac macierz H.
Punkt 0 o wspétrzednych D,, D, wyznacza $rodek sztywnoéci (§rodek $cinania)
przekroju preta zlozonego, a kat o wyznacza kierunki osi obOJQtnych przekroju
preta. Wprowadzimy oznaczenie

P

-xl v K
A=\ V1 ... W
O .. Wy

Liczby Xy, ¥, Oznaczaja wspdlrzgdne punktu przylozenia obcigzenia. ng, do prze-
kroju preta w ukladzie osi obojgtnych przekroju, a liczba @, oznacza ‘wogalniong
wspolrzedng wycinkowa tego punktu wzgledem bieguna 0. Za pomocq liczb X, Wi
mozna wyznaczyé punkt przecigcia osi obojetnych przekroju. Liczby —hyq, haa
i —hs, 0znaczaja odpowiednio sztywnoscl na Zginanie preta w kierunkach osi obo-
jetnych i sztywno$¢ na skrgcanie nieswobodne.
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Niech F;=F. Kat « wyznacza kierunki giéwnych osi bezwladnoéci przekroju
preta. Liczby x,, », sq wiedy wspdlrzgdnymi w ukladzie glownych osi bezwladnosci, '
wyznaczajg wiec §rodek cigikodcl przekroju preta. Llczba w, oznacza wspolrzedng
wycinkowa wzgledem bieguna O. Ponadto mamy

ELLE_EJ_‘U Em: —EJ, 533=I‘Efw-

10. UWZGLEDNIENIE DEPLANACIT NA GRUBOSCI SCIANKI

Metoda przedstawiona w pracy pozwala na uwzglednienie deplanacji na grubodci,
§cianki preta. Dla uzyskania odpowiedniej dokladnosci nalezy _p_rzekréj preta po-
dzieli¢ na odpowiednio duzg liczbg pasm, aproksymujac go.linia lamana. PfZejécie
graniczne, przy zalozeniu podzialn normalnego linii srodkowej przekroju preta.
daje wynik identyczny z tym, ktory uzyskac mozna za pomoca dok}admejszej metody
powierzchni wycinkowych . BLeicHA {2]. '

11. UWAGI O OBLICZANIU J,,

Wycinkowy moment bezwladnodci J,,; mozna obliczaé bez uwzglednienia depla-
nacji na grubosci fcianki, gdy jest ona cienka. W przeciwnym przypadku naleZy'
stosowaé metodg F. Bleicha. Metoda ta umozliwia wyznaczenie J,,, rowniez dla
tych przekrojow, dla ktérych wedlug teorii W, Z. Whasowa J,,;=0. Dla wielu prze-
krojéw zwartych mo#na rowniez z wystarczajaccac dokladnosécia stosowaé do wyzna-
czenia J,; metodg ¥. Bleicha. -

Dia przekrojéw, ktorych deplanacja zaleZzy w istotny sposéb od napregzen stycz-
nych (np. dla przekroju kwadratowego) nie zachodzi analogia do teorii W. Z. Wia-
sowa. Dla pasm o takich przekrojach bedziemy przyjmowaé réwnanie kata skrecania
w postaci _

GiJa 9, =Mv >

gdzieJ,; zalezy od ksztaktu przekroju, a G jest modulem odksztalcenia postaciowego.

12. UwZGLEDNIENIE CZYSTEGO S'KRECANIA'

w priypadku, ‘gdy ma byé uwzglednione czyste skrgcanie, nalezy po prawej
stronie trzeciego wzoru (6.2) dodac skladnik ij G Ja gqf.j_Prowadzqc dalsze rozwa-
zania bez zmian otrzymuje si@-réwnanie_.(S.ls%\; postaci
12.1) U T=HV"'+ HyNe+ Ks V',

gdzie
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Roéwniez po diagonalizacjii macierzy H otrzymuje sig
{12.2) T=HV"' + ANz +K; V.

Dla pretéw cienkosciennych, ktdrych gruboéé &cianki jest mala, nwzglednianie
czystege skre¢cania moze by¢é pominiete.

13. NAPREZENIA STYCZNE

Jedli uwzglednia sig czyste skr@canie, to strumienie naprezefi stycznych w rozcig-
ciach okrefla wzér (7.2) zalezny od przemieszczed V.

Jeéli pomija si¢ wplyw czystego skrgcania, strumienie naprezen stycznych w roz-
cigciach mozna wyrazi¢ bezposrednio przez obcigZenia preta. Istotnie, macierz
jest nicosobliwa, zatem réwniez macierz H jest nicosobliwa. Wyznaczajac V'’
z réwnania (8.1) i wstawiajac do wzoru (7.2) otrzymamy

(13.1) N=P T+ PygNg,
gdzie
(13.2) - Pr=mB, :

Pyx=P,H" Hy—Py.

Jesli przez ¢; oznaczymy grubodé écianki w rezcigeiu 7, a przez Ay oznaczymy
macierz 4y=diag [1/¢;], to napr¢Zenia styczne 7; w rozcigeiach wyznaczamy ze
wzoru

(31
t=AyN, gdzie t=] i

Tp—1

14, NAPREZENIA NORMALNE

Niech Py, ..., P, ..., P, beda dowolnymi punktami lezacymi na przekroju po-
przecznym preta zlozonego. Niech E,, oznacza modul Younga w punkcie P,. Napre-
Zenie o, w punkcie P, jest réwne

F -t r 'yl _
(14.1) 6, =E | 5% Py — VY ¥V, —00 @' |,

P
2 EiAi
i=1

gdzie F oznacza sife normalng w przekroju preta zloZzonego, x,., V., wspGlrzedne
punktu P, w ukladzie osi pokrywajacych si¢ z osiami obojgtnymi przekroju oraz

Wy uogélnionq wspdtrzedna wycinkowa punktu P, wzgledem bieguna 0.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

oy 1] Xg1 ooi Xaom
o=l : ’ Ea=diag[Eov], =1 . Aa= Y1 - Yom
O | B ‘ Wy ver B
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Wtedy wektor naprezefi normalnych o ma postaé

F
———E Im E, ATV"

42 o=

Niech M., M, i B oznaczaja odpowiednio momenty zginajace wzgledem osi
obojetnych oraz bimoment w przekroju preta. Niech

_ M1

M: M, :

: B

Wtedy jak wiadomo 7''=H-1M. Stad i ze wzoru (14.2) otrzymu_]emy
WzOr na naprezenia wyrazony przez sily wewneirzne:

(14.3) _ o= ~—E,I,~E,ATH-* M.

F
) E; 4,
i=1 )

Sita normalna F oraz wektor M zaleza od obciazen Ny, T oraz od warunkéw
brzegowych preta.

Nalezy jeszcze skonstruowaé macierz 4, opierajac sig na prostych danych. Przy-
porzadkowanie punktdéw P, do pasm okrela macierz S,=[7,;,], gdzie y,,=1, gdy
punkt-P, leZy na przekroju pasma i y,,=0 w przeciwnym przypadku.

Wspétrzedne punktu P, w ukladzie 0, x,; y,, pasma i, do ktérego punkt P,
zostal przyporzadkowany, 0znaczamy przez Xy, Vaiy i a1y, analogicznie do oznaczef .
w ustgpie 6. Przez C, ozpnaczamy macierz

Kaiy Yeiv
Ca'-= Yatv Voiv

"wcriv Ycriv__

Macierz 4, jest w pelni analogiczna do macierzy A okreflone] wzorem (9.4).
Zatem korzystajac z drugiego wzoru (8.2) znajdziemy

(14.4) - A, =L LT(C,—C(STK,S)~1STK, S,).

_ Znajqc macierz S, mozna fatwo wyznaczyc przyporzqdkowame modutéw £,
do punktow P,, okreslone wektorem E, I,,. Mamy bowiem wzor

E, Im =(d1ag [Ei] SG)T IP ’

gdzie I, jest wektorem postaci

Bozbrawy Inzynierskie — ¢
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15, PRZYKLAD LICZBOWY

Rozpatrzmy pret ztoZzony z cienkosciennego ceownika 1 dwu elementéw o zwar-
tych przekrojach kwadratowych, ktérego przekrdj przedstawiony jest na rys. 6.
Rozcinamy pret wzdluz na pigé pasm (rys. 7). Mamy wige i= 1,2,3,4,5; j=1,2,3,4.

. Y1=Ys1
e 5 W=y
[ | Yz=Ys2 i 0=y} X1=Xs1
el =y | Ny =M | ng
gt
i
&)
XeXa=Xs3
2
| y5=Yss
 Yamtis Os-0ss| X5=Xs6
w ”g— ~fig
1 = ~d
Xi=Xgq n
a5 10 5] ° "
Fic, 6. ' Fic. 1.

Przyjmujemy, Ze niewiadome sily styczne w rozcigeiach przyjete do obliczert
dzialaja odpowiednio na pasma 1,2,3 1 4.
Macierz struktury § ma wiec postaé’

i

i
(=R R
OO!-I-‘HO
S == 0o
|'—‘1—'OOO

Niech na pret dzialajg dwa oBciqunid Mri, Hgo przylozone wzdhuz krawedzi ele-
mentdw zwartych 1 i 5 {rys. 7). NapreZenia normalne wyznaczymy w punktach Py,
P,, P, polozonych na pasmach 1 i 3 (rys. 7). Stad macierz Sy 1 S, maja postaé

- e oo
= .
i

occ oo~

co =09

co=o0

1
0
Sp=| O
0
0
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Odpowiednie macierze wspétrzedoych C, Cr i C, sg réwne (wymiary podano

W cm):

T-25 0 0 0 25 0 00 0
~50 —50 0 0 0 0 00 0
0 —025 025 0 0 0 oo o
0 0 50 50 0 0 00 0
0 0 0 25 0 25 00 0
~225 0 0 0 -25 0 00 0
0 0 0 0 0 0 00 0
C=| 0 =975 -975 0|, C=| 0o o |, c=l0o0 —975
0 0 0 o 0 0 00 o©
0 0 0 225 0 —25 00 0
0 0 0 0o 00 100 o
0 0 0 0 0 0 00 0 -
02,4375 24375 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 . 0. 00 O
0 0 0 0| 0 0 00 0

!
!
!

Charakterystyki geometryczne przekrojéw poszezegdinych pasm s nastepujace:

A, =25 J=52083, J,=52,083,  J,, =0,
Ay=5, J2=0,10417, J,,=41,667, J,,=0,86706,
Ay=10, J3=33333,  J,;=0,20834, J,,=6,9363,
Ay=5,  Ju=010417, J,,=41,667, J,,=0,36706,
As=25, J.s=52,083, . J,;=52,083, J,5=0.

Przyjmujemy, ze E,=E. Za pomocy tych wielkodci wyznaczamy macierze K, i K.
*Przyjmujemy, Ze o;=0 (rys: 7). Stad macierz transformacji L ma postaé

1 0. —12 7
10 —975
10 0"
10 975
1o 75
01 12,75
01 5725
L=|o 1 0 |
01 525
0t 12,75
00 1
loo 1
00 1
00 1
00 1.
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Tym samym zostaty okre§lone wszystkie dane do przeprowadzenia obliczed. Podamy
wyniki obliczed.
"Macierze P, i P, wystepujace we wzorze (7. 2) wyliczone ze wzoréw (7. 3) 84
nastQpUJa,_,ce
72,321 —259,82 2943,17].
P _E —49,284 --300,54 3281,3
v 49,286 284,46 3446,1 |’
72,321 —227,68 32725

0,64286 —0,35714
_0,57143 —0,42857

R™=10,42857 —0,57143 |
0,35714 —0,64286

Macierze H i Hy wystepujace w rownanin (8.1) wyliczone ze wzoréw (8.2) s
nastepujace:
1723,6 325,43 31019
H=—FE| 32543 6213,8 —63524,01,
3101,9 —63524,0 841310,0

53028 53928
He=| 78928 —11,607
~179,60 117,78

Diagonalizujac macierz H ze wzoru (9.5) otrzymujemy nachylenie gléwnych
plaszczyzn zginania:

o= —0,07304 rad = —4,18489 = —4°11'04"".
Z kolei z ukladu réwnan (9.6) otrzymuje si¢ wspéirzedne $rodka écinania przekroju:
D,=—-10,413 cm,
D,=— 3,626 cm,
Stad '
0,99733 —0,07298 0

L=| 007298 099733 0].
3,626 10413 1

Mozna juz zdiagonalizowa¢ macierz H. Ze wzoru (9.3) 6trzymujemy wiec

1766,2 0O 0
H=-E 0 62376 0
0 0 ' 1690900

Stad dla pizekroju preta mamy gléwne momenty bezwladnodci wzgledem osi X
i ¥, (rys. 8):
J,=6237,6 cm*, J;=1766,2 cm*
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Y ¥

&<l

3625
F
<y g

x|

1043

Fig, 8.

oraz gléwny wycinkowy moment bezwladnofci wzgledem frodka $cinania
‘ J,=169090,0 cm®.
Z kolei macierz 4 w réwnaniu (0.2) wyznaczona ze wzoru (9.4) jest nastepujaca:

48025  6,2256
A= 8,2656 —11,183
—116,97 —22,640

Macierze Pr i Pyr wystepujace we wzorze (13.1) na sily styczne w rozeieciach,
wyliczamy ze wzoréw (13.2): ‘

4,3834 (0,92998 —0,29559
2,6010  2,7015 —0,19553

—_— -2
Pr=10 ~2,6058 2,8612 —0,18055 [’
—3,3073 --0,025197 —0,37819
0,19780  0,13745 1 X
0,13322  0,024993
PNR:

—0,019108 —0,11384
0,13781 0,018067

"Korzystajac ze wzorn (14.2) znajdziemy wektor naprezefl normalnych:

o=1 i—EAT I
m Az p
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lab ze wzoru (14.3)

F _
—EAT 1 M,

‘Cr;—_l[m A

gdzie

A= in

i=1
Macierz A, ze wzoru (14.4) jest nastgpujaca:

2,1267 —9,7136  —9,0020
A= 10,576 —2,3222 ~12,046 |;
~19,994  2,5310 —98,993
oraz
—12,041 —16956  1,1824
EATH-*=10-%] 54,996  3,7229 —0,14973
50,968 19,312 58545

Korzystajac z macierzy 4 lub 4, ktérej elementami sg wspdlrzedne danych punk-
tow przekroju w ukladzie gldéwnych osi bezwladnobci fatwo mozna wyznaczy¢ poto-
zenie §rodka cigzkosei, znajac kat o.

Potozenie Srodka §cinania, Srodka cigikodci i gtéwnych osi bezwiadnoéci przed-
stawione na rys. 8. '
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Peswme

MATPUYHLIN AHAIAZ W3THUEA W KPYUYEHHMSA CIOXHBIX CTEPXHEMR
C OTKPBITEIM CEUYEHWEM

B paGote mpencraBneda MarTpramEas (QOPMYRMPOBKA TEXHHYCCKON Teopmm Hecpobommoro
m3rEfa B KPYICHET CHOXARIK CTEPIKHCH, COTOSINAX W3 TOHKCCTCHABIX ¥ KOMOAKTHEIX DEMEHTOR,
CrepeEh MOXET OBITH HATPYXeH TOIePeMHhIMHA B IPOAOIEHEME CUIAMK. PaccMOoTpel IIpHIMA-
THECCKHE crepxedb. He BBOARTCH HHKAKHX OTPafHYelEid, HE K MATCPHANBHEIM IOCTOANHBLIM
OTAEIBHBIX COCTARHMX JICMEHTOB, HH K (OopMe CEeUeHmil COCTABHRIX 3IIeMeHTOB cTemkas, Ompe-
JAeNcHrl MATPHYHEBIE yPABHEHMS IONEPEYHBIX NepeMelieHsil cTep:xHs, TeOMETDPEYCCKHE Xapaic-
TEPHCTHKY COUCHES, 4 TAloke HOPMATLHEE H KACATESILRBIS Halpsrerrs. [IpencTapacHusil MeTo,
B CIIy¥ae, KOrfa MaTepHATSHELIC HOCTOSANSIC He MEHSIOTCS, SBIACTCA SHCKDETHBIM 3XBUBANCHTOM
Meropa B. 3. Bmacosa [1], yrogmennoro merogoM @, Bneiixa [2]. Hacrosmas paGoTa fenserca
pacmupennem B obobmeneM patotr {3]. Ypencrasienruit B pafore cnocod monxoga K zanade
NOJIE3CE € TOYKH 3DSHHS OPUMEHSHUS K PAcYeTaM Ha u(dPOBLIX BBIMUCIHTEIBHLIX MANIHHEAX.
B saxmouwcHEN paeTcd 4HCIOBOU npEMED.
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SUMMARY

MATRIX ANALYSIS OF BENDING AND TORSION OF COMBINED BARS OF OPEN . -

CROSS-SECTION

The matrix formulation of the technical theory of bending and non free torsion of bars composed
of thin-walled and compact elements is presented. The bar is loaded by transverse and Iongitudinal
forces, The prismatic bar is considered. No assumptions concerning material constants or the shape
of the cross-sections of the particular compoenents of the bar are made. The matrix equations for
transverse displacements of the bar, geometrical characteristics of the cross-section and the normal
and tangent forces are evalueated.

The method presented, in a case when the material constants are invariable, is a discrete equi-
valent of the Vlasov’s method [1] improoved by Bleich [2]. The present paper is a broadening and
generalization of the work [3],

The formuiation of the problem presented in this paper is very useful from the point of view
of application to computations on digital computers. At the end of the paper the numerical exampie
is given.
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