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ZASTOSOWA’_NIE ROWNANIA FOKKERA-PLANCKA
DO IDENTYFIKACIH NIELINIOWEGO UKLADU
O JEDNYM STOPNIU SWQOBODY

BRUNON STEPINSKI (WARSZAWA)

Przedstawiono sposob wykorzystania rownania Fokkera-Plancka do identyfikacji nicliniowego
uktadu o jednym stopniu swobody. Pokazany w pracy tok postepowania daje mozliwo$¢ odtwarzania
charakterystyk wyrazow nieliniowych przy zaltozonej ich aproksymacji wielomianami stopnia
wyzszego niz 1,

L Wsﬁ%

Opis procesow dynamicznych zachodzacych w uktadach mechanicznych wymaga
przyjecia modelu uktadu, tj. takiej jego idealizacji, przy ktdrej, wybierajac naj-
wazniejsze wlasnosci a odrzucajac pozostale, mozna uzyskaé przy takich samych
sygnatach wejSciowych dla ukfadu i modelu dostatecznie bliskie (w okre§lonym
sensie) sygnaly wyjéciowe. Jako podstawowy mozna przyjaé podzial proponowany
m.in. przez antoréw prac [1 i 2] na modele materialne (fizyczne) i modele idealne
(myslowe). :

NajwazZniejszg grupé w klasie modeli idealnych stanowig modele matematyczne,
Model matematyczny uktadu mechanicznego, opisujacy procesy dynamiczne w nim
zachodzace, przyjmuje najezeSciej postaé rézniczkowych réwnad ruchu. W przy-
padkuo uktadéw dyskretnych bedg to réwnania réZniczkowe zwyczajne.

Problem identyfikacji moze byé rozumiany jako zadanie polegajace na zbudo-
waniu adekwatnego modelu matematycznego, ktéry mozliwie najlepiej — z punktu
widzenia przyjetego kryterium — opisuje zachowanie sie ukladu mechanicznego.
Jezeli zalozymy, Ze postaé, albo inaczej struktura, modelu matematycznego jest
znana, to identyfikacja w znaczenin sformutowanym wyZej, bedzie polegala na
wyznaczaniu najlepszych (w okreflonym sensie) wartoéci parametréw tego modelu,
tj. wspdlczynnikow rézniczkowych réwnafi ruchu.. Taka 1dentyﬁkac;a nazywa sig
pefng, w odréznieniu od ogdluej [3]. :

Identyfikacja, obok waloréw czysto poznawczych, ma doniosle znaczenie prak-
tyczne. Znajomos$¢ adekwatnego modelu matematycznego stanowi podstawe do
ustalania optymalnych warunkow pracy ukladu, do projektowania modyfikacji
ukladu w celu jego doskonalenia, wreszcie do pro;ektowama systemu sterowauia,

czy do oceny niezawodnodei.
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Badanie nktadu mechanicznego w warunkach normalnej eksploatacji Tub w wa-
runkach ekstremalnych (np. awaryjnych) jest z reguty trudne i kosztowne. W takich
przypadkach badania moga by¢ przeprowadzone na modeiu matematycznym
droga symulacji {np. cyfrowe).

Na tym tle wyraznie rysuje sig znaczenie problemu identyfikacji, w ktérej podsta-
wowym celem jest zbudowanie adekwatnych modeli matematycznych: informacje
uzyskane w czasie badan symulacyjnych sa tylko w takim stopniu informacjami
o ukiadzie, w jakim model jest dobry——z punktu widzenia przyjetego krytetinm—
jego odzwierciedleniem.

Znane metody identyfikacji ukladéw nieliniowych poddanych wymuszeniu
losowemu oparte sa ha ogdl na idei linearyzacji [4]. W wyniku takiego postepowania
otrzymujemy zast¢pcze zlinearyzowane charakterystyki identyfikowanego ukfadu
o postaci zaleznej od przyjetej metody linearyzacji. Zastosowanie rownania Fokkera-
_Plancka do identyfikacji ukladéw daje mozliwosei odtwarzania charakterystyk
wyrazéw mnieliniowych przy zafoZonej ich aproksymacji wielomianami stopnia
wyZszego niz 1.

2. SFORMUEQOWANIE PROBLEMU

Przedmiotem rozwazafi bedzie model matematyczny ukladu mechanicznego
o jednym stopniu swobody i masie jednostkowej:

@2.1) | e +Hhk=g().

Funkcja x{¢) oznacza przemiesiczenie masy, a o wymuszeniu g(f) zakltadamy, Ze
jest gaussowskim procesem stochastycznym typu « bialego szumu ». Funkeje e (X)
i k (x) przedstawiaja odpowiednio: nieliniowy opdr tlumienia zalezny od predkosci
1 nieliniowa sile sprezystoéci zalezng od przemleszczema

Zatézmy, ze aprioryczne informacje o badanym uktadzie pozwalajg pizyjqc
pastepujace struktury funkeji ¢ (%) 1 &( x).

n
c(R)= D ed?=t,
i=1

kx)= Z kyx?-1,
=1

22)

- Z powyzszych wzoréw widzimy, Ze funkeje ¢ (X) i & (x), ktére nazywac bedziemy
charakterystykami thumienia i sity sprezystosci, beda w petni okreslone, jezeli znane
beda wartosci statych parametréw ¢; oraz k; (i=1,2,..,m; F=1,2, ..., m) lub,
méwiac inaczej, jezeli znane beda elementy macierzy wierszowych: e=[cy, €3, o) ol
i k=[ky, kay ooy kil

Celem niniejszej pracy jest podanie metody znajdowania wartoéci tych para-

metrdw, co jest réwnowazne wyznaczeniu parametréw modelu (2.1).
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3. KRYTERIUM IDENTYFIKACII I ROZWIAZANIE PROBLEMU

Przy zalozeniu, Ze intensywno$¢ wymuszenia jest jednostkowa, dla modelu

matematycznego (2.1) mozna napisaé « stacjonarne » (219t =0) réwnanie Fokkera-
Plancka: .

P .
3.0 ‘Ec: [e Gead £ Oy X2} 4K (31) F (g, %)) =
' 52f(x1 ’ xz)

2
ox;

]
=3x7 2 (s xz)]_'i“

gdzie f(x,, x;)=1(x, X) jest gestoscig prawdopodobiefistwa przejécia wektorowego
procesu stochastycznego [x (), % (H)]=[%, (1), x, (61 ([5), str. 213-214). Uwzgled-
niajac wzory (2.2) w réwnaniu (3.1), oznaczamy Jego lewa strong przez L (x4, x,; ¢, k),
prawg za$ jako P (xq, x;). Wowczas réwnanie to mogna napisaé w nastepujgcej
formie: J

(3.2 L(xy, x,; ¢, K)=P(xy, x2).

Przyjmijmy, Zze funkcja gestosci prawdopodobiefistwa przejécia zostata wyzna-
czona doswiadczalnie i jej przedstawienie analityczne (np. droga aproksymacji
danych z pomiare) ma postaé f(x,, x.), gdzie @, <X; <dy, by <x,<b,. Napiszemy

catke .
ay b,

33) T, W)= [ [LGx, %3 ¢, 0)—P (xy, x)P vy d,
ay; by

gdzie L i P przedstawiaja lewa i prawa strone réwnania (3.2), lecz opisane sa na
warto§ciach funkeji £(x;, x,) (z pomiaru).

Jako kryterium identyfikacii przyjmujemy
(3.4 - ' J(e*, k*)=min J (¢, k).

¢,k

Warunek konieczny ekstremum w zastosowaniu do funkeji J (e, k) daje

aJ (¢, k) _

(3.5) o
‘ a7 (e, k) .
T Q, _ i=L2 ..,m.

0, i=1,2,.., n;

Jest to uklad n+m réwnan algebraicznych linjowych niejednorodnych, ktére otrzy-
mujemy po wykonaniu rézniczkowania wskazanego w (3.5) i catkowania wg (3.3)
w dowolnej oczywiscie kolejnosci. Rozwiazaniem ukladu sa posznkiwane wartosci
parametréw charakterystyk thimienia i sily sprezystodei.

Jezeli funkcja okreslona z pomiaru f(x,, X,) jest dana w postaci tablicy, to catke
(3.3) nalezy zastapi¢ odpowiednig suma. Wowezas dzialania (3.4) i (3.5) sq oparte
na odpowiednich procedurach numerycznych,

Rozprawy Iniynierskie — 4
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4, PRZYKLAD

Z braku danych do§wiadczalnych, ponizszy przykiad bedzie oparty na analitycz-
nym rozwigzaniu réwnania Fokkera-Plancka potraktowanym jako wynik pomiaru.
Niech modelem matematycznym ukiadu bedzie réwnanie (2.1), przy czym

c(X)=c, X+ X%,

4.1 ‘
@D k(%) =k, x+ky x>,
Zgodnie z (3.1) mamy
‘ af (xy, X2)
(42)  (er+3eax5) S (x4, x2)+(k1 Xy +k2x1 Feq Xz ez x3) T Tam
2

d(x1, x2) _ 1 @ f(xy, x3)

T, 2 éxt

Zalézmy, #¢ w wyniku pomiaru otrzymaliSmy ([5], str. 215)

4

” Bxi '
fres m=Cesp| 2 g,

(.3) o, <o

gdzie f==const oznacza danq,liczb@ « zmierzona » oraz C stalg normujgca. Wzdr
(3.3) przyjmie postad

@44 J(c, k)= f f [(.c1 %302x§)f+ (Fey %1 +lea X343 X+ 0253 3
af 1 &f

]dxldxz— f f [F (y 5 %a: & W) doxy dvs .

-0 —0d

A
"2 0%, 2 0x2

Uwzgledniajac kryterium (3.4) i stosujac wzory (3.5) otrzymamy

aT(e, K a
_% f f (f"“‘z 3f)F(x1,x2,c K) dx,; dx; =0,
aJ(C,k) w 00

~ Bf
2 P 3 7 . .
Then 2 J f (3x2f+x2 8x2)F(x1,x2,c,k)dx1dx2—0
(4.5) e

aJ(c (e, k) > T '
2 f fxlé) F(xl,xg,c K) dx, dx, =0,

-

[I

3J(c k °L d
) =2 f fxliF(xl,xz,c K)dx, dx,=0.
ok,

- —®
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Jezeli wezmiemy pod uwage, ze *

a

aF
LA 34
x, 28x; 1,

A

@6 gy,

dx,

af .
2 =(4p* x2—2ﬁ)f,

to nietrudno spostrzec, ze wspélezynniki przy niewiadomych ¢4, ¢, Ky, K, W nkiadzie
rownan (4.5) beda zalezaly od liczb

Lo )

(47) Ay = f f x;. 'x; [f(xl > x2)]2 dxl dxz > r, 320313 23 . "

—00 —00

Wobec tego ukladu réwnaf (4.5) mozna napisaé w nastepujgcej formie:

€1 (oto0 — 4fotor +4B? 0to8) + €5 (Boto, — 8 fogs + 42 %o6) +
+kI(4ﬁ2“13_2ﬁ0¢11)+k2(4ﬁ2°'33—2ﬁ9’31) = fogo —44> 0502+
+4)830504—2ﬁ“31+4ﬂ %3z,
€3 (3002 — 8Pttos + 457 296) + €2 O — 128005 + 482 ttog) +
4.8) +lei (482 oy s — 60ty 3) + by (48055 — 2 1) =3 Borg, — 852 rgq -
+48°% 056~ 6wz s +48% s5)
¢y (4ﬁ20613—2ﬁ0(.11)+6'2 (4}32Otls—ﬁﬂocl3)+4k1ﬂ2dzz+4kzﬁ Ky = _ ’
=4f% 0,5 —25% s +4F% 045,
_ 01(4ﬁ2‘133"25“31)'1‘02(4520135—_6ﬂ°533)+4k1ﬁ2 gzt Ak, P o, =
=4B% a5, — 2% o3y +48° das
Powyzszy uklad réwnafd mozna latwo rozwigzaé znang metodq za pomoca

wyznacznikéw. Wykonujge proste przeksztalcema (odejmowanie kolumn itp.) otrzy-
mujemy

49

Zatem model matematyczay bédanego ukfadu jest nastepujacy
(4.10) x+fE+x3=q().

5. UwWAGI KONCOWE

Przedstawiona metoda umozliwia zrezygnowanie z linearyzacji charakterystyk
nicliniowych w procedurze identyfikacji. W tym sensic wyznaczenie parametréw
opisujgeych charakterystyki thumienia i sity sprezystodci jest bardziej adekwatne
do rzeczywistych wlasnosci ukladu.
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Zalozenie uczynione w pracy, ze wymuszenie drgan jest procesem losowym typu
bialego «sznmu» podyktowane zostalo jedynie checig uproszezenia rachunkowej
strony rozwazanego problemu, nie stanowi ono natomiast istotnego ograniczenia.
Metode te mozna rozszerzyé na te przypadki, w ktérych ogdlnie stosuje si¢ réwnania
Fokkera-Plancka, a wige na przypadki, gdy odnoénie do wymuszenia zaktada sig

" jedynie, ze jest ono normalnym stacjonarnym procesem stochastycznym o wymiernej
gestosci widmowej ([5], str. 217).
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Peswome

TIPMMEHEHHE VPABHEHWA ®OKKEPA-IITIAHKA K 3AHAYE WIEHTHOHKAITUN
HETVHEWHON JUHAMMWYECKOH CUCTEMEBLI C OIHOW CYENEHLIO CBOBOJBI

B H3BeCTHRIX METONAX MECHTEQMKATIE HEIMHGHALX IRHAMEYCCERX CHCIEM IpH clydaiimom
BO3SMYINGHEE OOBIMHO IOMB3YIOTCA DASIUYHBIME METONAMH JIHHCApH3amuH, Beremcrnme Taxol
TOCTRHABKA 3a/A9M AIEHTAQAKANAR [HONYIAIOTCA NHHCAPHIOBARHE XaPAKTEPHCTHRE HCCACHY-
eMoH CHCTEMBI, SABMCALIME OT IPHHAATOrC METOAa IMHSAPH3AINH, B macromsmgeit pabGore mua
upeHrudIKANMK UCUOMb30paH0 ypasHerne Poxxepa-Tlnapka. Takol nOOXon K 3agaie MpeAcTas-
IET BO3IMOXHOCTE OTBICKAHAA HeTdHEHHEIX XapaKTepPHCTHK CACTECME], CCIIH OHH NPHHATHEL B BHOC

MEOTOYINCHOB CTCOCHE BBIIIC ICPBOIO. ,

SUMMARY

APPLICATION OF THE FOKKER-PLANCK EQUATION FOR IDENTIFICATION OF THE
NON-LINEAR SYSTEM WITH ONE DEGREE OF FREEDOM

Most of the currently used methods of identification of non-linear dynamic systems subjected
to random exciting forces are based on the linear approximations. Consequently ilnearized characte-
ristics are obtained whose form being dependent on the applied identification method. The applica~
tion of the Fokker-Planck equations enables to get non-linear characteristics in the form of polyno-
nials of the order higher then one.
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