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O WYPROWADZENIU TEORIl CIENKICH SPREZYSTYCH TARCZ
NA PODSTAWIE TROJWYMIAROWEJ TEORII SPREZYSTOSCI

RYSZARD WOTNAR (WARSZAWA)

Podajemy wyprowadzenie rownan cienkich tarcz spreiystych na podstawie trojwymiarowej
finiowej teoril spr¢zystosdei, Metoda wyprowadzenia polega na rozwinieciu funkcji wystepujacych
w tréjwymiarowych réwnaniach teorii sprezystodei w szeregi wzgledem zmiennej xa, ktdra jest
wspdtrzedna normalng do plaszezyzny tarczy, a nastepnie na zatrzymaniu skladnikéw w najnizszej
potedze xa.

We wstgpw podajemy klasyfikacje pol sprezystych, statycznych i dynamlcznych ze wzgl@du na
symetrlq wobeg zmiennej xs.

W p. I podajemy zalozenia o warunkach brzegowych i poczatkowych oraz o sitach masowych
przylozonych do tarczy. Wskazujemy na niekonsekwencie przyjmowanych powszechpie teorii
plaskiego stanu napreZenia, Czynimy zaloZenia o rozwijaniu skladowych napresenia w szeregi.

W p. 2 podajemy, wynikajace z rownan typu Beltramiego-Michells zwigzki miedzy wspolk
czynmkam1 tych szeregbw. ' '

W p. 3 wyprowadzamy rownama teorii sprqzystosm cienkiej tcuczy dla zagadnienia statycznego,
réwnania (3.14)-(3.15), a w p. 4 dla zagadnienia dynamicznego, rownamia (4.5), (4.10). Ponadto
podajemy poprawke do skladowych pola naprezenia tarczy dia pdl statycznych réwnania (3.16)
i dynamicznych rownania (4.17), (4.20). . . ) )

W p. 5 rozwazamy uwogodlniony plaski stan napreZenia, statyczny i dynamiczny. Wykazujemy,
e warunki w ktdrych wystgpuje uogdiniony plaski stan naprgzenia nie sa w ogdlnosci bardziej
ogdline, niz t, przy ktoérych wystepuje plaski stan naprezenia, ‘

W p. 6 podajemy pewne rozwazania o mozliwoéci znalezienia wyzszych peprawek do pola
naprezenia wystgpiujacego wotarczy.

W Dodatku 1 pokazujemy, ze w preypadku statycznym warunki briegowe wraz z jednym Z
roéwnan Beltramiego-Michella implikuja w dobrym przyblizeniu plaski stan naprezenia w tarczy.

W Dodatku 2 vogdlniamy formule Clebscha na przypadek nigjednorodnych sit masowych,
rownania (B11). Pokazujemy. ze z dokladnosécia do wyrazow rzedu h*, gdzie 24 oznacza gruboéc
tarczy, zgadza sig ona z formuly (3.16), otrzymang na drodze rozwinieé.

WsTEP

Kiasyfikacja pola naprezenia ze wezgledu na symetrie. Rozwazmy liniowe i
izotropowe cialo sprezyste zajmujace objetosé V otoczong powierzehnia S. Niech
w prostokatnym ukladzie wspShzednych prostoliniowych x=0(x,, x,, x;) plasz-
czyzna x, =0 bedzie plaszczyzng symetrii tego ciala. Niech gestosé ciala wynosi £
modul Younga E, wspolczynnik Poissona v. Wspdlczynniki te przyjmijemy za hie-
zalezne od potoZenia x i od czasu ¢

W ciele takim niech panuje stan naprezenia s, zaleiny w ogdlnoéci od x i 7, wy-
wolany przez dane na powierzchni S sily zewnetrzne g, sify masowe X i ewentualnie
przez poczatkowy rozklad naprezen s® i ich predkodei s°.
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Kierujac sig symetria obszaru V, zdefiniujmy jeszcze dla dowolnej funkeji
¢ =¢ (x3,)), gdzie y oznacza zbidér innych zmiennych niezaleznych, czg§¢ symet-
ryczna ¢* i antysymetryczna ¢° wzgledem plaszezyzny x;=0:

1
=" (3, )= [o (e, 1)+ ¢ (—x3 M,

0.1) 1
fp“=¢“(xa,y)=?[w(xa,y)—r;o(-—xs,y)],
Przy czym
0.2) g =@ (X3, P)=0°(x3, ) +¢° (xq,y)
. oraz
0.3) 0 (X3, V=0 (—%3, 1), ¢°(X3, ¥)=—0"(—X3, ).
a) Statyka

W zagadnieniu statycznym pole naprezefl s;;=si; (X), §i;=8;, PIZy napreze-
niowych warunkach brzegowych

(0.4 ¢,=¢; (x)=5;(X)n;(x}), x€8,

gdzie g; (x) jest danym rozkladem sif zewnetrznych, a n; (x) wektorem normalnym
do powierzchni S w punkcie x, wyznaczone jest przez uklad rézniczkowych réwnaf
réwnowagi (RRR) i réwnan Beltramiego-Michella (RBM) [, 6, 8],

'Skk iJ+2X(! J) +— Xk kélj”‘“o

1
0.5) Sis, i+ X =0, syt 11v 1-
Tutéj X, oznacza wektor sit maéowych.

Dowolny stan naprezenia s;; moZemy przedstawi¢ w postaci superpozycji

(0.6) 50 () =5t () + 5P (),
gdzie
531 STz Sis -311 592 Sis
0.7 SS): 531 832 S2s]s g)_ 531 522 823
831 S3z2 533 531 S3z2 $33

Na mocy definicji (0.1) tensory s, s(") okreslone sg jednoznacznie. Stan napre-
Zzenia s bedziemy nazywaé tarczopodobnym a stan s — plytopodobnym.
Pc wstawieniu (0.6) do (0.5 1 (0.4) dostajemy dwa mezalezne od siebie uklady

réwnafi: jeden zawierajacy tylko skladowe s{¥, a drugi tylko skiadowe {7,

1
(0 8) g? +X(d)_'09 ' Si(_f)kk.i_ 14v SIE?C)IJ+2‘X'((:F)J)+-1_——XIE':I%:5£1-—O

@@ =sP@n(x), xes
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oraz
) 1 v '
(r} —
©9) s+ XP=0, B+ — e St £ 2XDy + T X0, 6, =0,
g7 =P (O (x),  xeS,
przy czym

4 4 Xy X1
010  =la ], =l XP={xi|, XP=|X;
¢ g x3 X3

Rzeczywiscie, wstawienie rozkladu (0.6) do réwnan (0.4} i (0.5) pozwaIa napisaé
kazde z nich w symbolicznej postaci

(8.) A (x:'s x3) +S(xv: xg) =0 s

edzie 4 (x,, x3)=—A (x,, —Xx3) jest czefcig antysymetryczng (wzglgdem zmienngj
X3), 2 S(x, x3)=8(x,, —X3) jest czefcia symetryczna (wzgledem zmiennej x3)
odpowiednich lewych stron réwnan (0.4)—(0.5). Przy tym A (x,, x5) zawiera tylko
skladowe si?, a S (x,, x3) tylko skltadowe s{9. Zgodnie z definicjg 4 i § z réwnania
(a) wynika réwnanie '

—A (xw xﬁ) +5 (x'rs X3) =0,
co w polaczeniu z (a) prowadzi do rdwnan
A(x, x3)=0, S(x, x3)=0.

Réwnaniami tymi sa wiasnie réwnania {0.8) i (0.9).

Oczywiste, ze 1 odwrotnie: spelnienie rownan (0.8) i (0.9) pozwala spelni¢
réwnania (0.4) i (0.5).

Pod wzgledem matematycznym kaidy » ukladéw (0. 8) (0.9 ma postal uldadu
(0.5), (0.4) i dlatego okresla jednoznaczaie pola (odpowiednio) 59 oraz s

Zatem warunki symetrii przestrzennej pozwalaja rozdzieli¢ pola s i s(”) Zaden
inny rozdziat skladowych tensora s,

SU=S$+33,
gcizie np.
531 892 S%a s11 iz Sia)
S;‘f,-: $iz 552 fs';s » Siajz 512 855 S3a s
513 %23 S3a] 512 523 S3a -
nie moze byé przeprowadzony w sposob konsekwentny, tzn. nie mozna pedad
ukladu réwnai, ktore zawieralyby tylko skladowe 575 (lub s7;) i jednoczeénie okresla-

lyby je w sposdéb jednoznaczny. Jest to prosty wniosek z jednoznacznosci podzialu
- danej funkcji na cz¢§é symetryczng i antysemetryczng.

Rozprawy Infynierskie — 9
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b} Dynamika
W zagadnieniu dynamicznym pole napreZeit s;;=s;; (x, f) wyznaczone jest przez
uktad naprezeniowych réwnan ruchu (NRR) {2, 517],

. 1+v. V.
{0.11) S(f,,.’U)+X(,-,J-)‘—‘p—-E—s,-J-“pEskk d;;
przy warankach poczatkowych
(0.12) 5506 0=5,(0), 8,05 0)=5,(x), - xeV
1 warunkach brze_gowych -
(0.13) (% =50, (x, Oy (%), (%, ESX (0, ).

Znow mozemy dokonaé rozkladu tensora s;; na czgsé tarczo- 1 plytepodobng
(poréwnaj (0.7)), przy czym teraz skladowe s{ i s{7 sa réwnie? funkcjami czasu:

0.14) T s =P DD, 1)

Po wstawieniu (0.14) do uktadu (0.11)-(0.13) dostajemy znéw dwa uklady réwnafi:

I+v..
S((:?c kj)+X((id,)J)=p FE f.‘:) P E (d)(g”’
0.15 .
©.15) s (x, )=5(x), $P(x,0) s“"(x), xeV,
a7 (x, 0y =s8 (x, Hym; (x), (x, )e S x(0, oo}
oraz
14+
u.k IcJ')+X(lp)J)_p E Stp)wpfs(p)(su ’
0.16
©10 0 0=, D 0=i00), xeV,
g2 (x, =52 (x, hn; (x), (x, £)eSx(0, c0),
przy czym §9, 3 [.{‘P, el sf{j.’) sg to dane funkcje x, o symetrii przestrzennej odpo-

wiednio takiej, jak sf‘J’) oraz s(?. Zachowujemy przy tym definicie (0.10), w ktérych
jednakze sktadowe moga byé¢ funkcjami czasu. Kazdy z ukladéw (0.15), (0.16)
ma pod wzgledem matematycznym postaé ukladu (0.11)-(0.13) i dlatego odpo-
wiednio okresla jednoznacznie pole s{¥ lub s{?.

Widzimy, Ze ewolucja czasowa obu pdl s (x,7) i si? (x,¢) przebiega nie-
zaleznie, co motywuje podzial tensora napreZen na czgsc tarczo- 1 plytopodobng.

Ponadto pole s;; (x, f) spelnia w sposdb konieczny uklad réwnan typu Belira-
miego- Mlchella [51:

I+v.. Py

] 1
(0.17) Sigt I_I_V*Skk 12X Xk,k(sijzzp_E_Sij E 1— Skkau

ot 1—v
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Wykorzystujac rozktad (0.14) dostajemy z ukladu (0.17), zoiowu na zasadzie sy-
metrii i antysymetrii, dwa uvklady réwnan, spelniane w sposdb komeczny przez
5@ i s o tej samej postaci, (por. 0.17)), co uklad spelniany przez s;;

1 P+ . P -
(0‘18) J(f,)kk_!— 1 4y SIE?LJ 2X({:1)J)+ 1 Xkdlau._zp f?mf 1 " o 5
oraz

1 v 147, P .
©19) Pt SuT Xy v XSy =) T ﬁ?é

W dalszym. ciggu naszych roz-
wazan, ktérych celem bedzie wypro- X3
wadzenie rownafl cienkich tarcz
i piyt z tréjwymiarowych rdwnan
teorii sprezystodel, ograniczymy sig T
do rozpatrywania ciala ¥ o ksztalcie

walca, niekoniecznie regularnego, o 1 )
wysokodci 24 (vys. 1). . - \‘L_/ .
- Roéwnania podstaw walca, £, - ;)T_ ““““ P\
i £, niech beda odpowiednio @_—-%
L i I
(0.20) xz=+4h x3=—h. ’,:7’""“*‘ —————— \\/’_

plaszezyzny Xx,=const. Pobocznicg
walca oznaczmy przez I, Tak wige

(0_2[) S=F+91+Qé ) . Rys. [. Obszar walca V¥

Tworzace walca sa prostopadle do / v\gﬁ

Przekrdj walca plaszczyzna x4 =0 oznaczymy przez f2,, kontur za$ tego prze-
kroju przez I',.

1. ZALOZENIA

Z kolei zajmiemy sie wyprowadzeniem réwnan dla cienkich tarcz spre¢Zystych
z trdjwymiarowych naprezeniowych réwnan teorii sprezystosci.

Rozwazmy walec sprezysty zdefiniowany w koncowej czesci wstepu. Niech pole
paprezen s;; (w ogolnodei zalezne od czasu ¢ i polozenia x) bedzie wywolane w takim
ciele przez sity zewngtrzne

(L1 56 =0, (x,0eQ,x(0,00), a=1,2,
1) @ 0=sa(n 0O (x), (v, Nelx(0, x);
sily masowe

(1.3) X=X, (%, 1), X3(x, 6)=0, (x,He¥Vx(0,0)
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i warunki poczatkowe
(14) L s@m0=i(0, S 0=5,, xeV,
gdzie §;, Sl j‘ sa to dane funkcje x takie, Ze

Sap (Xy, X3) =85 (Xy, —X3),  F33(%y X3} =833 (x,, —X3),
() a3 (Xyy X3)= —Fa3 (X, —X3),
: S:an {2y, X3) ?éaﬁ (y - X3), §;3 (xy, x3) =-5;33 (xy, —x3),
9 S:uzfl (g, x3) = — '-E"'aS (%, —x3).
Ponadto niech
(1.7) Ga (s X3, D=0, (%5, —%3,8),  g30xp X3, )= G5 (x, — X3, 1).

Ponjewaz obszar V jest symetryczny wzgledem plaszczyzny x;=0 (por. (0.20))
wiec z zatozed (1.1)-(1.7) wynika, zgodnie z rozumowaniem podanym we wstgpie,
ze pole naprezent s;; ma whasnosci pola s

(1.8) sy X3, =55 (0 — X3, 1), Sun (X Xay £} = — 23 (%) — X3, £),
1.9 833 (Xy X3, 1} =533 (X, — X3, 1), |
a wiec Ze w wa{cﬁ panuje tylko tarczopodobny stan naprgZenia

515 (%, =50 (x, 1).

W dalszym ciggu jednak, dla uproszczenia zapisu, bedziemy opuszezali gérny
wskaznik (d), ,
Jeshi problem rozwasany jest statyczny, to warunek poczatkowy (1.4) jest

zbedny, w warunkach za§ (1.1)-(1.3) pomijamy argument a f, warunek brzegowy
(1.1) przyjmuje postadé

(1.10) 53 (x)=0, xef2,.

Wtedy z réwnania (0.8),, ;-2 wynika, Ze

1y S30,3(0)=0, xe,.

Przy niewielkiej wysoko$ci walca warunki (+.10) i (1.11) sugeruja za{oéeme
(1.12) 535(5)=0, xeV.

W dotad spotykanym ujeciu (por. np. [1]) przyjmuje si¢ nast¢pnie, wladciwie do-
wolnie, korzystajac tylko z (1.10);.,, Ze '

(1.13) 53 (=0, xeV,
co w polagczeniu z (1.12) daje
{1.14) 55 (x)=0, xeV.

Stan taki nazywamy plaskim stanem napreZenia (PSN).



© WYPROWADZENIU FEORII CIENKICH SPREZYSTYCH TARCZ 317

Mozna wprawdzie dowies¢ (por. Dodatek 1), e zalozenie (1.12), przy‘sﬂach
masowych spelniajacych warunek

Xy w(x)=0, xeV,
implikuje harmonicznoéé funkeji 5,5 (x), a wige i ich znikanie, z powodu praktycznie
zerowych warunkow brzegowych na s, {(Wyjawszy ewentualnie maty wobec @,
powmrzchmq I), jednak w tym dowodzie korzystamy z réwnan zawierajacych po-
chodne rzedu drugiego, podezas gdy o wartodci 535 wnioskowali$my na podstaw1e
rownania rzgdu pierwszego (p01 1. 11))

Mozna dalej pokazaé, ze przy zalozeniu PSN gléwne przyblizenie s,; (x) Wediug
poteg h ma postaé )

(1.15) Sap (%) =53 () + O (42)
(por. Dodatek 2), lecz wtedy powstaje znéw pytanie, o ile sensowne jest analizo-
wanie poprawki 0 (h*) we wzorze (1.15) bez dyskusji poprawek dla s,s.

Jeszcze wigksze watpliwodci wywohuje zatozenie PSN w warunkach dynamicz-
nych, gdzie jak moznra pokazaé przyjecie PSN w postaci
(116) Sea ('x: t):Os (x’ I)E V% (03 DO)
przy sifach masowych (1.3), zerowych warunkach poczatkowych i obciazeniu po-
wierzchniowym g, (x, ¢) niezaleznym od x, prowadzi do bezéladowego tensora
naprezen
(117) . . Saoc(xs t);"on ()C, t)EVX(()» CO),
[3}, co jest sprzeczne z obserwowanym na ogél doswiadczalnie polem naprezed
dynamicznych w cienkich tarczach [4].

Aby odpowiedzi¢ na pytanie, Kiedy poprawne jest zalozenie PSN w cienkich
tarczach, wyjdziemy z ogdlnych tréjwymiarowych rownad teorii spreZystodei.
Rozwinmy skiadowe pola s5,;=5;; (x, t), (x, 1) e Vx(0, o0) w szereg poteg x,

(1.18) . 5506 )= DT s (x,, 1) x3.
B h=0

Ograniczenia wynikajqce z warunkow brzegowych (1.1) i symetrii (1.9) narzucaja
poszezegdlnym skltadowym pola (1.18) postaé

5o (%, 1) =50 (6, D)+ D533 (3, £) 527
(1.19) S (6 0= Y58 Gy G = hP0xy),

83306 )= Ds8x,, (3R,
zmieniliémy przy tym oznaczenia: '

w
(1.20) Sfﬂ ___sgﬂ , g([};) __Sg;n)’ (rr) S(’"* 1) s Sg:g gzan) , 2 = Z .

Rozwinigcia (1.19) stanowia punkt wy wyjécia przy poszukiwanin odpowiedzi na py—
tanie postawione powyzej.
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2. FANCUCH ROWNAN BELTRAMIEGO-MICHELLA

Zanim przejdziemy do oddzielnego rozwazenia zadania statycznego i dynamicz-
nego zajmijmy si¢ implikacjami, jakie z réwnai typu RB-M wynikaja na skutek
rozwinig¢ (1.19). Dla skrécenia weZmiemy pod uwage tylko dynamiczne RB-M;
réwnania statyczne otrzymamy, przyjmujac, przyspieszenia napreien rowne zeru.

Wstawiajac (1.19) do RB-M (0.18) i przyréwnujac do zera wspolczynniki przy
tych samych potggach x; otrzymujemy nieskoficzony vktad réwnan rozmczkowych
na funkcje s (x,, ). Wspdlczynnik przy x§=1 przyréwnany do zera daje

1 1 v
— § ) . . -
SopnF oy Snen T 250 T 2, 558, (S D 2Ky F T X e =

14y
14V e p v [u
— Q. 0 () 2n
g Sw g 1~v[‘Y 24 2 (=h )] s s

' 1 i+v
@.1) 2 § (= #3250+ 2D 80 J=2p Y N 5o gy,

3, vy 1+ E

I+v

22
=_Il E"LZ_V_ Z S(n)( h2n __p_ v ;D
E 1—v 33 E 11—y

Do )+ 2 2 D+ X,

przy x3", n>1;

S5, w+2<n+ 1)(2n+1)s‘"+“+ S 5+ 530 =
14w P
=2p—p Wy El =[50+ 53] 6p»

‘ \n} (n+1) ! (n+1) (ﬂ+1) E_,. “(m)
2.2y s +(2n"{~3)2(n+1)s + Thy 2+ 1) [s9) 5350 1=2p a3

$§) 2+ D @2n+1) 58 P42+ 1) 2+ D g [.s*(")+s(")] =

i 1
=P I_—m 2—v—22) [s— VS(")]

Jesh wysoko$é walca jest tak mata, 7e mozemy odrzucié wszystkie wyrazy rz¢du
A i wyiszego, to (2.1) przyjmuje postal

1 . v
0"
Sa?ﬂ,w_!_ I+V Sw.aﬂ+2sv§t:¥)+2X(n,ﬂ)+ 1—v Xv,}'csaﬂ
23) 1+v Va2
o v
o .

=% F ST F Ty

.-6
S 6&1]!
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35ty +

iy

1

[Sm +58% . 1=0,
1 a
(2.3) +v

[ed.] 2 P ¥V .
[(2+v)s<“+s‘“]+—X TE IS

Jest to uklad szedciu rownan, w kidrym wystt;puje dziewig¢ nieznanych funkeji:
5%, oraz s{Y. Zauwaimy przy tym, Ze funkcja 5%y nie wehodzi do réwnafi (2.3);, 3.

Dalszg analizg stanu naprgzenia w cienkich tarczach przeprowadzlmy osobno
dla zadan statycznych i dynamicznych.

3. ZADANIE STATYCZNE

Wstawmy rozwinigcie (1.19) do RRR (0.8),, pamigtajac o zatoZeniach co do sit
masowych (1.3). Przyréwnujsc do zera wspdlezynniki przy tych samych potegach

x3", dostajemy kolejno:

dla n=0 . |
. (3.0 Sop, 0t Zsa(z?(—hz")‘i‘Xa:O, ng;},ﬁ(—hz")usgig:
dla n>0
G.1) | sip s+ Q0+ 10)s8=0, 5§ ,+2@m+ 1D V=0,

Do tego dochodzg warunki brzegowe (1.2), ktére po pominieciu #, a nastgpnie po
cbustronnym rozwinigeiu w szeregi potegowe i przyréwnaniu wspolczynnikéw przy
tych samych potggach x;, przyjmuja postaé

(3 2) qg (xv) =Sa?ﬂ (X},) iy (X-).) 3 qg (x),) =0, XYEFO ,
- ¢ () =s5{Pny(x,), n>0, xely.

przy czym

(=45 (x)+ D dP ()3T, gs=a3(x)+ Y g 0x) G - k)

Warunki brzegowe (1.1) sa juz w powyzszych formulach uwzglednione.
Odrzucajac wyrazy rzeda h? i wyzszego, zamiast (3.1)**) mamy

3.3) Sy st X,=0, s§9=0.

*) Rownanie (3.1); pochodzi z rownania (0.8),, ;. 3, do ktorego wstawiliSmy rozwinigcia (1.19).
Samo rownanie (0.8);, (.3 po wstawieniu rozwinigcia (1.19) jest rownaniem jednorednym wzgle-
dem xa 1 dlatego stopient poteg x; moze by¢ w nim ohnizony o jednoéé przez podzielenie przez xs.
Wspolczynnik, z ktorego przyrownania do zera powsialo réwnanie (3 1),, jest wspdiczynnikiem
przy x; 9—1 juz po tym podzieleniu.

**) Tzn. zakladamy, Ze A<€1. W tym celu dogodnie jest przyiaé za jednostkt; diugosei jakis
typowy rozmiar Iy przekroju walca i rozwazaé tylko takie walce, kiorych polowa wysokodci h jest
duzo mnigjsza od tego rozmiaru. W obszarach takich jak naroza czy karby warfo$¢ lo przestaje
by¢ miarodajna 1 przeprowadzana analiza przestaje by¢ poprawna,
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Wstawiajac (3.3), do rdwnan (2.3) napisanych dla pdl niezaleznych od czasu (;fﬁ =0),
dostajemy ukltad nastg¢pujacy:

SU

aﬂ,w+ 14y Syy, nﬁ+2suﬁ +2X’(ﬂ ﬂ)+

T X0 =0,
(3.4)

3sf1>—~1- ’ 0 s+

21 vX””'“: ? e ™™ 11—y 7
Celem otrzymania (3.4), skorzystalismy z (3.4);.
Wstawienie (3.4); do zwegzonego {x=pf)} réwnania (3.4}, daje
(3.5) Sp (1M X, ,=0.

Weimy feraz pod ﬁwage; dwa rdwnania

(3.6) S?z,w"'ss;r, 12+2X(1,_2)=0: S(I)Z,yy 12+2S12+2X(1 2)—0

1 +V ‘)"}'i

Pierwsze wynika {po odpowiednim zréiniczkowaniu} z (3.3)1, a drugie jest to
rownanie (3.4); ,=1,5=2. Po odjeciu ich stronami mamy

1
(37) IS‘(112)=—2_ 1+V Sw,lz'

Z réwnan (3.3); wynika takze

(3.3) S?i,qugz,zz—Xi,z‘['Xz,zs 322,22=S?_1,11+X1,1_X2,29
z réwnania za$§ (3.5) znajdziemy

3.9 S;?y,n w 22— (14X, ,, Su?v.‘zz w 11 (1+V)X
Po wstawieniu (3.8);, (3.9); do (3.4); ,-4 5=y mamy

1 1 1

(3.10) siy= —“”(1+v S22t T, Xv,?)'

Podobnie po wstawieniu (3.8), i (3.9}, do réwnania (3.4);, ,=2, 5=, znajdziemy
1 1 i

(3.11) Sgiz)___v(1+v $v.11+_i__—va,v)-

A zatem, je$li znamy rozwiazanie 53, to mozemy korzystajac ze wzordw (3.7),
(3.10) i (3.11) podaé, zgodnie z rozwini¢ciem (1.19);, przyblizenie rozwigzania
z dokladnoscia do O (A%):

(312} Sup (x) :Sa?ﬂ (xp) +S‘:ﬂ (x?) x% =Sa?ﬁ (xv) +0 (h;t)

mimo %e w naszych réwnaniach odrzuciliémy wyrazy rzedu @ (A2). Paradoks tkwi
w tym, Ze przyblizenia dokonaliSmy w réwnaniach, a nie w poszukiwanych funkejach,
Roéwnanie (3,12) wykazuje, 7e postaé sit przylozonych do pobocznicy walca powinna,
w przyjetym przyblizenin byé nastepujaca:

G13)  gu=sny (o) =[s5y () + 305 () 231 =7 () 4, () %3, xel.
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Zbicrajac powyzsze wyniki widzimy zatem, Ze w clenkich tarczach w warunkach
statycznych pole naprezefi mozemy wyznaczyC z nastgpujacego ukladu rownan
{por. (3.3); i (3.5)):

(3.14) SopptXe=0, sy (WX, ,=

przy warunku brzegowym obowigzujacym na konturze I'y przekroju Q, walca plasz-
czyzng symetrii x; =0,

(3.15) W) =55 () (xy),  xely.

Majac juz rozwiazanie sy, opisujace stan naprezenia tylko w przekroju £y, mozemy
podaé rozwigzanie poprawne dla catego obszaru V' walca w przyblizeniu z dokiad-
nofcia do O (h?), korzystajac z (3.12), przy czym na podstawie (3.7), (3.10) i (3.11)
oraz (3.4), mamy

1 1 1 1
(3.16)(*) S(l)=—v[(8 y— acsaw)f+Vs;;——1_vX.,,,5,B], 3508 = 5 1, Ko

Ponadto zgodnie z (3.3), W przyjetym przyblizeniu w calym obszarze walca
(3.17) 833 (x)=0, =xeV.

Réwnania (3.14), (3.15) 1 (3.17) sa takie same jak w Kklasycznym ujeciu PSN.
Widzimy natomiast, zgodnie z (3.16), ze je§li X, ,,#0, to nic mozemy przyjac
znikania skladowych s,;. Dlatego tez nie mozemy mna ogol przyja¢ warunku
brzegowego

(3.18) g3 (X) =535 () (x)=0, xel’,
chyba, ze X, ,.=0, por. Dod. 1

4. ZADANIE DYNAMICZNE
Po wstawieniu rozwinigeia (1.19) do NRR (0.15), i przyréwnaniu do zera wyra-

zen bedacych wspdtczynnikami przy tych santych potegach x;, otrzymujemy nie-
skonczony ukiad réwnan rézniczkowych na fumkcje s (x,, t)

Sfa?, 1'.6) 2 Z [32:? st gg, HE kzn)“}'X(a 5=
: I+v.. V To .
@D =p_~3—g—s‘?ﬂ—p~g[s$v+_ D, fzz")] bus

(1) _;_3‘5.(1)_}, v (u) ( hz")+s(31§ a_p—Z (n)( hz")

V: v

#) Na mozliwos¢ zapisu wzorow (3.7), (3.10) i (3.11) w postaci (3.16), zwrocit mo;q uwage
Prof. ). Ignaczak.
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1
.1 2 s (= ’"2")"‘2‘&13)—1712 Z S§ (=1 — PE s
14y
St wy (2n+1)[s""ﬂ+s};;’, d=r— — 58,

f

1 I+v..
4.2) (n+l)sg’},f';)+(2n+3)(n+1)s("+1)+~2~sg"3 ,,,,+(n+1)sg;+;) =p = s,

‘ 1
(2n~i—1)s§?Y+2(n+1)(2n—1—1)s("”)—p Esg’g—pEs;';’, n>0.

Do tego dochodza warunki poczatkowe (1.4), ktdre po obustronnym rozwinieciu
w szeregi-potggowe i przyréownaniu wspdlczynnikdw przy tych samych potegach
X3, przyjmuja postac

5oy, =80 (x),  Sh(x, 0)=83 (x)), x,e8;

(4.3)
S, O =35"(x),  $%(x,, O)ﬂs(")(xy), n>0, x,e8,,

gdzie 5%, 5%, 50, 5™ sa wspolczynnikami rozwiniecia funkeji 3, »&y W szeregi
poteg x; analogiczne do (1.19). Warunki brzegowe (1.2) po rozwinigciu przyjmuja
postaé

Ga (¥ 1) =500 (0, 1 (), 430, N=0, (¥, Nelox(0, ),

44
( g (x, =55 (x,), 1>0, (x,, Delyx(0, ),

gdzie a0, ¢'™ sa wspdlczynnikami rozwmlqma funkcji g, (x) w szereg pot@g X3!

(X, ) =4 (x,, )+ Zq‘"’(xy, X,
45 (6, =45 (e, O+ D (5 (3" =B x3).

Warunki brzegowe (1.1) sa juz w powyzszych formulach uwzglgdnione.
Przypuiémy, 7e tarcza jest tak cienka, ze mozemy odrzuci¢ w (4.1) wszystkie

wyrazy rzgdu A% (i rzedu wyZszego), Wtedy dostajemy

- (4.5)

1+v v Vo
0 oo 1 1) (1) = (1y_ __ 0
S(av,vﬂ)'i'X(a n=p- E Sap pEswaaﬂ: aﬂ)ﬂ+3‘g\ 33,a_0’ 2533 PE vy

Cechg charakterystyczng uvkiadu (4.5) jest to, Ze réwnania na sg; (x,, 7) zostaly
oddzielone od réwnan na pozostale funkcje s j) (x‘, t). Mozna wykazaé, Zze rowna-
nia (4.5}, w jednoznaczny spos6b okreélaja pole sy, (x,, f) przy warunkach poczgtko-
wo-brzegowych (4.3), (4.4),:

Sc?ﬂ (}C),, 0) =§£ﬂ (X-),) ! 6"33 (xvs 0) mja?ﬂ (x?) H Xy € ‘QO ;

s (%, =355 (xp, 1y (x,), Gy DETX(0,00),  (por. [SD.
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Formalnie réwnania typu (4.5), mozna otrzymaé przez wstawienie zatoZenia o'
PSN:

(4.6) S50, =0, (x, eV x(0, o)

do NRR (0.15);, j=q j=p 1 W tym sensie mozna méwi¢ o réwnaniach (4.5) jako
o réwnaniach PSN, mimo #e w tarczy wystepuje skladowa 535 (x, 1) dana w przybli-
zeniu przez wynikajace z (4.5); i (1.19); rownanie

‘ I v
4.7 $2a (5, )= 50,07 ~23)

oraz skladowe s,4 (¥, 1), ktorych pierwszy wspdlezynnik rozwinigcia zgodnie z (4.5),
ma postac

' 1
@8) s9= =5 BG83,

a wigc nie istnieje PSN. Jednakze skladowe s;; (x, #) nie wplywaja w przyjetym
przyblizeniu na propagacj¢e pola s, {x,, 7).
Zajmijmy si¢ teraz RB-M. Wstawiajac (4.5); do (2.3) dostajemy ukfad

0

40 (1)
Sup, w+ 14v Syy, uﬁ'}'zsaﬁ +2X(f1,ﬂ)

v .
+ T—v Xy, 1 0ap=

1+4v w, £V ey

=2 e T g Ty Sl
4.9
(4.9 3“) 1 VX “1 VoY
S Ty 1y T 2 PR 1y e

o 1 v T 1 "o
5 = 1 —(1+v)Xv,?+pf(l~2v—v Yspel-

Celem otrzymania (4.9), skorzystaliémy z (4.9);. Po zwegzeniu (4.9), i skorzystaniu
z (4.9); dostajemy nastgpujace niejednorodne réwnanie falowe na s5,:

(4'10) vv ocar+(1 +V) XV T P (l—vz) 'Syy

takie, jak w Kklasycznej teorii PSN. SkorzystaliSmy przy tym Z oczywistej tozsa-
moéei 2-3v+ v =2-+v) (1 —»)~

Wezmy pod uwage uklad dwu réwnah (4.5); o1, p=2 1 4.9 4=t p=2"

1+ "y
250 gm 2t 2X0, =205~ S35

4.11)

I+v .,

1
ngn‘ﬁ'_[_ 1+v w 1ﬁ+2312+2X(1 2y=2p" E T Sz



324 RYSZARD WOJNAR

Odejmujac je od siebie stronami dostajemy (por. {3.7):

1 Y

(4.12) S Ty Sz

Z kolei po odjeciu od siebic réwnan (4.5); y=p-1 1 (4.5); ,=p-, dostajemy

o o L+y w) w,
(4.13) -911,11_5'22,22+XI,1—X2,2:P E (57 —53,) .
Zatem

0 o ' 14y w o
(4.14) $11,11=822, 22~ X1, 1+ X, 2t p E (571~ 522)

oraz na mocy (4.10)

y

1 "
(4:15) Sf,)y,u.: _S;)y,zz—(l‘i'v)Xv,v"“P'E" (1 _vz)'g;’y'
Wstawiajac (4.14) i (4.15) do (4.9), ,-1, 4= dostajemy

oo ! PR e P
(4'16) 11___v 1+V m:,22 E I—V Sw 1'—-V X?,}’ .

W podobny sposéb dostajemy s53. Ostatecznie skladowe tensora s(2 mozemy
wyrazi¢ jednym wzorem, analogicznym do wzoru (3.16); z zagadnienia statycznego

. 1 I o 1 4 1-2y.,
@.17) s =5 v (3 05—, 025) 5., -1—_—1;-X1,,3,. F 1—v Sy 19es |-
Zatem, podobrie jak w statycznym stanie napreZenia por. ((3.12)). mozemy podaé
dwa pierwsze wyrazy szerega (1.19),:

(4.18) Sap (6, £} =53, (x,, D53 (x,, X3,

gdzie pole s, jako dane wzorem (4.17), wyznaczone jest przez pole 52, (x,, £).

Znajomos¢ s$;) pozwala ponadto, zgodnie z. réwnaniem (4.8) wyznaczyé s nie-
zaleznic od réwnania (4.9),. Mianowicie z wyrazenia (4.17) wynika, ze

1 (pl 1*21}._0 1

(4.19) | ng‘)ﬂ:—z_v E 1—yp S?v,a_l_kvXTsW)’

a stad i ze wzoru (4.5), formula (4.8) przyjmuje postaé

(4.20) ‘ (1)—11‘)(X +pl;o )
- 6!3 3 2 1_ b E T

w oczywisty sposéb réwnowazna wzorowi (4.9),. Zatem

@.21) Sy =SS (x2—h?) x5,
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5. USREDNIONY STAN NAPREZENIA (USN)

Wprowadzmy operacje usrednienia wzgledem wysokodei walca:
. 1 h
1) CP=(mgr fdx;, ().
: —k

WprowadziliSmy dwa symbole u$rednienia, ktérych bedziemy uzywali wymicnnie
zaleznie od poirzeb jasnodci tekstu. Dz1¢k1 wlasnosciom symetrii (1.9) pola s
zachodza nastgpujgce wzory:

<Sas (x:v t)> =0, <S<z3, 33 (x: t)> =0,
(5.2) (511, 3(x, t)) =0, (Szz, 3 (6 0>=0, {513,3 (x, 1)y =0,

<Sa,'i 33(x t)) 'Saﬂ 3(xy5 h t) (xs I)E VX(O’ OO)'

Ponadto z warunkéw brzegowych (1.1) wynika
(5.3) $5ia, 3 (6, ) =0,  (x, )e ¥ x (0, c0).

Stosujac operacje (5.1) do RRR (0.8);, RB-M (0.18) i NRR (0. 15); dostajemy
odpowiednio

(5.4) Sag, g+ Xy =0

I v
Saﬂ w+<sm6, 33> + (Syv+'5'33) aﬁ"’"zX(ar ﬂ) I—y Xv,?é # =

I+v., rv
=2p—E‘ Sap E 1— (Syy+s33)5a.3!
(5.5 .
Sa3, 9y <Sss 33>+ <-5'krc 330 + v X, v=

2—12—2‘;)2 L v -

L e P :
E -y BT R 1y

B 1+v . Vo T w Vo
(5.6) S(w,vﬁ)"‘X(a,ﬂ):P E Sog — P Eskkaaﬁ; (833,339 = PE PETSW

Stosujac tg¢ sama operacje do szeregéw (1.19) dostajemy

Spp Oy, £ = Saﬂ-g- 2 ') 9 (x,, 1) 2,

2+l

.7 ,
33 (xy, )= ES(")(xv,t)(z = —l)h"‘"
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Ooraz

4
= N E (m} 2n
qﬁ'-(’x"]" t) qa (x}'5 f)+ Q¢ (x'Y b t) 2n+1 h k4
1 § (3] 2
(5'8) <suﬂ, 33 (x, t)> = 7? Sa.ﬂ, 3 (xvs ha t) = S.gﬁ ‘2]’! ]12”_ y

1
(503,28 06 D) =~ 533,3 (i By )= 60 2m b2,

3.1. Statyezny UPSN

© W warunkach statycznych RRR (5.4) dla pél usrednionych maja postac identyczng
z PSN. Z tego powodu pole uérednione §,, nazywa si¢ nieraz nogdlnionym PSN.
Czy ta nazwa jest uzasadniona sprawdzimy badajac spetnianie RB-M przez §;
zauwazmy jeszcze, ze z rownan (0.8), oraz z zatozen (1.1) i (1.3) wynika

(5.9) $33,3 (%, £H)=0,
skad
(5.10) ‘ <33§3,33(xa =0,
Stad RB-M (5.5) przyjmuja posfac
1 Y
Gap, 19+ (Sap, syt ]E Sii,ant 2X ) + T: X, 463 =0,

(5.11) ’ , )
$33, v F 1+4v {84y, 337 +A] —y X,,,=0.

Po zwezeniu (5.11), znajdujemy

247 ‘ I 1
(512) mSau,ﬂﬁf<saa,33>+13533,mm+2—1*;7v Xv,y:o'
Poniewaz z (5.11),

1+v )
(5.13) ' aa, 330 =~V X,y — (L5133, 495
wiec (5.12) przechodzi w réwnanie
' ¥

(514) : . jaa,vv+(l+v) X?’,V:

533 -
1—v R

a wigc unérednione pole 55 nie spetnia réwnan takich, jak s, W PSN. Dopiero wsta-
wiajac do (5.14) rozwinigeie (5.7) oraz odrzucajac wszystkie wyrazy rzgdu A*
I wy’szego dostaniemy

(5.15) : Sn?nc, w+(l+v)X],,,,=0,

co wskazuje na, to, 2e tzw. wogélniony PSN nie jest weale ogdlniejszy od PSN.
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5.2. Dynamiczny UPSN

Zgodnie z.(1.19) mamy

(5.16) <5'33 as (x5, )= S33 s b, )= Z (")2'1]12" 2.

Wstawiajac (5.16) i (5.7) do (5.6) otrzymamy ukiad, ktéry tylko po odrzuceniu
wyrazéw rzedu A* przyjmuje postaé NRR dla PSN*), Lecz zndw to oznacza, Ze

nogolniony PSN nie jest, wbrew nazwie, ogolmejszy od PSN. \

6. PEWNE OGOLNE WELASNOSCI WYPROWADZONYCH LANCUCHOW ROWNAN

Wyprowadzone tafcuchy réwnai majg t¢ wlasnoéé, ze znajomo$é wspdlezyn-
nikéw rozwinigcia s("“), nz0; pozwala znalesé wspdlezynniki s 1 tak miano-
wicie, w zagadnieniu statycznym zgodnie z réwnaniem (2.2); wzietym dla pdl nie-
zaleznych od czasu

©6.1) Sopt = [s;}?, w Ty 0 o8, aﬂ] / 2¢-+ 1) 2n+1)],
zgodnie z (3.1)
‘ 1
(1) {m)
(62) S33 2(?’1+I) S3ﬂ,
oraz zgodnie z (2.2), wzietym znéw dla pdl niezaleznych od czasu
2(n+1)
(6.3) PAES g{sé';), S B (s D sl 1) ] / [(2n+3)2(n+1)].

Z kolét w zagadnieniu dynamicznym zgodnie (2.2)‘1

i
+1) — —— " G g O
e TS TS)) [ S,y S Tt

v,
s T 1o G 5«”:[

zgodnie z (4.2},

1 Q.
m+1) w o P Yy (rr)
(©.5) 33 2(n+1)(2n+1)[ Cn D) s+ 3= p o ]
oraz zgodnie z (2.2),
1 2(n+1) 1+v ]
LR ) P () (1)
©.6)  sa (2n+3)2(m+1D) [ Ja3, v 1+v Ty O REE £ a3

Z powyiszego wynika, Ze majac pierwsze wyrazy rozwinigcia 5%, s, 5$9 1 sto-
sujac schematy réwnad (6.1)-(6.3) w zagadnieniu statycznym lub (6.4)-(6.6) w za-

*) réwnania dynamicznege PSN typu (4.5), wyprowadziliSmy z tréjwymiarowych NRR (15),
tez w pracy [9], aczkolwick w mniej bezpogredni | ogdluy sposdb.
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gadnieniu dynamicznym, mozemy znalezé zaleino$¢ przestrzenny pola naprgzen
#¢; zgodnie z rozwinieciem (1.19). Cate zadanie sprowadza si¢ wigc do znalezienja
pierwszych wyrazéw rozwiniecia. Gléwna trudnosé polega tu na tym, Zze réwnamia
(2.1), (3.1), (4.1) majace prowadzi¢ do znalezienia 555 583, 543 zawieraja précz
tych nieznanych funkcji jeszcze {oczywiscie tez niezmane) sumy wspdlczynnikow
rozwinigcia wyzszych rzgdow.

Tak wice znalezienie 5%, s&%, sy wymaga nie tylko rozwigzania problemu,
brzegowego (lub brzegowo-poczatkowego) dla uktadu réwnan rézniczkowych, ale
ponadto opracowania metody pozwalajacej na uwzglednienie tych sum wyrazow
wyzszych rzedéw. Mozna zaproponowac nastepunjaca procedurg iteracyjng: z réwnan
(3.3) 1 (3.4) w zagadnieniu statycznym lub (4.5) w zagadnieniu dynamicznym znaj-
dujemy picrwsze przyblizenie pierwszych wyrazéw rozwinigeia. Na podstawie tego
przyblizenia znajdujemy pierwsze przyblizenic Wyrazow rozwinigcia  wyzszych
rzed6w, ktére po wstawieniu do réwnan (2.1), (3.1, (4.1} i rozwigzaniu tych réwnan,
pozwalaja znalez¢ drugie przyblizenic wyrazéw sg, s, 54 itd. Sadzimy, Ze poste-
pujac w ten spos6b, mozemy znalezé wspdtczynniki rozwinigcia z dowolng dokiad-
noécia, przynajmniej dla niewielkich gruboici tarczy 2/. Sprawa Zhieznosci takiej
procedury wymaga jednak odddzielnego rozpatrzenia.

ZAKONCZENIE

Powyzej przeprowadziliémy klasyfikacje pola naprezef i przyczyn wywolujacych
to pole ze wzgledu na symetrig. Postugujac sie mefoda rozwinigoia w szereg pote-
gowy, podaliémy calg «hierarchig» réwnan naprezeniowych zarowno dla statycz-
nego jak i dynamicznego problemu tarczowego. Pokazalismy pastgpnie, Ze po
przejéciu do bardzo cienkich tarcz skladowe tensora naprezenia rownolegle do plasz-
czyzny tarczy spelniaja klasyczne réwnania plaskiego stanu naprezenia niezaleinie
od pozostalych skiadowych.

PODZIEKOWANIE

Drziekuje serdecznie Panu Profesorowi J. IGNACZAKOWI za poZyteczne dyskusje
i zyczliwa krytyke rekopisu.

DopATER 1

Wstawiajac (1.12) do RB-M (0.5),;-s=» i korzystajac z (1.3) otrzymujemy

t+v
{AD Spy, 33 -]-v——1 — X, ,=0,

skad po dwukrotnym scatkowaniu wzgledem x5

Y o o
{A2) Syy ()= —~¥ Ty X,y Xa 45, (%) X3+ 85y, (%)



O WYPROWADZENIU TEORII CIENKICH SPREZYSTYCH TARCZ 329

gdzie 53, 57, sa to pewne, nieznane jeszcze funkcje x,. Z wlasnosci symetrii wynika,
) 1
ze 8y, (x)=0, zatem

1+v o,
(A3) sw(x);hv—I:XY,?jx3+sw(x6), xel.

Wstawiajac (A3) do RB-M (0.5), ;—,, ;-5 otrzymujemy réwnania, w ktdrych skla-
dowe 5,5 s3 oddzielone od pozostalych skiadowych pola ‘

v H
Sz, ke = 1—y Xy v X3,

Z réwnania tego nie mozna SciSle wyznaczy¢ s,,, gdyz na brzegu znamy tylko sily
(A4) . UES (x) =8y3 (X) iy (X):O s xel’,

a nie wartosci 5,3 (x), xe I Jesli jednak weZmiemy pod uwage to, ze wysokosé
walca 2/ jest mala, a stad wplyw wartodci 8,5 (x), x € I” nie moze siegaé zbyt daleko
od powierzchni I, to w dalszej odleglodci od brzegu istotny staje sig tylko warunek
Sa3 (X)=0, x € £, tym bardziej, Ze funkcje 5,5 sa funkcjami gladkimi, majacymi
drugie pochodne. Je$li wige pominiemy wplyw wartosei s, (x), x € I" i jesli

Xy wpp () =0,  x,eQ,
to jak latwo sprawdzié

i v
Sa3=“6_'

1y Y (x3—H%) x5,

Przy zalozeniu mocniejszym
X, =0,

ale spelnionym przez najczgSciej spotykane sily masowe: jednorodne Xa=C1a{
dwuwymiarowego ciaZenia X,=C), X,/(x, x,), odérodkowe X,=C,,x,, gdzié
Ci. $a stale, niezaleZnie od x, mamy .

S (x)=0, xeV.

Widzimy wige, Z¢ w walcu o malej wysokosei obciazonym tylko na poboczaicy
panuje w dobrym przyblizeniu PSN:

Sis(x)=0, xXe V.

Donatex 2

RRR i RB-M, (0.5), przy zatozeniu PSN i ksztaltu sit masowych (1.3), ﬁrzyjmujq
postac '

(B]') Sﬂﬁ,ﬂ_!_Xa:Os

v

I .
(B2) Sap, a7+ T4y Smant 2t 1=y X1 00=0.

Rozprawy Inzynierskie — 10
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Po zwereniu (x=p) i skorzystaniu z (Al), réwnanie (B2) ma postaé

(B3) Saa, p+ (1 +1) X, ;=0
Z réwnan (Bl) wynika, Ze
(B4) 311,11”—'522,22_X1,1—X2,2,
Z réwnania za$ (B3) |
(B5) Syp 11=—8yy, 22— (141 X, ,
Wstawiajac (B4) i (BS) do (B2),., s=; otrzymujemy
v v
(B6) 511,33=‘”T_“|‘_“;Sw,22."*T_"; P
W podobny sposéb znajdziemy
' v Y
(B7) 532,33 l+v Syy, 11 “1“:—1;;\;?,7-
Z (B1) wynika teZ rownosé
(B8) . S12,vv+3w,12+2X(1,2)=0,
ktéra po odjeciu od (B2, 5=2 daje
(B9) .912,33=Tv_|: Syy, 12
Wzory (B6), (B7), (BY) mozemy napisaé lgcznie:
®10) Sup, 59 = o5 Ouly=0udan) Sy Ty Koy B

Zwazywszy na (A3), znajdujemy po dwukrotnym scatkowaniu i skorzystaniu z sy-
metrii pola s,; wzgledem plaszezyzny x,=0 nast¢pujaca zaleinosc s, od x3:

+
(Bl 1) S:zﬂ (JC) Saﬁ (r')') + { 1 (a 6.& asa 50:,3_) [ b (xe) V ‘}',1' ()”e) 12 ]_.

v |1,
1 X,,yﬁuﬂ’ o X3
gdzie

Spp () =85 (%), X3 =0).

Wzér (BL1) jest nogélnieniem znanego wynikn Clebscha, [10] lub [6, § 84] na wy-
padek niejednorodnych sit masowych; po odrzuceniu wyrazow rzedu #* zgodny
jest on ze wzorem (3.16), do ktérego prowadzi nasza teoria. Wstawiajac (B11)
do (B1) otrzymujemy réwnanie na sp;:

v

1
v Xﬁ,ﬂa—x§=0.

Spp. g+ Xa . 5

Jest to réwnanie typu RRR (Bl), ale z inng sifa masowa.



O WYPRHOWADZENIU TEORII CIENKICH SPREZYSTYCH TARCZ 131

LITERATURA CZTOWANA W TEKSCIE

1. W. NowaAcCKl, Teoria sprezystosci, PWN, Warszawa 1970,

2. I. lonaczak, Arch, Mech. Stos., 15, 225, 1963,

3. R. WomaR, Bull. Acad. Polon. Sci, Série Sci. Techn., 22, 533, 1974.

4, A. KUSKE, G. ROBERTSON, Photoelastic stress analysis, Wiley, London 1974; R. DOROSZKIEWICZ,
Blastoopiyka, PWN, Warszawa, 1975; J. Lietz, Praca dokiorska, ITPPT PAN, 1971,

5. 1. lonaczak, Arch. Mech. Stos., 15, 691, 1963,

6. S. TimosHENKO, J, Goopier, Theory of elasticity, McGraw-Hill, New York 1951, thum. polskie
»Teoria sprezystosci”, Arkady , Warszawa 1962,

7. R. Woinagr, Arch. Mech, Stos,, 26, 747, 1974.

8, R. Woinar, Arch. Mech. Stos,, 28, 237, 1976.

9. R. WoINAR, Bull. Acad. Polon. Sci., Série Sci. Techn., 23, 453, 1975.

10. A. CrEpsH, Theorie der Elasticitit faster Korper, B. G. Teubner, Leipzig 1862.

Peawme

O BBIBOJIE TEOPHMI TOHKHMX YIPYIHX AHUCKOB 113 TPEXMEPHO]/I TEOPHN
YOPYTOCTHA

IMpusonaMm BeIBOX YPABHEHHI TOHKUX YAPYLHX . IHCKOR M3 TpeXMepHoH IHHeHHo# Teopun
ynpyrocTa. MeroX BbIEOA 3AKITIOHAETCA B DAINOMEHHH (YHKLMH, BEICTYIRIOLEX B TPEXMEPHLIX
YPABHCHHAX TCOPHU YNPYrOCTH, B PAAB MO TIEPEMEHHON X3, KOTOpas ABIMETCA KOOPIHHATOMN
HOPMANEHOH X IUIOCKOCTH AHCKA, 4 3aTeM B YACPXAHAW WISHOB ¢ HAHHW3WICH CTEHeRBI0 Xi. Bo
BBCACHAM TIPHBOLAM KIACCHGHKANMIO YNPYTUX, CTATHYSCKHX M HUHAMHYECKHX HOMCH H3-33 CHM-
METPHY [I0 OTHOLCHHIO K NEPeMEHHON x3. B § 1 npHboAusM npeinofomeRre O MPpaHHYHBIX H Ha-
HAIBHBIX YCIO0BHAX, 4 TAKKE O MACCOBLIX CHIAX, TIPHIOKCHHLTX K BUCKY, YKa3HBacM Ha Henocieno-
BATENBEHOCTH OPHHAMACMEIX OOBIKHOBCHHO TEOPHH IUIOCKOTO HANpPKEHHOro cocToanAs. Jenaem
OPEATIONOKEHAS O DA3NOKEHAR COCTABIAIOMHX HATIDAMEHHA B DSBS )

B § 2 npupoanM, BLITCKRIOIUKE U3 YDABHEHAN THIA Bemsrpamu-Muuenma, COOTHOLIEHHAS MEeWIY
Koa(pdumenTamu YIux pagos. B § 3 BrmomMM ypasHeHus Teopuu YRPYTOCTH TOHKOTO JHCKa A
craTHMeckoil 3agawm, ypasgedns (3.14)—(3.15), a B § 4 nng neHamMuyeckoi 3a7aty, YPABHCHHSA
(4.5), (4.10). Kpome storo npaeomum noripamcy K COCTABMAIONIAM OOJA HAUPWOKeHNE ARCKA JUis
CTAaTHueCKuX nioned, ypasdenus (3.16), B ann nuapamudeckux, ypaewenus (4,17), (4.20). B § 5
obcyxaaem obobmeHHOe INOCKOE HANPIKCHHOE COCTOAHNE, CTATAYECKOE M AuEaMuyeckos, Iloxa-
3BIBACT, UTO ¥CNOBHA, B KOTOPEIX BRICTynaeT obobuleNHoe NNOCKoe HANPMKEeRHoe COCTOAHHE, HE
ApAAIOTCA B 061eM Gonee 0GMIMME veM ycnorus, opH xompux BBICTYIIACT TVIOCKOE HAIPKEHHOES
COCTOSHREE,

B § 6 nenaeM HEKOTODLIE PACCYHICHMA O BOSMOKHOCTH HAXOMXNEHHA BICUIMY IONPABOK IR
TONIA HANPLKCHAH, BEICTYIAIOWEro B MuCKe. B npunoxernn 1 mo3askiBaeM, YTO B CTATHYECKOM
CyH4ac TPaHHYHEIC YCITOBUA COBMECTHO C OHHMM W3 YpapHeRMH BembTpaMu-Mu4Yea BEIZLIBAIOT,
B XOPOIIeM IPHGNIKEHRAR, TICCKUE EANPAKCHII0E COCTORKUE B JHCKe. B npmtoxenus 2 oSobuaem
topMyny Knebuia wa cayvait HeOIHOPOAHBIX MACCOBBIX chr, ypasHen®A (Bl1). TlokastisaeM, 4TO
€ TOYHOCTLIO IO YNEHOB nOpAAKa A*, rne 2k ofosdavact To/muEY JHECKA, COBNAZAST OHA C d)op—
Myaoi (3.16) Donywennofl myTeM pailOMeHHi.

SUMMARY

DERIVATION OF THE THEORY OF THIN ELASTIC DISKS FROM THREE-
DIMENSIONAL THEORY OF ELASTICITY

We derive equations for this elastic disks from three-dimensional-linear theory of elasticity.
Method of derivation consists in developing of appropriate functions (appearing in the equations
of 3-dim. elasticity) in series of variable x; — beeing the coordinate in direction normal to plane of
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disk, with origin in middle plane of disk, and keeping only the expressions in lowest oxder
of x3.

In introduction we classify the stress efastic fields, both sfatical and dynamical, respect of
symmetry in xs-direction. :

In Sect. 1 we make assumption about the boundary and initial conditions as well about body
forces applied to the disk. We point out inconsistencies of accepted theories of plane stress and
make the assumption about development stress components in' the series. -

In Sect. 2 we give the eguations, resulting from Beltrami-Michell Eqgs., governing the coeffi-
cients of this series. :

Tn Sect, 3 we derive the equations of elasticity of thin disk for statical case, Eqs. (3114)—(3.15),
and in Sect. 4 for dynamical case, Egs. (4.5)-(4.10). At oportunity, we obtain the correction for
component of stress field m disl, Eqs (3.16) — for statical case, and Eqgs. (4. 17), (4.20) - for dy-
namical case.

In Sect. 5 we consider general;zed plane state of stress, statical — Sect. 5.1 and dynamical —
Sect. 5.2. We show that conditions in which generalized plane state of stress occurs are at all no more
general as those, which are necessary for plane siate of stress.

In Sect. 6 we make some considerations about the 130351b111ty of finding of higher correcnons
for stress field existing in disk. .

In Appendlx 1 we show that boundary conditions together with one of the Beltrami-Michell
for statical case equations, implicate in good aproximation, the plane state of stress in disk,

In Appendix 2 we generalize Clebsch’s formule for the case of nonhomogeneous body forces,
Eqgs. (B 11). We show thal, with.exactness to expressions of order B4, (2h — thickness of disk),
it agrees with the formula (3.16) obtained by the method of expansion.
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