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WYKORZYSTANIE JEDNOWYMIAROWYCH FAL W BADANIACH
DYNAMICZNYCH WYBRANYCH WIELOMASOWYCH UKLADOW
MECHANICZNYCH 1 OBIEKTOW BUDOWLANYCH:

AMALTA PIELORY (WARSZAWA)

Zaproponowano wykorzystanie jednowymiarowych fal do wyznaczania odksztaleen, predkode:
i przemieszezen przekrojéw elementow spreZystych, wehodzacyeh w sklad wielomasowych ukladow
mechanicznych i obiektéw budowlanych. Rozwigzano t.zy przyklady uldadow wislomasowych:
1) zderzajacy sie ukiad zlozony z m/2 {(m jest liczba parzysta) bryt sztywnych, polaczonych z obu
stron prgtami; 2) (mr+1-masowy uklad napgdowy; 3) (m—1)-pigtrowy budynek poddany wply-
wom sgjsmicznym.

Otrzymano rozwiazatia analityczne w postaci wzoréw rekurencyjnych. Wykresy odkszialcen,
przemieszezen i predkosci podano dia wybranych parametrow zderzajacego sie ukladu przy m=4,
dwumasowego ukladu napedowego i jednopietrowego budynky, '

1. Wsrep

Opracowanie modeli obliezeniowych nawet prostych ukiadéw, wchodzacych
w sklad réznych mechanizméw i obiektéw budowlanych, zawicrajacych elementy
spreZyste opisywane za pomocg réwnania falowego, jest zagadnicniem o bardzo
duZzym znaczeniu praktycznym. Nalesy nadmieni¢, Ze wiele wspoiczesnych maszyn
i agregatéw, realizujacych procesy technologiczne i ushugowe, przedstawiaja wiclo-
masowe ‘ukiady o zlozoncj strukturze. W wiclu przypadkach uklady te pracujy
z luzami i uderzeniami, powstalymi np. w wyniku Zuzywania sig elementéw wspéi-
pracujacych i obciaZed, przede wszystkim nieokresowych. '

W pracy zostaly rozpatrzone nastepujace dwa uklady mechaniczne i jeden obiekt
budowlany: a) zderzajacy sie ukiad ztozony z m/2 (m jest liczba parzysts) bryl
sztywnych, pofaczonyeh z obu siron pr¢tami; b) m—czlonowy uklad napedowy,
obcigzony momentami zewnetrznymi opisanymi za pomocy funkcji Heaviside’a;
<€) (m-1)-pigtrowy budynek poddany wplywom sejsmicznyn.

W wymienionych ukladach wykorzystywane sa jednowymiarowe fale sprezyste
bez uwzglednienia oporéw wewnetrznych, kidre w technicznej analizie mozua po-
“minaé w przypadku jednokrotnych zderzen i obciazert krétkotrwalych [4].

Opierajac si¢ na rozwigzaniu typue d’Alemberta otrzymano wzory rekurencyjne
«dla funkeji, za pomoca kiérych mogna wyznaczy¢ predkosei, odksztatcenia i prze-
mieszezenia przekrojéw poprzecznych elementow sprezystych rozwazanych ukladdw,
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Nalezy nadmienié, ze w dotychezasowych pracach rozwigzanie typu d’Alemberta
wykorzystywano jedynie do badania bardzo prostych ukiadéw, np. zamocowanego
preta uderzonego wzdluznie bryta sztywna [3]. Ponadto wydaje sie, ze brak opraco-
wania wzordw rekurencyjnych ograniczalo badania dynamiczne, nie tylko ukladdw
mechanicznych, przy wykorzystaniu jednowymiarowych fal sprezystych.

2. ROWNANIA RUCHU WIELOMASOWYCH UKEADOW

Rozpatrywane w pracy uklady sa ukladami jednowymiarowymi, zawierajacymi
takie elementy sprezyste o jednakowych dlugosciach, Ze réwnanie ruchu ifego
elementu, -bez uwzglednienia ttumienia, mozna napisa¢ w postaci
P U (x, 1) a2 Ulx, )

az T g

{2.1) =0, (i—Dil<x<i, i=1,2,..m,

przy czym bryly sztywne, wystepujgce w rozwazanych ukfadach, przemieszczaja sie
ruchem postepowym lub cbrotowym, U, (x, £) sg przemieszczeniami i-tego elementu
spreZystego, ¢, jest predkoscta dzwicku w materiale tego elementu.
Przy rozwigzywanin przykladéw do réwnad (2.1} nalezy dolaczyé warunki
poczatkowe :
U (x, 1)

s R I<x<il
=10

@.2) Us (x, 0)=0,

oraz warunki brzegowe, ktdre sg warunkami dla predkosei i-tego i i+1-szego ele-

mentu sprezystego rozwazanego ukladu
U, Uy
at o’

(2.3) x=il, i=1,2,..,m

lub warunkami dla sit dziatajacych bad% w przekrojach kontaktu sasiednich ele-

mentow sprezystych badZ w przekrojach, w ktdrych zamocowane sg bryly sztyWne

ktore z kolei mogq by¢ obcigzane silami nicokresowymi krétkotrwatymi S, \t)
Ostatnie warunki przyjmujg najczesciej nastquch postac:

dla brzegu swobodnego

oU,

(2.4 0.
) ox i

dla przekroju, w ktorym bryta sztywna. pelaczona Jest Z kolejnyml elementatm
sprezystymi .

au; Cou,., U,
(2.4), | Se()Fdip—dyy 5 *"‘Bl. o =0
dla przekroju kontakin kolejnych elementéw sprezystych, w ktGfym nie jest zamo-
cowana bryla sztywna ,
aU; +.1 -

ox 7

(2-4)3 . ] Ai_“arx'—zAi%-l




WYKORZYSTANIE JEDNOWYMIAROWYCH FAL W BADANIACH UKLADOW ... 471

gdy w lewym kodicu spreZystego elementu tylko zamocowana jest bryla sztywna -

: ‘ v, & U, o
(2-4)4 Si.(t)+Ai 3x_ Bi—a‘ﬁ‘: »

gdy w prawym koricu sprezystego elementu zamocowana jest bryta sztywna

2 14,00, 62ino
(2.4); S, (1) AiW B‘W_ ,

gdzie A; wyznaczone 84 przez stale materiatowe i-tego elementu sprezystego, a B,
moze by¢ masg bryly Sztywnej Iub masowym momentem bezwladnoéci.

Wy znaczenie przemieszczen, predkosei i odksztalcenn w dowolnych przekrojach
elementéw sprezystych rozwazanych uktadéw sprowadza si¢ do rozwiazania réwnan
(2.1) z odpowiednimi warunkami (2.2), 2.3y i (2.4). :

Poszukujemy rozwigzan réwnas (2.1, prey uwzglednienin warunkow poczat-
kowych (2.2), w postaci '

2.5) U (x, 0=, (er C—to) —x+xp )+ 7. (er (=15 )+ x—xp) 40,8,

gdzie funkcje &%, okre$laja zaburzenia, spowodowane zderzeniem lub obcigZeniem
krdtkotrwalym, biegngce w prawo, a funkcje %, —fale biegnace w lewo. Stale ¢, ;
i Xy ; W argumentach tych funkcji oznaczaja czas i Jjeden ze skrajnych przekrojow
itego elementy sprezystego, w ktdrych zaobserwowad mozna dojicie czola fali
pierwszego zaburzenia w tym elemencie, przy czym dla ujemnych argumentow
funkcje te sa tozsamosciowo rowne zeru, ‘

Postaé funkeji #, i %, wyznaczaja warnnki brzegowe danego problemu, wobec
tego otrzymujemy je podstawiajac (2.5) do warunkéw (2.3) i odpowiednich warun-
kéw (2.4). W efekcie uzyskujemy ukiad réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierw-
s7ego i drugiego rzedu dia tunkeji #, i %,. Uktad tych réwnan i jego rozwiazania
analityczne w postaci rekurencyjnych wzoréw §g rézne dla rozpatrywanych ukiadéw
zderzajacych sig Tub obciazonych siltami krétkotrwalymi,

3. OPIS PRZYKLADOW

Ponizej rozpatrzymy trzy nastepujace przykiady wielomasowych ukladdw, po-
stepujac jak wyzej opisano: :

D) zderzajacy sig w chwili =0 ukiad ztozony z m/2 (m jest liczbg parzysta)
bryt sztywnych polaczonych z obu stron pretami (rys. 1),
1) m — czlonowy uklad napedowy (rys. 2),

an n-1 — pigtrowy budynek poddany wplywom sejsmiczoym (rys. 3).

W przykiadzie T zakiadamy, se prety odksztalcaja sig tylko sprezyécie, ich prze-
kroje pozostajg w czasie procesu zderzenia przekrojami plaskimi, a przemieszczenia
poprzeczne przekrojéw pretGw sy bardzo male j moga by¢ pominigte. Przyjmujemy,
Ze 08 x jest rdwnolegta do osi pretéw i poczgtek jej pokrywa sig ze swobodnym
koficem preta (1) w chwili £=0. Prety scharakteryzowane 84 gestodcia p, modulem
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Younga £ i polem przekroju poprzecznego-F. Za pomocg powyzszego ukladu
modelowaé mozpa m.in. zderzajace sie wagony pociagy hub zderzajace si¢ barki.
Funkeja U, (x, £) wystgpujaca we wzorze (2.1) w tym przykiadzie jest przemieszcze-
niem podtuznym #; (x, £) przekrojéw i-tego preta.

Vi : Ve Vin-3 - Vim.1
P it B ‘lj‘lb
—— r“[ . ﬁ r
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Rys. 3. Mode! budynku wielopigirowego
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‘Rozpatrzony w przykladzie IT model napedu skiada sig z m watéw o jednakowych
przekrojach i dhugosciach, polaczonych z m+ 1 brytami sztywnymi, ktére z kolei
obcigzone sq momentami zewnetrznymi (rys. 2). Zakladamy, ze waly odksztalcaja
sie tylko skretnie, a centralne osie masowych momentoéw bezwladnosci pokrywaja
si¢ z osiami waldw. Przyjmujemy momenty zewngtrzne jako nieokresowe funkcje
czasu, ktore mozna aproksymowaé funkcjami

mi

(3.1) L OMO= Y M H(~t,),  i=1,2,.mi1,
. k=0

ktérych wykres przykiadowo pokazanc na rys. 4. Masowy moment bezwiladnodci
i-tej bryly wynosi J; a i-ty wat scharakteryzowany jest modulem sprezystosci po-
przecznej G, gestodeiy p, biegunowym momentem bezwladnosci J,; preekroju prosto-
_padi'ego wzgledem osi x oraz diugoseia /. W tym przyktadzie U, (x, £) we wzorze
(2.1) pokrywa sig z preemieszczeniem katowym @, (x, #) przekrojéw poprzecznych
i-tego wahy, '

il

Rys. 4. Obliczeniowy wykres momentow zewngtrznych

oy

[t}

W przykladzie HI (budynek (72— 1)-pigtrowy) zakladamy; ze tundament i stropy
budynku sg nieodksztalcalne i w czasie trwania obcigZen sejsmicznych przemieszezaja
si¢ ruchem plaskim. Przez M, oznaczamy mase¢ fundamentu, M, mas¢ i-tego stropu,
i=1,2,..,m—1 oraz przez M,, masg¢ stropu m-tego. Zakladamy, Ze wszystkie

i)
j;l/JVVVV\/ L/\/v T

pe
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Rys. 5. Obliczeniowy wykres prayspieszenia fundamentu budynku
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punkty fundamentu maja te sama przySpieszenia jak ,,otoczenie” fundamentu bu-
dynku (ziemia). Krzywe tych wielkosci sa bardzo nieregularne, wobec tego w naszych
rozwazaniach aproksymujemy je odpowiednic odcinkami prostych (rys. 5), co za-
pisujemy nastepujaco:

niy

(3-2) Vos== D [ac+by (=11 H (1-1).
k=0

Ponadte zakladamy, Ze stupy pionowe migdzy fundamentem a stropem (1) oraz
migdzy kolejnymi stropami budynku, poddanego wplywom sejsmicznym, majg te
same ksztalty w zakvesie odksztalcent sprezystych, tznn. ze predkosei, odksztatcenia
1 przemieszczenia dia danej wartodci x sa te same [1]. Przyjmujemy, e wszystkie
przekroje stupow w czasie obciaZen sejsmicznych pozostaja przekrojami plaskimi
i réwnoleglymi do przekrojéw w miejscach tgczenia stupéw ze stropami oraz Ze
sztywno$é gigtna stupéw jest bardzo duza. W tym przypadku U, (x, £} we wzorze
(2.1) jest przemieszczeniem poprzecznym ¥, (x, 1} przekrojéw stupéw budynku [2].
Zaktadamy, Ze stupy sg stalowe i scharakteryzowane sa gestodcia p, wysokodcia /,
polem przekroju poprzecznego 4, wspdlczynnikiem $cinania &' i modutem od-
ksztalcenia postaciowego G. 0§ x przyjmujemy prostopadly do stropéw budynku,
a jej poczatek pokrywa sig z polozeniem fundamentu w chwili 7==0.

4, WZORY REKURENCYINE

Dalsze rozwazania przeprowadzimy dla nastepujacych wielkofei bezwymiaro-
wych: ’

X Cfl‘ - Ui v; §i (f) g.b_" gi

- —73 ’r:"}“ua Ui%?o! vi=v0 2 S!(’E)m_;;—:u .fiz‘U.—oa g U()’

gdzie U, jest stalym przemieszczenie, v, staly predicodei oraz S, statym obcigzeniem
Zewnetrznyni. .

Tablica 1
Przykiad | Ulx, t) i CJZP l ;0,1 Tos ¥ S (1) -
1dlai=1
idla {dlai=1,m ¥,"1 dlai=2,4,
E | i=24.,m2 reon o
Lo juten | —=a |, dha 0 dia 7, dla
| i=3,5, .., m—1 | i=23, i=1,3, .., m—1}
| m—1dlai=m | ’
¢ .
u O(x,t) | —=cC? i—1 0 0 M)
P ‘
0 | yen | 5% i—1 i1 0 0
P . .
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Wtedy réownania (2 1) przyjmujg postaé

2T, (% 1) 3* U (%, *r)_'q . ‘ o
52 T =0, i-1l<i<i,

“.1

a ich rozwiazania sa nastepujace:

(4.2) 0 (% ty==f (110, ,~ 5 S0, )48 (1—To, (+3— %o )H61 7,

gdzie wielkosci charakterystyczne dla kolejnych przykiaddw zamieszezono w tablicy 1.
Warunki brzegowe (2.3), (2.4) dla kolejnych przykiadéw sa nastgpujace:
Dla przykiadu 1:
oy (X, 1) _
T

dla _¥=0, .

aﬂi (-i-f T) . 3ﬁ.+l (*’?s T)
o o .

aa:j (%, Ty Ol (X, 1)

dla

- . F=i, .i=2,4, ..., m—2
P 3% dla %=/ .i=24, ,m‘_2,
{4.3) i (%, 1) Gty (%, 7)1 3% 4, (%, 1)
hE —— - e e ———={). dla =1,
ax C o r, dat*
) ) ‘ i=1,3,..,m=-3,
il (50 B, (Fo7) 1 8%y (% 1)
— + —_ — —_ —
ox Jx Kp— 1 dr? 0 dla. F=m=t,
3”;11 X 1
(_——)-= dla X=m,
ox
gdzie
Fpl
ffxr“ﬂp;, i=1, 3, ,!m—l
Dla przyktadu II (m-czlonowy naped):
- - ) 3291 (JE, T) agl(‘f, T)
Al M(T)m arz iy ax — U, x=0
- . 90,41 (F, 7) g 88 (x, 7)
c Ay My (I)+Kt+71" 0% Tk ‘Ji+1 9% -
(4.4 a8 £ T : :
) -“Mi;;.( l= dla  x=i, i=1,2,..,m—1,

agi (% v _ agi+1. (%, 7)

P o dla  #=i, i=12,.,m—1,
- —_— az gl."l (')E! T) "IHI ag—?ﬂ (i’ T)
Ay My () F 3+ =0 dla x=m,

" Tt ax

Rozprawy Infynierskie — 19
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gdzie
Jgg pl - GJ. !

J; ’ Ai Ji ¢? )
Dla przykladu III (m— 1)-pigirowy budynek:

a5, (/1) 1 '
S S’H(r W [t b (t—w)]=0 dia x=0,

K; =

) ox Ko kk

s (X, T) _ ap; (%, 7} ___L e 1%, 2 =) dla £=i

ox 0% Ky ar? ,
{4.5) _ Coi=1,2, .., m—1,

aj (f, T ay -a

oyl )= Pis1 (X, 1) dla &=i, i=1,2,..,m—1,
ar at

Gy (%,7) 1 89 (%, 1)
) - = X =,
ox Ko ar? 0 dk =

nApl

gdzie = =(), [, m, natomiast n jest liczba s}upo'w' miedzy sasiednimi

M,

stropami budynku. -
Po podstawieniu (4.2) do odpowiednich warunkow brzegowych (4.3), (4.4), (4 3)

otrzymujemy nastgpujace uklady réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego

i pierwszego rzedu dla funkcji £; (2), g: (z) w kolejno rozpatrywanych przyktadach:
Dla przykiadu 1

[1@=¢g =2, &, @=Fuz=2),

g, ()42, g, (2)=—g, (z—2)+2kK, 2, (@),

g (D)2 g, ()= —fF (=242 g1y, (2= i=3,5,...,m=3, .
gy D =—fr_1 G=2+f,, (z— 2)+f (z—4),

1

(4.6) g, @)= ”'“?"'":”‘3"“— tga ), =24 ..m -2
f1(2D)=g, (z=2)—g (z—2)+g; (z—4).
1 (z)=g;_1 (z)+f;ﬂ z-D—g (z-2), i=46,..,m=2,
Fl@=—2 e @), i=3,5 . m—1,

S (Z)+2Kmﬁ S @=—f o (2= 2+ 21 [t (@)
Dla przykiadu II (m-czlonowy napgd)
@7 g @=—f =D+ i1z D4giy, -1, =12, ,m~-1,

r Jm ot —
Em (z)_l_xmmgm (Z)z —Zeri 2 Mm+1,k H(z_l_'rm%—l,k)—
m+1 E=0

~fnle- 2)+fc,,,, fnlz=2),
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@D f{@Fe fi@=4, 2 Ml,kﬂ'(zfrl,k)—g;’ @ +x g, (2),

[ed.} k=0

M

. f; ‘Z)+(’i try )f:(z) A; ZMikH(Z Ty T

"o iy Ji
g (z)+(fcl-—:ci s )g,(z)+2x, 1 7 jf_l(z 1, =23 .., m,

DIa przykladu I (e — i)ﬁplgtrowy budynek
2, @=/1 @E=+g, z-D—F1; (z-2),

. 1 i
[1@=fiz=)+g, =)~ 11z~ D= ZH(Z %) [+ (2= 7],
(4.8)
: g;— (“)‘—fhn (Z”2)+o§1+1 (Z_—Z)—fi (z—2), =23, .., m—I] s
g;: (Z)+Km g;" (Z)= _f;:r: (zh2)+Kmf;n (Z'—Z), V
f:" (2)+2K1 f; (Z)=—'g:' (Z)+2FC1 fi'—l (Z) i=29 39 ey M1,

Uklady réwnan (4.6)—(4.8, maja rozwigzania analityczne w postaci wzoréw
rekurencyjiych ze wzgledu pa przedzialy zmiennoéci argumentu z. Nadmieni¢ trzeba,
Ze sposob otrzymywania rozwiazad réwnaf podobnego typu przedstawiony jest
w pracy [3], na przykladzie prostego ukfadu zderzajgcego sig hez podania wzorow
rekurencyjnych.

Rozwiazania réwnan (4. 6)—(4.8), ze wzgledu na dowolna liczbe czlonéw roz-
wazanych ukladéw, wyrazajq sie przez stosunkowo diugie wzory. W pracy tej podana
Jest skrécona postaé tych WzoTOW przy wykorzystaniu tablic 2-4. Pela postaé toz-
wigzan rdwnan (4.6)~(4.8) zamieszczona }BSt w pracy [5].

Tablica 2
<z 2042, n=0,1, ..,
F ; ; — ;
K, I Jo,1 | J1 [ K1 Jo,2 | h I K 2 Kp_y
m—4 : n
31 n 1 5 n—j — — — n—~2~+1
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Tablica 3
Ingz<2nt+1, H=0,1,... 2n+1<z<2042, u=0, i, ...
d 2n+1 2042
W Z— 20— To, & z—2n—1—7 ;.
F Joi=1,2,..,m gy 5.2112’--%"7 Ju 1_1 2,...,m g, tﬂl, 2,..,m
Se Yo : Fo ri : ¥
R i—tdry i—1+rg i—24r, itry
* 2 2 2 2
5 2r+-1—+#p 2r+1—rp r+1—ry 2rd1—ry
L 2r—ry . 2r—ro 2r—ry 2r—ry
L, i i+1 i i+1
a=1 Lj m-1 m+1 -1 m1
*= 1 i—1— i—r 12—
Ky n—r=4i— i o fo R 1 nf,-!T[thE-;,,L
jom 1 41 =24
K, Htr— +—i n—{—r—i——l_—r—om AP —— s n+rV' by
) 2 . -2 ‘ 2
i+1— -1y a2 i+2
Ks n+r—Ii4- i) rr+rfl+~im———o— ntr—- “_ﬁ___.______ ntr—t =
2 2 2
) 147, i+ 14ry it i+2+r,
: 2 2 2 2z
i+ 1 1 1 it
| R, E (fj;_) E (ﬂ) E (ﬁ_) E (ﬂtl)
2 I 2 -2 2
K] 2r+1—ro 2r+1—ro 2r+1—ry 2r--1—ry
—n Ly 2:'»1-1—:_'0 . 2r+1—ry .21‘+,] —ry 2r41—r,
®= Ls _ m--1 m+1 m+1 w1
i+1i—r i—1—pg i—r i+2-
K, n— r-iml%——-z——o rz—r+l—-2—° - r+l— S ! n—r-tI— 5 i
f--1-4rg i—1+ro f-%—r. idry
K —_pd pe — b
2 - 3 n—r+4 2 —r+ H—r-} >
i+1—r i+I-r z+2ﬂi -2
Ks n+r—l+——-+ 5 < R S A — ) PP it
Tablica 4°
2n<sz<2n+-2, n=0,1, ...
m23 m=2
F | K| Ke F | 5| k
fi 2(n—1) n—m fi |1 =2
Jis i A 1
=23 2n+:~2 n—m--i— Iz n n—
& ' 1 1| a1
i=2,3,..., m—1 2p+i—3 H—mi— g2 | H— n
Em 2n—i—m—-4 n—1
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W przykiadzie pierwszym i trzecim posta¢ wzordw rekurencyjnych jest niezmien-
na w przedziatach argumentu z, ktérych kosce sa kolejuymi liczbami parzystymi,
Natomiast w przykladzie drugim, dotyczacym m-cztonowego ukladu napedowego,
posta¢ odpowiednich wzoréw jest niezmienna w przedziatach argumentu z, "ktér)ch
koitce sq kolejnymi liczbami calkowitymi.

1 tak dla przyktadu I ogdlna postaé funkcji £, ; (z) 2,(z) dla ze <2n, 2?1-[-2),
n=0,1 ..., jest nastgpujaca:

. ky )
(49 F.,., (z)=F;,,, (@) Fhmttemara@aio N phntt (2 2m)

k=0
2 {; E (K, 512) -
+Z 2.’ e~ 2M2h+1 (Z.-ZI'I) Z F;’;r-llk (z—2n)"+
s=1 J=Jo, 5 ° k=0
Kpr—a !
NIPEE L Z‘ F:,,"l 3 (z—2n)", - F;—,o (Z)L"O,

k=0
gdzie £(n) jest funkcja entier, natomiast funkcje F, i odpowiadajgce im stale X,
K; i K1 wyszczegdlnione sg w tablicy 2.

Wzor (4.9) tacznie z tablicy 2 wyznaczaja pochodne m funkc_u fiig. Pochodne
pozostalych m funkcji wyznaczamy z odpowiednich réwnad (4.6) przez funkcje’
wyznaczone wylej. We wzorze (4.9) wspélezynnik Fpi*tt oznacza, Ze nalezy do
funkcji oznaczonej numerem 7 o argumencie z nalezacym do przedziatu o poczatku
2n oraz e stoi pizy skladniku zaleznym od x, i jest mnozony przez k-ta potege
wyrazenia z--2n,

Ogolna posta¢ pochodnych funkcji £, (z) 2 () w przypadku w:eloczlonowego ‘
ukladu napedowego, rozpatrzonego jako przyklad XI, jest nastepujaca:

2 Ry s
('4'10) : F;,d (Z)=F;,a—'1 {z+ 2 IZ [2 ﬂ/—[s,k{FI’s’d‘l"

Fe=5, k=0

+2 [, glﬂeﬂ’”"(j FLMJ)]}]I Fl o @=0,

A=1
gdzie
- ‘]i—l
VTR s TRgte o, i=2,3, .., 1,
411 t
' i

Pt Ty 7,
Jm+]

a stale 5, R, Lﬂ i K, dla odpowiednich funke;l w przedzialach argumentu z, T0Z-
poczynajacych sie od parzystych i nieparzystych liczb catkowitych, zamieszczone
$4 W tablicy 3, przy czym L,=0),
. 1 dlai parzystych,
°710  dla i nieparzystych;
0 dla 7 parzystych,
= L.
1. dla i nieparzystych.
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. We wzorze (4.10) wspolczynnik Fp5* wskazuje, Ze zwigzany jest z i-ta funkcia,
‘momentem zewnetrznym M, (7), Wspoiczynnikiﬁm v Jta potega wyraZenia
z—d+1—1,, oraz argumentem z przedziatu <d—1, d). Ze wzoru (4.10) i tablicy 3
wynika, e w przedziale (2n, 2n+ 1) funkcje £ (z), g, (z) dla i nicparzystych zaleza
od wszystkich nieparzystych momentéw M, (1), a funkcje o parzystych numerach 7
zalezg od parzystych momentéw M; (1). W przedziale <2n+1, 2n+2) na odwrét,
funkcje o wskaZnikach 7 nieparzystych zalezne sg od parzystych momentéw M, (),
a funkcje oznaczone parzystymi numerami zaleZne sa od wszystklch nieparzystych
momentow.

Z kolei w przykladzie 1M, dotyczacym WIelopletrowego budynku poddanego
Wpiywom sejsmicznym, otrzymujemy nastgpujacg ogolng postaé pochodnych funkeji
f1 @) i g (2) dla argumentu z & (2, 2n+2):

k=0

@12 F, ., (Z)=F:,n(z)+2 H(z—2n—1) [F% 14 Flbutl (2 —g)+

K,
+e~2x1 (z—2n— tk)xZ Fk i, n+l(z - Tk)J+e—2xm(z 20— “"X
i=0
Kﬂl

x M FLEm g—om—1)],  F, o @=0,
JF=0

gdzie funkcje 7, (z) i g, (z} i odpowiadajace im state K, i K, zamieszczone sg w tablicy
4 dla budynku jedno- (m=2) i wigcej-pigtrowego, przy czym funkcje g, (z) wyzna-
czamy wykorzystujac pierwsze rownanie ukladu (4.8). Ponadto g;,, (z)=0 dla
i=2, 3, ..., n. Wspélczynnik F}>b+1 we wzorze (4.12) wskazuje, Ze nalezy on do
funkcji o numerze i o argumencie z przedziatu, ktérego poczatek jest réwny liczbie
2n oraz Ze stoi przy skladniku zaleznym od x, i mnoZonym przez j-t3 potege Wyra-
Zenia z—2n—7,. Ponadto gérny wskaznik % informuje o zaleznosci od k-tej czgsci
lamanej (3.2), ktéra aproksymujemy funkcje przy$pieszenia fundamentu w czasie
obcigZen sejsmicznych budynku.

Ze wzordw (4.9), (4.10) i (4.12) wynika, Ze rozwiazania we wszystkich rozwaza-
nych ukladach wielomasowych eksponencjalnie zaleza od mas bryl sztywnych, tzn.
odpowiednio od wspdtczynnikéw x; lub y,. Zmienne wspolczynniki przy funkcjach
eksponencjalnych sa szeregami potegowymi wzgledem z—2n, z—2n—1; lub z—d+
+1—7, . NajwyZsze potegi w tych szeregach zwigzane sa z liczba odbitych fal
od odpowiednich bryt sztywnych, ktére dotarly do rozwazanego sprezystego ele-
mentu ukladu. Ponadto zauwazyé mozna, 2e rozwigzania w odpowiednim przedziale
zaleine sa od postaci badanych funkcji we wszystkich poprzednich przedziatach
przy ‘zachowaniu chwilowej wartoéci argumentu z.

Ze wzorn (4.9) i tablicy 2 wynika, Ze najwyZsze potegi w szeregu stojacym przy
sktadnikach zaleznych od «, i «,., zmieniaja sig co warto§6 2, a w pozostalych
skiadnikach rozwigzania co wartosé 4. W przypadku wielopigtrowege budynku
zmianly te zachodza co 2. Ze wzoru (4.10) i tablicy 3 wynika, Ze w przypadku wiclo-
czionowego napedu kazde rozwigzanie ze wzgledu na zaleZnos¢ od momentow
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M, (7) sktada si¢ z dwdch czgéei, przy czym kazda z tych czesei ze wzgledu na zales-

nos¢ od y, zloZona jest z 3 skiadnikow. I tak przykiadowo dla funkgji £, (z) z prze-

dziatu rozpoczynajacego si¢ od liczby parzysiej inne stafe L, i K, obowiaznjg przy
. - i—14r,

- uwzglednieniu wplywu M, (2), s=2r+t1—ry, dla r=r,, ro+1, .., —2"—9-, a inne

dla pozostalych wartosci r. Ponadto dla pierwszej grupy stalych s wykladniki naj-

wyzszych poteg przy funkcji e "™ rosng dla /=1, 2, ..., 2r—r, 2godnie ze wzorem

i+1—r
Kiy=n—rt+i— —~5~—i sa jednakowe dla /=2r—r,+1, ..,/ wynoszgc K=
i_ I + ro ' . '
=n-+r— 5 oraz malejg dla pozostatych ! wedlug zaleznodci Ks=n+r—1I+
i+i—r, ) . .
— Podobnie dla dragiej grupy wskaZznikéw s (2.=2) przy momentach

zewngtrznych wystepuje czesé wykladnikow rosngca jednakowa i malejaca. w za-
leznosci od y,, zgodnie z odpowiadajacymi im liczbami K, K, { K.

Rozwigzania analityczne rozwazanych trzech przykladéw ukladéw wielomaso-
wych, przedstawione wzorami (4.9), (4.10) i (4.12), zawieraja odpowiednie wspdl-
czynniki state FLrt, FRatt Fhiati plobatl phtatl phed § phad Te state
wspolczynniki wyznaczamy w trakcie rozwiazywania odpowiednich ukladéw réw-
naf rézniczkowych zwyczajnych (4.6), (4.7), (4.8). Przykiadowo dla przypadku I,
tzn. dla m— 1-pigtrowego budynku poddanego wplywom sejsmicznym, przy m=3
§4 one nastgpujace:

1
Kol = — % Rl . f
f’ = . 4] - bk:
Ko Ko

fk. 1,n+1=fk, "’"+H(n-2) gk,z',n_fk. Lin dia n=ti,
fo,1.n+1=f(r§,z,n_i_H(n;z)gg.z.n_fg.l,n dla  #21,
gk,j,n+1=H(n_ 1) (fk.j+1,n__fk',J,n)__i_H(n_z) gk,J-I-l.n’ j=2, 3’ ey H— 1 N

' 2
gk.m,n+1:H(n__ 1) (fk.m,n_mfk—,m,n),

f‘k,.i',n+1—fk,.r F T ,___1__ [H(n_ I) fk,j,n+l +fg,j~‘1,.n+l], J=2, 3’ s 1,

gk 1, n+1_H(n 1) (ff.,.H—l n f’é""’)+H(n——2) gg..i+1,n’ j=2, 3’ ey m—1 R
gg,m.n+1=H(n__ l)fg.m,n
fg,.i.n+1=f(:c,j—1,n+1’ ]=2 3 ....m
1"‘,»!1"'+1=f1"_-f’ " H (2n—-3-Dgp Pt —H(n—4=D) fP 1",
i=2n-2, 2n—3, .., 0,

L A TR k2, 22, K, 1, . o :
" " gl "wH(n m—1=i) fob"  j=p-m, n—m=1,..,0,
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F = H Q= A= D @, =23 me2,
' im2n+jw3 2n+j—4,..,0,°
g.f{,i:l 1|u+1__f'k JJI,H+H(2n+m 6—I)gk’m’" H(2n+m 5-“1') k, m~1 ,,,
' i=2n+m—4, 2n+m—5, v, 0,
- '. k-m e 1 : k m'rz+i K, B, 1t : .
81 2, — K [("'I'])(gl’,t-,bu fl t;I)H(2n+mr—-5~—z)+

— (2 K 1], i=2ntm—4, 2n+m~5, .., 0,
_ gm"l Y A "+3ff. bt H(p—2—m+j—1) ford Yo J=23, ., m1,

i=n—m+j—1, n—m+j-2,..,0,

3
i mi=1

2K, - ‘
‘g:r,:ll,i‘f-}-f H (!’I 2 I) f:‘ iy #, # + - K, m, n 1=n——1, n_z’ e l,
Kooy nt1,__ R, m,nt1 k, mi,n+ 1 _
gm L —f ) gl H(ﬂ ])

21y
1k iz u+1 H(zn l-LI) gk 2, n+1 _|_______ [gJI( ? nlJrl+H(2n 1_’)f1k;1 r;+1]’ o

i=2n, 2n-1, .., 1,

2ic o
ST = H Q=3 =) H (= 1) gl ™ = [ (n— 1) g5+
BRI 3 4w, i=204j=2, 2n4=3, . 1,

flk:;n,n+.l H(Zﬂ*i m— 4“!)H(fl 1) gk m,n+1 +

21y
+—[H(211+??1_ “‘“I) H(H““])gk ", n+1+f;: ;n 11 n+1]’

i=2n+m—2, 2n+m-3,...,1,

. 1 : . .
b = e [ ) H o= 2= (2 T D+
-1 "

+ 5 h;n+l+2x H(ﬂ“’]ﬂ*ﬁ] 2“1) ri:i 1n+1}_
j=2,3,..,m, i=n—m+j—1, n—m+j—2,..,0,

1.6 1, fk,_; nt+1 H(H%M“fj)f,:::'g"_}l, j=2,3 ..m

W przyktadach I i II otrzymuje si¢ wspoltezynniki rozwiazai (4.9) i (4.10) po-
dobnej do przedstawionych wyzej postaci. Zamieszczone sg one w pracy [5].

Wzory (4.9), (4.10} i (4.12) przedstawiajg pochodne funkcji f; i g, 1 pozwalaja
przy wykorzystaniu (4.2) i tablicy 1 wyznaczyé predkosdci 1 odksztalcenia dowolnych
przekrojow elementéw sprezystych rozpatrywanych ukladéw wiclomasowych.

Celem wyznaczenia przemieszczeni tych przekrojéw nalezy scatkowaé funkcie (4.9,
(4.10) i (4.12).
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5. WYNIK1 NUMERYCZNE

Przykladowo naniesiono na rysunkach 6, 7§ 8 wykresy odksztalcen, przemiesz-
czen 1 predkodei zderzajacego sig ukladu przy m=4, jednocztonowego napedu
i jednopigtrowego budynku.

g

4 i~ fjﬁﬂ/f/;;

P {‘#\'
3 P YK
o 7 fiol

.% //

T : /*//rl" /
o L { /——1--—-/| <2 ! ! .
a4 W
-7 |- A

Rys. 6. Wykresy odksztalcen i preemieszezen ukiadu zderzajacego sie dla m=4, rclu(),l,
#3=0,2, ¥;=1, ¥5=—0,5

Na rysunku 6 naniesiono wykresy odksztalcen i przemieszczen zderzajacego sig
ukiadu (rys. 1) dla x,=0,1; #37=0,2; ¥, =1; 93==—0,5. Z poréwnania wykreséw
odksztatcent wymka 7e odkszta}cema dla =2 znacznie roznia si¢ od odksztalcen
dla. x=1_, tj. prawego korica pierwszego clementu rozwazanego ukladu, i od od-
kszta}cen w przekmju X=3,, tj. lewego konca czwartego preta ukladu. Wykresy
przemieszezett naniesiono dla ¥=0; 1; 1,5; 2; 2, 5; 3; 4. Z poréwnania tych wykre-
sow wynika, Ze przemieszczenia przekrojéw £=0 i ®=I réznia sie nieznacznie,
Podohna uwaga dotyczy przekrojéw £=3 i £=4. Nalezy nadmienié, e przemiesz-
czenia: przekrojéw £=0; 1 poczatkowo rosng, a nastgpnie maleja. Odwrotny prze-
bieg majg przemieszczenia przekrojéw ¥=:3; 4. Krzywe przemieszczeri przekrojéw
¥=1,5; 2; 2,5 zawarte sg miedzy krzywymi przemieszczen dla ¥=1; 3, przy czym
wartoscn przemieszczei w koficu procesu zderzenia, tj. dla r~8 85, ‘réinig sig
nieznacznie,

Na rysunku 7 naniesiono wykresy odksztalcen i przemleszczen ;eduocz}onowego
uk}aclu napedowego (m=1) dla: jednakowych obciazerr M, (1), M, (t), przedsta-
wionych na tymZe rysunku, oraz dla yi=1, y;=0,5. Odksztalcenia w rozpatry-
wanych przekrojach waly £=0; 0,5; 1 nieznacznic réZnig sig, a przemieszezenia
przekroju ¥=0 wyraZnie réinig si¢ od przemieszezen przekroju ¥=1.
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Na rysunku 8 naniesiono wykresy predkoscl, odksztalcen i przemieszczen jedno-
pigtrowego budynku (m=2) w przekrojach #=0,5 j ¥=1,5 dla wspdlczynnikéw
Ko=0,25; x,=0,6; x,=0,2 i funkgji przy$pieszenia fundamentu pokazanej na tymze
rysunky. Z poréwnania wykreséw predkosci przekrojéw stupéw budynku wynika,
#e wigksze warto$ci predkosci wystepuja w przekroju £=0,5. Podobnic wieksze
odksztalcenia wystepuja dla £=0,5. Z rysunku 8 wynika, Ze zaréwno predkogci
jak i odksztalcenia maja charakter oscylacji nieregularnych. Uwaga ta dotyczy
rownieZ wykreséw przemieszczen.

6. ZAKONCZENIE

W pracy zaproponowano wykorzystanie Jednowymiarowych fal do wyznaczania
odksztalceri, predkosci i preemieszczed przekrojow elementéw spreZystych wcho-
dzgcych w sklad wielomasowych ukladow mechanicznych i obiektéw budowlanych.
Rozwigzano trzy przyklady wielomasowych ukladéw, dla kiérych otrzymano roz-
wigzania analityczne w postaci wzorow rekurencyjnych. Podobne wzory rekuren-
cyjne mozna wzyskaé w wielu innych przypadkach ukladéw wielomasowych. Pro-
ponowana w pracy metoda post¢powania jest szczegélnie przydatna w ukladach
zderzajacych si¢ i w ukladach obciazonych sitami krotkotrwalymi nieokresowymi.
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Peswome

HCHOJIb30BAHUE OJHOMEPHEIX BOJH B IHHAMMUECKUX
UCCHENOBAHHUSAX HIBPAHHLIX MHOICOMACCOBBIX MEXAHWYECKHX
CHUACTEM YU CTPOMUTEJILHLEIX OBLEKTOR

Tipeanoxex BONHOBOW METON AMH ONpeIeNeHEsT Aedopmanuii, cropocredl m nepeMeleHai
CeYeHHH YUDYIMX ileMeNTOR, BXOASIIHX B COCTAB MHOTOMACCOBEIX, MEXRHHIECKHX CHCTEM H CTPOH-
TENBHBIX 00DbeKTOB. PeleHM TPHE APHMEPA MHOTIOMACCORLIX cueTeM: 1) coyaapsaroniascs cucTemMa,
© cocTosmas u3 mf2 (m 0Go3HAYAET YETHOE WHCHO} HECTHHX Tell, COeJUACHHNX ¢ 06oux CTOpoH
CTEepHAME, 2) (m--1)-Maccopast MPUBOAHASL CHCTeMa, 3) (m—1)-sTamuoe amaHue, IOLBEPTHYTOR
CeHCMUYECKEM BIAAHMAM.

TlonyyeHE aHAMTHYECKWE POMIENHS B BALE PexypperTEEIX dopmyn. Ipadmka nedopMarmii
HnCpeMeIentii B CKOPOCTel NPUBEIeHLl s H3GPAHBEIX HADAMETPOB COYAAPAIOLHEHCH CHCTEMBI
ApH m=4, HBYXMACCOBOH HpABOJHON CHCTEMBI H OLHOSTAKHOTO 3HAHNA,
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SUMMARY

APPLICATION OF ONE-DIMENSIONAL WAVES IN BYNAMIC ANATLYSIS OF CERTAIN
MULTI-MASS MECHANICAL SYSTEMS AND . BUILDING OBJECTS

A wave approach is proposed to the detexmmatmn of deformo.tlons velocities and dlsplace-
ments of elastic elements of mulfi-mass mechanizal systems and buﬂdmg objects, Three examples
of multi_mass systems are solved: 1) collision of a system consisting of mf2 (m=even number)
rigid masses interconnected by rods; 2} (m-+1)-mass power trausmission system; 3) (m-1)-storey
building under szismic loads. Analytic solutions have the form of recurrent formulae, Diagrams
of strains displacements and velocities are given for the cases of a colling mm=4-mass system a two-
-inass power transmission system and a one-storey building. ‘
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