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METODA TEORETYCZNEGO WYZNACZANIA NAPREZEI\’I
W ZELBETOWYCH TARCZACH ZARYSOWANYCH -

L

MACIET MINCH (WROCELAW)

Przedstawiono sposob wyznaczania naprezed i przemieszezen w zelbetowych tarczach zaryso-
wanych. Rozwazania przeprowadzono w klasie funkeji nieciaglych., Otrzymano funkcje Greena
tarezy sprezystej dla dowolnego ksztaktu konturn, jednorodnych niecigglych warunkdw brzegowych
i obcigzenia. Funkeje te opisano za pomoca uktadu silnie osobliwych réwnan catkowych, w ktérych
uniwersalnymi jadrami sa dane w postaci zamknietej calki szczegdine réwnania rézniczkowego
tarczy obcigzonej w swoim obszarze sita skupiony. Korzystajge z teorii dystrybucji, teorii poten-
cialow i funkeji Greena sformutowano warunki graniczne w rysie, dane jako warunki Burgersa
dla dyslokacji, NapreZenia i przemieszezenia w tarczy zarysowanej okréélono za pomoca osobli-
wych rownafi calkowych, ktére rozwiazano numerycznie. Zamieszczono przyklady liczbowe,

1. Wsrzp

Zagadnienie wyznaczania napreZeri w Zelbetowych tarczach niezarysowanych
uwaza¢ mozna w zasadzie za znane. Odbywa si¢ to za pomoca teorii sprezystodei,
przy czym zaklada sig, e zbrojenie nie zaburza izotropii tarczy, bad# tez uwzglednia
si¢ jego wplyw przez odpowiednie wspdlczynniki anizotropii. Praktycznie do chwili
obecnej wymiaruje si¢ tarcze pracujace w fazie II, a wigc z dopuszczeniem ich
zarysowania, rowniez jak tarcze niezarysowane. Mozna mieé wiele zastrzeZeri co do
poprawnos’ci takiego postepowania. Wynika to stad, ze z chwila pojawienia sig
Iys naruszone zostajg. warunki zgodnosci odksztalceri. Konstrukcja przestaje byé
«jednorodnay. Wydzielaja si¢ czesci tarczy, ktére wzajemnic na siebie oddziatuja
przez uzewnglrznione zbrojenie w rysie. Powodowag to moze istotne przegrupowania
sit wewnetrznych w ustroju zarysowanym w poréwnaniu do Jjego stanu bez rys.
Aby okreslié wielko$é tego przegrupowania, nalezy w rozwiazaniu zastosowaé od-
powiedni rachunek opisujgcy nieciaglo§é wektora przemieszezania na brzegach
pé;kniqé. .

Pierwsze proby uwzglednienia wplywu szezelin o ksztalcie eliptycznym na wy-
trzgmalo§é materialéw kruchych podat A. GriFFITH W roku 1923, Korzystajgc
z metody energetycznej K. WoLs (1] pokazat zastosowanie teorii A, Griffitha w tar-
czach prostokatnych i kotowych.

I. SNEDDON w monografii [2] przedstawil bogaty przeglad rozwigzad wiasnych
i innych antoréw uzyskany dla réznych przypadkéw szezelin dwuowymiarowych
w ofrodku nieskoriczonym, polprzestrzeni Iub paémie nieskoficzonym. Podstawo-
wymi metodami rozwigzan tych zadad byly metody funkeji zmiznnej zespolonej
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omoéwione przez N. MUSCHELISZWILEGO [3] i metody przeksztalcet calkowych
podane w monografii I. UFLANDA [4].

Wirdd polskich prac na uwage zastuguja teorie dyskretnych defekidw przed-
stawione przez H. ZorSKinGo {5] i E. KOSSECKA [6]. Teorie te polegaja na sformuto-
waniu odpowiednich potengjaiéw, ktorych pochodne opisujq skoki wektora prze-
mieszczenia na brzegach szczeliny, B. Kossecka [7 i 8], stosujgc réZne typy sit
podwognych odpowmda_]qcych potenc;alom podwo;nym, pokazuje ze sily te odpo-
wieduio dobrane posiadaja wszystkie wlasnosoi defektow. M. MATCZYNSKI @i10]
korzystajac z potencjaléw wprowadzonych przez H. Zorskiego znalazt rozwigzanie
dia o§rodka nieograniczonego, ostabionegg szczeling Griffitha w plaskim stanie
odksztalcenia. Warunki, jakie musza byc spelnione aby rozwigzanie bylo jadno-
znaczne, podane zostaly przez J. GRyCza {11 KOSSECK& i H. ScHOPFA [12]

Wykorzystame matematycznych modeli dysiokaql p1zedstaw1onych powyZe}
napotyka w Zelbecie na powaime trudnosct. Dlatego tez w nielicznych pmcdch
poswigeonych zarysowanym. tarczom zelbetowym rozwwczan peszukuJe s;@ 78 pc-
migcg metod kontynualnych. o
R LEONH.ARDT iE. MONNING [13} oicleslam naprgzema w tdrczy, wykmzyqtm ,ic\
warunkl rownowagi W rysie.. Zakladaja przy tym, Ze rysa nie-powstaje w.kierunkn,
gléwnego. naprezenia §ciskajgcego.: Realizacja - warunku ‘na minimum pracy - ‘e
ksztalcenia daje kierunek rysy. N. KarpiENko [14 i 15] oblicza tarczg zarysowana
jak anizotropowa. Wspdlczynniki anizotropii dobiera z warutkow réwnowagi w ry-
sie i teorii rys. Rozwigzanie ctrzymuje stosujac metode rézuic skoficzonych. -

Zastosowanie metody elementow skoniczonych do  analizy zelbetowych tarcz

zaryscwanych podall 1. CeporN, S. Der Pour, B. S, KApUR {16] Obszary zaryso—
wane okreélaja oni w spos6b iteracyjny. Obszary te maja iiine wlasnodci niz CZQSCI
tarczy bez rys. Zadanie zostalo w ten sposob usredmone pomewaz bizeg1 clementow
nie musza pokrywac si¢ z brzegami rys.
" Przedstawione wyzZej trzy sposoby’ obli¢zania tarcz zarysowanych sa cl4g1es
w sensie rachunku régniczkowego i caikowego poriewa# nie uwzgledniaja one
skoku w wektorze przemieszczenia w miejscl Iysy. Wadg takiego podﬂ]SCla Jest
rozmazanie efektéw wywolanych zarysowamem w bezposrednich obszarach’ dyslo-
kac_]1 choé globalny efekt wplywow od qumgc w konstrukcy jest prawxd%owy

- Rozwiazania nieciggle dla belek i plyt Zelbetowych podatl A. Borez [17]. Zm1anq
sztyWnoscl konstrukcjt uwzgl:;dml on jedyme W przekro;u zarysowanym. Rozwarcia
rysy- opisat deformacjami trwalymi i ‘deformacjami Sprezystymi proporcjonalnymz
do zmiany krzymzny w kierunku normalnym do rysy. Przyjmujgc w-rysie- skok
kgta' obrotu opisany funkc;ac Heawmde a, Wyprowadzﬁ dystrybucyjne réwnanie
rézniczkowe dla plyty zarysowanej ‘Do rozwigzania tego réwnania wykorzystai
funkeje Greena, otrzymujgc réwnania catkowe na poszuleane ‘wielkosci- po linit
dyslokacji D. Zastosowame w tym podejéciu definicji dyslokacy powmrzchmovvej
dla powierzehni § o brzegu aS=D takwj, ew odpowmdajqcym Jej polu przemiesy—
czen u Wystf;puje skok DIZY pIZ€j§ClH ptzez poWlerzcth S, '

(L. 1) , o . Jl=b,
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gdzie b jest wektorem Burgersa linii dyslokacji D, prowadzi do wniosku, e napre-
zenia i odksztalcenia musza mie¢ na powierzchai dyslokacji § osobliwoéci typu
delty Diraca, a zatem rozwigzan nalezy szukaé nie w kiasie funkcji, a w klasie dy-
strybucji. Aby mialy one sens i byly jednoznaczne, spelnione muszg byé warunki
przedstawione przez E. DE JAGERA [18].

Do werylikacji rozwigzan teoretycznych postuzy¢ moga badania przeprowadzone
na Zelbetowych tarczach zarysowanych. Badati takich jest jednak niewiele. Wiek-
szo8¢ z nich nastawiona bylfa na okreslenie nosnodci granicznej, dlatego tez otrzymane
rezultaty trodno jest przyjmowad do analizy przegrupowania naprezer lub prze-
mieszezen dla tarcz znajdujacych sie w fazie 1.

Spodréd autoréw badafi zagranicznych wymienié nalezy prace H. KLINGROTHA
[19], H. Scatitra [20], F. LEoNHARDTA [21]. W Polsce jedyne i najbardziej obszerne
badania tarcz przeprowadzit T. Cwikko-Gopycki [22]. Analizujac wyniki powy?-
szych eksperymentow dojéé mozna do wniosku, Ze po zarysowaniu nastgpuje istotna
zmiana ramienia sil wewngtrznych. Aby zachowane zostaly warunki rownowagi
oczywiste jest, ze musi zachodzi¢ przegrupowanie powierzchni naprezesi i przemiesz-
czen w tarczy zarysowanej, W poréwnaniu z tarcza sprezysta.

Teoretyczne okreSienie wielkosci tego przegrupowania pozwoliloby na efek-
tywné wymiarowanie tarcz w fazie II bez koniecznofei uciekania sig do kosztownych
badai do$wiadezalnych, Aby to bylo mozliwe, nalezy do rozwiazania przyjaé od-
powiedni matematyezny model rysy. Model ten musi spelia¢ pewne wymagania,
Powinien opisywaé podstawowe cechy dyslokacji (1.1} i makroskopowe wlasnosci
materialéw, z ktérych zbudowana jest konstrukcja. Model ten powinien byé takze
«rachunkowo dostepny». Zaletq takiego podejécia bedzie mozliwoéé uzyskania pra-
widlowego globalnego rozwigzania wywolanego rysami w konstrukcji oraz mozli-
woi¢ analizy wplywu zarysowania na stan wytgzenia tarczy w bezposrednich obsza-
rach peknied. ‘ : . _ :

ZaloZzono, ze rysa traktowana by¢ moze jako szczegdlnego rodzaju dyslekacja
powierzchniowa w konstrukcji z tym zastrzezeniem, Ze brzegi jej nie beda wolne
od napreZen, poniewaZ przecinajq je prety zbrojenia. Pozwoli to wykorzystaé dobrze
rozwinigty aparat teorii potencjaléw. Rozwiazania poszukiwaé sig bedzie standar-
dowa metodq dziatania funkcji Greena. Prawo konstytutywne opisujace rozwieranie
sig dyslokacji przyjete bedzie dzigki teorii wykorzystanin rys.

2. FUNKcia GREENA

Rozpatrzono tarcze ograniczona dowolnym konturem i, na odcinku m, sztywno
zamocowana, na odcinku m1, wolng od obciazen (rys. 1), Warunki brzegowe zadania
maja nastepujacg postaé; :

us':u.f.:Os
2. ;
(2.1) oy B m;
(2.2) =020 g m,,

O =07,=0
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gdzie u, jest skladowa przemieszczenia W kierunku normalnej n, a u, w kierunku
stycznej 5.

Pod wplywem obciazenia sila skumona. P (S)=1 ustali si¢ w tarczy stan prze-
mieszczenia, odksztalcenia i naprezenia. Jezeli przemieszczenia i naprezenia przyj-
muje si¢ w postaci calek szczegélnych réwnania réZniczkowego, danych w prostej
zamknietej postaci i przedstawionych przez W. NOWACKIEGO [23],

(2.3) A4AG=3(x—x0) 3 (¥—¥o),

to zadanie sprowadzi si¢ do wyznaczenia wielkosci sit pozmmych X (Q) i sit piono-
wych ¥ (Q) jako funkgcji polozenia punktu @ na brzegu dobranych tak, aby spel-
nione byly odpowiednie warunki brzegowe (2.1} lub (2.2).

Przemieszczenia i naprezenia w punkcie T, wywolane dziataniem sily skuplone] P
przytozonej w punkcie S, oznaczono przez i, (T, S).i odpowiednio g, (T, S) (o, f=
=1,2).

Zatozono, ze w punkcie Q' na brzegu m dziala jednostkowa sila skupiona skie-
rowana w kierunku osi X, Przemieszczenia i naprezenia w punkcie T obliczy¢ mozZna
réwhiez z calek szczegolnych réwnania (2.3). Oznaczono je odpowiednio u® (T, 0"

i & (T, Q). Postgpujac analogicznie, dla sity przylozonej w punkcie Q' ale w kie-
runku osi y, otrzymano ug”) (7, Q") crfc’j,) (T, 0'). Zauwazy¢ mozna, e przyjete funkcje
18, 6%, z zaloZenia spelniaja réwnanie (2.3). Nie zachodzi réwniez potrzeba trans-
formacji wielko§ci ugf), o, W, o¥ ma kierunki styczny i normalny do
brzegu tarczy. '

Otrzymanie wekiora przemieszezenia u i tensora napreZenia o,; dla tarczy ogra-
niczongj danym konturem m z okreslonymi na tym konturze warunkami brzego-
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wymi (2.1) lub (2.2} mozliwe jest na drodze superpozycii preemieszczen i naprezedt
wywolanych reakcjami X (Q") i ¥(Q’) oraz silg skupiona P (§)=1:

Ch  n @ =TS+ [ X Q) (T 0) dm(@)+
+ [ ¥@) (T, Q) dm @), o=1,2,

(2.5 0y (T, S)=05, (I, S)+ [ X(Q) o5 (T, Q") din (Q)+
+fY(Q)a(”)(T,Q')dm(Q’), @, f=1,2.

W réwnaniach tych niewiadomymi funkcjami sa X (Q") i ¥ (Q’). Aby wyznaczyé
te funkcje skorzysta¢ trzeba z warunkéw brzegowych (2.1) dla brzegu mi,.
Otrzymano nastgpujgcy uklad dwdéch rownan catkowych dla przemieszezen:

26 w2, )+ [ X (@) (Q, Q) dm Q)+ |
+[ Y (@) 10.0)dm@)=0. w=1,2.

m
Po skorzystaniu z warunkéw (2.3) dla brzegu »i1, otrzymano ukitad dwdéch réw-
nan catkowych dla naprezent '

21D a%(Q, S_)+fX(Q)Gm(Q Q)dm(Q)+
" ."’"f}’(Q’)Uiﬁ’(Q,Q’)dm(Q')=0, w=1,2, p=2.

Réwnania (2.6) i (2.7) sg silnie osobliwymi réwnaniami catkowymi Fredholma I
rodzaju. Okazuje sig, Ze istnieje rozwiazanie tych réwnan w sensie wartosci gldwnej
Cauchy’ego. Otrzymaé mozna zatem nieznane funkcje X (Q ) i ¥ (Q ) na konturze.
Po wstawieniu tych funkcji do réwnan (2.4) i (2.5) wyznaczy¢ mozna skladowe
wektora przemieszczenia i tensora mnapreZenia w tarczy ograniczonej dowolnie
danym konturem 7. ,

Poniewaz analityczne rozwigzaniec réwnai (2.6) i (2.7) okazuje si¢ praktycznie
niemozliwe, przete do ich rozwiazania wykorzystano metody numeryczne., Zasto-
sowano metode kolokacji, spehiajgc dokladnie warunki brzegowe w skoriczonej
liczbie punktéw. Pozwolilo to sprowadzié réwnania calkowe do odpowiednich
ukladéw réwnan algebraicznych tak, zgby otrzymane lozw1qzame przybl:zone b‘ylo
zadowalajqce

Program obliczen numerycznych funkcji Greena na maszyny ODRA 1300 prze-
testowano na przykiadzie tarczy kolowej sztywno zamocowanej na brzegu, obciazo-
nej w $rodku sily skupiona. Zamknieta posta¢ rozwigzania takiego przypadku
przedstawiona jest przez S. LUKASIEWICZA [24]. Grubo$é tarczy h=1,0 m; promied
r=17,0 m. State materialowe E=1,0 kN/m?, v=1/6. ObciaZenie sila skupiong ¢ war-
tosci P=1,0 kN/m dziala w kierunku osi X. Pominigto sily masowe i inne obciaZenia. .
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Rys. 2 przedstawia przykladowy wykres naprezen oy, wzdluz promienia tarczy.
Poszczegolne krzywe oznaczone sa cyframi arabskimi, kiore oznaczaja liczbe przy-
jetych w rozwigzaniu punktéw kolokacji. Dla szesédziesieciu punktow kolokacii
rozwigzanie numeryczne pokrywa sie z rozwiazaniem teoretycznym przy bigdzie
wizglednym na brzegu mniejszym od 1%. Czas trwania obliczent dla poszezegélnych
serii oraz diugosci bokéw wielobokéw foremnych, ktérymi aproksymowano tarczg
kotowa, odezytaé mozna na wykresach.

{zas obliczeniowy
n=4 = 8§6894m
n=6 A =70000m 006"
“n=8 o = 535T8m 009"
e = 36239m. 046"
n=f6 a=2732Zm 030"
netd A =18270m 108"
n=36 A& =1220tm 2'47"
n=d8 - (Q9tEm 625"
a=60 A =g732m 95"

Rys. 2

Na rys. 3 i 4 pokazano zbiezno§¢ numerycznego rozwilzainia funkcji Greena
dla naprezen o,, W wybranych punktach tarczy do rozw1qzan1a dokladnego W Za-
leznosci od liczby punktow kolokacji 7. Skladowe naprezefi powinny by¢ odkladane
punkiowo dla liczb catkowitych na osi #. Punkty te polgczono jednak linig ciggla
w celu lepszej ilustracii funkcji o,4=0,, (7). Zauwazy¢ mozna, ze zgodme Z zasada
lokaloéci de Saint-Venanta zbiezno$é rozwiazania numeryczaego do dokladnego
jest porsza w punkcle blizej brzegu tarczy.

Rozwigzanie funkcji Greena sformulowanej za pomocg rownan (2.4) i (2 5
pozwohlo otrzymaé osobliwoéei w przemleszczemach i naprezeniach pod sita sku-
piona oraz realizacje jednorodnych nieciaglych warunkéw brzegowych. Tak opisana
fankecja Greena wykorzystana bedzie do okreflenia przemieszczen i naprezen w el
betowej tarczy z rysami. ’ '
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¥ (1) 10w

Uxx PUHkT (6:0)
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3, MATEMATYCZNY MODEL RYS

Rozwaza sie tarcze jedno lub wielospojna w plaszczyZnie x, y (rys. 5). Okreslad
si¢ bedzie skoki skiadowych wektora przemieszczenia lub tensora napf@z.’renia przy
przejéciu przez brzeg s, od pewnych charakterystycznych typéw obciaZed dzia-
lajacych fa tej krzywej. Otrzymanie rozwigzania mozliwe bedzie przez wykorzystanie
wzoru aproksymujacego ¢-Diraca przedstawionego w artykule H. ZORSKIEGO [25]

«(2)

2 | K@ de

(3.1 _ d(e )=

Y3

o
| /Z

Rys. 5

Zaklada sig, ze catka we wzorze (3;1) istnieje i jest bezwzglednie zbieZna. MoZna
wykazaé, ze tak okreslona funkcia (3.1) dla ¢ —» 0* posiada wszystkie wiasnodci
[ )
charakterystyczne dla delty Diraca: '

‘ . o dla 570,
62 lm eI~ o s=0;
+ a0
(3.3) : " lim fé(a,s)d.s‘:'l,
[ U
+w
(3:4) lim [ /(D)6 s—-0de=/),
e—+0t
oo
G5 tim [ £ (& s—O =" (),
a0+

— 0

gdzie zaklada sig, ze f(s) jest ciagla W punkcie 5, a ft™ (s) jest pochodng m-tego
rzedu wzgledem zmiennej s, '




METODA TEORETYCZNEGO WYZNACZANTA NAPREZEN ., 453

Dla przyjetej funkgji
3.6 Kx)=+1)"" dla »=1,23,
otrzymano nastepujacy ciag funkeji d-podobnych

2n—-1 (ﬂ“l)! 82"_'1

(3.7) % (&, SFW P EvoT

Zalozono, ¢ na krzywej s okreslona Jest ciagla funkcja o gestosci p(s). Jak
wiadomo [5, 9 i 10], moZna wéwezas skonstruowadé logarytmiczne potencjaly warstwy’
pojedynczej i podwdinej (rys. 6):

A

| H 4
(3.8) S ewn= [ p@Olg-de,
__;L '
4
| ;P
(39) Wl m=pu=—n [ —rd,
-4
f pls)
472 W2 5
Rys. 6

gdzie
rP=pt(s-)2,

Wykorzystujac wzory dotyczace dystrybucji & (3.7) wyznaczono wartodei gra-
niczne potencjatéw (3.8) i (3.9) lub ich pochodnych przy przejiciu przez brzeg s,
ra ktérym potencjaly te zostaty okreslone:

(3.10) [ei=[9,J=y J=[m .]=0,
(311) [W]= —2np (5)3 [W, s]x_*znp,s(s)s ['//, pul = —27"10, 58 (S)’
gdzie symbol [f] oznacza wielkosé [fl=f*—F-. '

Wykorzystujac (3.10) i (3.11) oraz funkcje Greena skonstruowana z calek szcze-
golnych réwnania (2.3), ctrzymano na krzywej s — dla réznych typdw obciqzenia
okreslonych na 5 danych w postaci sit stycznych (rys. 7), sit normalnych (rys. 8),
dipoli stycznych (rys. 9), dipoli normalnych (rys. 10) oraz pary sil stycznych (rys. 11)—

nastgpijgce skoki w skfadowych tensora napreZenia i wektora przemieszezenia,
przedstawione w tablicy 1, gdzie u jest statg Lamé’go : p=E2(1—-v)]- % .
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Rys. 11
Taklica 1
Nl', Typ . Schemat [t [Il,,] [o‘“} {Gsn] l (]

wzorow | obcigZenia - i

(3'12) sila - TS, T ) 0 0 0 -—F {S) 0
styczna I I W -

(3.13) sifa rys. 8 0 0 —vrc{5) 0 —r (8)
normalna

(3.14) | dipol rys, 9 0 0 0 5 () 0
styczny )

{(3.15) dipol ‘ rys. 10 0 PRl 0 vic, 5 {5) 0

. normalny o
. 1—

(3.16) para sit rys. 11 mlp (s) 0 24P, 0 - 2,5 (5)

stycznych 2u {

© Okreslone wyzej réime typy potencjow postuzy¢ mogg do okreslenia modelu
rysy, na ktorej brzegn wystapi¢ moga nieciagtodci wekiora przemieszezenia w dwoch
kierunkach. Stosujac zasade superpozycji wyznaczyé moZna rozwigzanie dla rys,
na brzegach, kt6érych dopuszczalny bedzic skok wektora w dwdch mozliwych kie-
runkach z osobna. Wyrdznia si¢ dwa modele Tysy: rys¢ z niecigglym przemiészcze-
niem normalnym i rys¢ z nieciagtym przemieszczeniem styczoym.
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Rozwigzanie opisujgce rys¢ z niccigglym przemieszezeniem rormalnym otrzyma
sig dla obcigienia ciaglego na s silami podwéijnymi dziatajacymi w kierunku nor-
malnym n. Z zaleznodci (3.15) wynika, e rozwigzanie to powoduje oprécz nie-
ciagtoci przemieszezenia normalnego w, dodatkowo niecigglosci naprezenia g,
Takie rozwigzanie nie spelniloby warunkow rownowagi. W celu zlikwidowania na
brzegach rysy nieciggtosci oy, nalezy do rozwigzania pochodzacego dla obciazenia
ciagtego normalnymi sitami podwdjnymi, dodaé rozwigzanie dla obcigZenia cigglepo
na dugosci s pochodzace badZ od sit stycznych, bad? od podwdjnych sit stycznych
dzia}ajqcych w kierunku stycznym s. Wynika stad, -Ze chege otrzymaé rozwigzanie
tak skonstruowanego modelu rysy. konieczne jest, aby dzialajace obcigzenie P da-
wato w rysie warunek ¢,,=0. Zwigzek konstytutywny przedstawiajacy skok prze-
mieszezenia normalnego do rysy opisuje funkeja r (s). Zgodnie 7 zalozeniem zada
sig, aby na dlugodci s spelnione byly warunki fe,]=0 1 [u,]=r (). Dodatkowo za-
kiada sig na kodcach rysy [u,]==0. Jesli. rysa docheodzi do brzegu swobodnego,
n~ ktérym moziiwe jest przemicszezenie u,, to waranek ten nie musi by spetniony.

Korzystajac z (3.12) i (3.15), oirzymano -

GBIy p @)= (s),
Gy . k@=ml.

-+ Obcigzenie ciggle o charakterze podwéjrych sit normalnych do rtysy, propor-
cjonalpe jest do rozwarcia rysy, a obeiazenic ciggle dia sit stycznych do rysy, pro-
porcjonalne jest do pierwszej pochodnej rozwarcia rysy.- ' ST -

W -andlogiczny spossb dla rysy -z niecigglym przemieszezeriem normalnyrn
formutuje sig'model rysy z niecigglym przemieszczeniem stycznym, Przyjmujac do
rozwazan rozklady (3.13) i (3.16) otrzymano S : SR

G19) e =t
B20) . (9= I.fv 1,05

4. ZWIAZEK KONSTYTUTYWNY

W tarczy zarysowanej oprocz warunkéw brzegowych spetnié trzeba na brzegach
rys pewne dodatkowe warunki, nazywane warunksmi granicznymi. Jest to warunek;
Burgersa (1.1) oraz jego pochodna dotyczaca zerowania odpowiednich naprezen.

Warunek Burgersa, dany zwiazkiem konstytutywnym opisujacym rozwieranie
si¢ rysy, sformuiowany dla Zelbetu, umozliwithy doktadne rozwijzanie postawio-
nego zadania. ZloZzonoé¢ niektSrych nie wyjasnionych do dzi§ proceséw zachcdza-
cych w elementach Zelbetowych, pozwela na okrelenic zwigzkow konstytutywnych
Jedynie z pewnym przyblizeniem. Wyidealizowano zatem model Tysy czyniac nasig-
pujgce zaloZemia: 1) rozpatruje sig tylko statyke zjawiska zarysowania, 2) rysy
krzywoliniowe mozna na krétkich odeinkach aproksymowaé rysami prostolinio-
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wymi, 3) zbrojenie w rysie jest wiotkie,. 4) w przekroju rysy naprezenia betonu
normaine i styczne do jej brzegu rowne sg zern (brak oddzialywan betonu migdzy
sgsiednimi brzegami rysy) oraz 5) przekrdj zarysowany nie osigga fazy IIL

Przyjmuje sig, Ze rozmieszezenie tys jest dane. Mozna réwniez wyznaczyé praw-
dopodobne kierunki rys wychodzac ze stanu sprezystego. W pracy przyigto, Ze
rysa powstaje w chwili osiggnigcia w betonie gtownych naprezen rozciagajacych
Omix=R, Wytrzymalofci betonu przy jednoosiowym rozciaganiu. Mozliwe jest
réwniez przyjecie innych hipotez wytrzymatosciowych. Poza pewnymi komplikacjami
typu rachunkowego nie wniesie to jednak nic nowego do przedstawionego tu sposobu
rozwiazywania zadania. W dalszych rozwaZaniach pomini¢to schemat rys prze-
cinajacych si¢ w ukladzie rozciagania—rozcigganie, poniewaz powstajg one tylko
dla szczegdlnych typow obciazed wystepujacych niezmiernie rzadko w konstrukciach
zelbetowych, Zalozono rdwaiez, Ze zbrojenie tarczy nie powoduje zmiany jej izo-
tropii. Sformutowany bedzie zwigzek konstytutywny oplsumcy rozwieranie si¢ rysy
jedynie w kierunku normalnym #. :

Wyznaczenie napreen i przemieszczen wtarczy wymaga ustalenia ‘zaleznodci
miedzy obcigieniem a odksztaloeniem w kazdym jej punkcie, Jesli uwzgledni sig
zaloZenie, Ze wszedzie poza rysami tarcza pracuje w fazie 1, to zadanie sprowadzi
sig do ustalenia zwiazku obcigZenie-odksztaloenie dia przekrojdw zarysowanych,
wyznaczonego z réwnafi réwnowagi w rysie. W réwnania te wchodzg naprgzenia
lub napiccia i dlatego konicczne jest ustalenie zaleznosci miedzy odksztalceniem
a naprezeniem dla materiatow, ktére tworza konstrukc_m tarczy. Rozpatruje sie
zwigzek napreZenie normalne——wydhuzenie wzgledne dla betonu i stali. Zwigzek
ten dla betonu nie jest liniowy. Zalezy on przy tym od wielu parametrow wytrzy-
maloéciowych. Wykres ten zmienia si¢ take w czasic powodujgc dodatkowe od-
ksztalcenia, tzw. odksztalcenia opdZnione, takie jak skurcz i pelzanie. Ustalsjac
wszystkie parametry dia betonu otrzyma sie funkcje o=a (¢) przedstawiong na rys.
12. Prosta ta jest charakterystyka pracy przekroju betonowego dla naprezen mniej-
szych od R, do ktérych przekrdj ten byl uprzednio obcigzony. Model taki daje
odksztalcenia trwale (pozostajace) & juz w fazie I. Teoretyczny opis nieliniowego

a &
. a
R[‘ -
€l g ! -
£p 3

,Er—q
Ca
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modelu betonu, przedsiawiony m.in. przez J. EEMPICKIEGO [261 27], B. BukowskieGo
[28], T. SzuLczyNsKEGo [29], odbywa si¢ za pomocy aproksymacji  krzywymi
regularnymi. Uwzglednienie reologii w rozwigzaniu odbywac si¢ moze przez Zimiane
wykresu dla betonu w interesujacych konstruktora chwilach czasowych. Przeglad
odnosnej problematyki przedstawia monografia A. MrTzrLa [30]. Mozliwe jest
réwniez przyjmowanie do obliczert krzywych otrzymanych do$wiadczalnie. Wykresy
takie dla stalej predkosci odksztalcenia podaje C. Rasch [31]. '

Rzeczywisty wykres naprgzenie-odksztalcenie wzgledne dla stali zwyklej przed-
stawia rys. 13. Poniewaz zaklada sie prace konstrukgji daleke od stanéw granicznych,
przeto w obliczeniach przyjeto, Ze zbrojenie w rysie nie osiaga granicy plastycznosci.

g
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Znzjomodé wydluzenia wzglednego ¢ w kazdym punkcie przekroju zarysowa-
nego pozwala okredlié szukang wielkod¢ rozwarcia rysy » {s). Rys. 14 przedstawia
przekrdj zarysowany o jednostkowej diugosci, nachylony do osi x pod katem' «.
Przyjgto, e tarcza zbrojona jest siatka ortogonalng. Kierunki zbrojenia odpowiadaja
osiom i=1, 2. Pret ity nachylony jest do osi x pod k4tem B Dla klerunku :—tego
Zhrojenie scnaraktelyzowano parametrem : o .
@ fu=Fa KY, i=L2, |
gdzie F,, jest polem pow:erzchm przekroju pretéw,: a K rozstawem mt@dzy imi;
Przekroje zbrojenia zrzutowane z jednostkowej dhugosei rysy wynosza

4.2) fa=fusin{e+f), i=1,2.
Zastepczy przekrd) zbrojenia prostopadly do rysy okrelony jest wzorem
.
4.3) C Fap= ) fasin® (a4 ).
i=1

Oznaczajac przez f(g) 1 g (¢} funkcje wysigpujace w réwnaniach charakterystyk
g=a (&} dla betonu i stali otrzymad moZna Wzory na napreZenia:
(4.4 =), .0=2().

Wrykorzystujac warunek réwnowagi _1_1&;5r@2f:ﬁ i sit wewnetrznych rzutowany na
kierunek prostopadly do rysy, otrzymano nieliniowe réwnania na niewiadoma z:

@.5) F(6)=/ () Fyt- () Foy—N=0,

gdzie F, jest polem powierzchni przekroju betonu dla jednostkowej diugosei rysy
oraz gdzie
/]

f';cr,,K dz.

2

Réwnanie (4.5) rozwigzaé mozna metoda kolejnych przyblizes, np. za pomoca
Jjednopunktowego szybkozbieznego wzoru iteracyjnego Newtona (metoda stycznych):

(4.6) & =&, —F (g} [F' (Sk)]_

gdzie wielkosé [F’ (sk)]‘ pelnd roI@ czynnika nadrelaksacji. Warunki, jakie musi
spetmiaé czynnik nadrelaksacji, aby zapewnié zbieZnoéé iteracyi, przedstawione sg
przez J. LEGRASA [32].

Jako pierwsze przyblizenie przyjeto w fazie 1 zaleznosé Iiniows
(4.7) _ g =nN (£, Fp )1,
gdzie |
4.3) - Fe=FytnFa, n=E, E .
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Po uwzglednieniu zaloZenia o braku ‘oddziatywania betonu w rysie, funkcja (4.5)
dla fazy Il jest zawsze liniowa: '

(4.9) ey =N (E, F,)~" .

Wyprowadzone wzory dotyczg tylko przekrojéw zarysowanych. Odksztalcenia
w rysie sq wigksze od odksztalcefi w przekrojach mi¢dzy rysami, gdzie wspélpracuje
takze beton strefy rozcigganej. Zgodnie 7z zaleceniem CEB [33], $rednia szerokodé
rozwarcia rys r moze by¢ traktowana jako iloczyn ich $redniego rozstawu 7, i réz-
nicy migdzy érednim jednostkowym wydluzeniem zbrojenia i, a $rednim jednost-
kowym wydhizeniem betonu £

(4.10) ' r=(ef~ei) 1.

Srednie jednostkowe wydtuZenie betonu jest na ogdl znacznie mniejsze od wydiuger
jednostkowych stali i moze byé praktycznie pominigte [151 33):

(4.11) reee’ I

‘Wprowadzajac za W. MURASZEWEM [34] wspotczynnik usredniajacy y,
otrzymano ‘ '

@12 ' =0,y B,

Jesli przyjaé sprezysto-plastyczng charakterystyke betonu o=¢ (e}, to réwnanie
(4.5) bedzie dla poszezegdinych faz réwnaniem liniowym, ktérego wykres dla jed-
nostkowej dhugosci rysy przedstawia rys. 15. Wykres ten postuzyé moze do obli-
czenia tarczy w pewnych cyklach obcigZen. W dalszych rozwazaniach pominigto
wplywy, jakie moga wynikngé z réznicy czaséw dzialania obcigzei oraz wptyw
odksztalceri opdinionych. Nie uwzgledniono takie tworzenia si¢ petli histerezy
spreZystej w schemacie obcigzenie-odciazenie. 7

ObcigZenie konstrukeji przebiegato wediug schematu 4BB”C. W poziomie BB”
powstata rysa, u

N
Np -
Ny -
Ny - —
No=1-h& |- B B; -
! I
| / [
! [0t [
Al /8 L1 -
Ep &a' & Ep' 55"58 §B" &

.Rys. 15

Rozprawy InZynierskis — 9
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Dia obciazenia N, odkszialcenie catkowite wynosi . Po-zdjgciu obcigzenia
(odciazenie) odksztatcenie trwale wyniesie &.. Jedli konstrukcja obcigzona bedzie
do wielkogci N, tak, ze N, <N,, to odcigZenie i obcigZenie przebiegac bedzie jak
wykazuja do$wiadczenia po prostej €' C. Odksztalcenie catkowite e.. skladad si¢
bedzie z odksztateenia spreZystego (.- —s&.) 1 odksztatcenia trwalego &.. Dla cha-
rakterystyki pracy przekroju opisanej prosta C' C sily przecigZenia bedzie N, po-
wodujac powstanie w przekroju jednakowych odksztalcen trwa.lych dla obc1azema,
w przedziale O<KN<IN,.

Jedli dalej obcigzy¢ konstrukcje wedtug schematu C”CD to oquzeme i obc1qze-
nie przebiegaé bedzic teraz po prostej D'D dla 0 N<N)p: Prosta ta nie bedzie rowno-
legla do prostej C'C. Odksztalcenia trwale wzrosna do wartosci &y, a odksztalcenia
sprezyste wyniosa (ep.— &p) dla poziomu obciazenia N, (punkt D). Jesli mozna
bedzie obliczy¢ odksztalcenia trwale i znana bedzie zaleznosé liniowa dla schematu
obciazenic-odciaZenie w obszarze ABB''DD'’, uzalezniona od maksymalnej sity prze-
cigzenia NT opisujacej historig obcigZenia, to zadanie mozna uprofcié, Zamiast
drogi ABB''CC'' przyjaé mozna prostszq zalegno$¢ AC'C"’ skladajaca sig z defor-
macji trwalych ec i deformacii sprezystych (ec-—éc) o danym prawie liniowym,

Zbrojenie wspélpracuje z betonem na zasadzie pizyczepnodci. Jest ona naruszona
w pobliiu rysy po osiagnieciu przez konstrukcje fazy II. Wynika to z réznicy wy-
dluzed wzglednych betonu i stali. Jednoczesnie obszar tarczy zawarty migdzy rysami
mo#na obliczaé jak w fazie I. Jesli zatem znana jest historia obcigZenia (N*), to
"wspdlczynnik t,'f,, jednoznacznie okredla stopien naruszenia przyczepnosci zbrojenia
do betonu. Mozna w przyblizeniu Wyhczyc deformacje trwale i sprezyste. Zmniej-
‘szajac W rownaniu rownowag1 (4.5) sitlg N o sile wtorng N,,=N" (I—wa), wymqu
z pracy konstrukgji w schemacle obqueme_odc:zz?eme dla danej sily przeciaZenia
NP, otrzymano

(4.13) =y, N (B, )Tt 0 —w,,) NP (B Fud™ 5
gdzie - ®
(4.14) wa=1—0,7h- R, (NF)~ L.

Wspdlezynnik w, nie osiggnie praktycznie nigdy jednodci, poniewaz zawsze
w jakimé stopniu wspdtpracowaé bedzie zbrojenie z betonem na diugosci migdzy
rysami. Po odcigzeniu odksztatcenie w zbrojeniu nie zunikoie, poniewaz przeciwdziala
temu przyczepno$é zbrojenia do betonu. Gdyby przyczepnosé ta byla catkowicie
naruszona, to deformacje pozostajace bylyby réwne za1u.

Jedli dane jest rozmieszczenie 1ys, to ze wzoru (4.13) wyznaczy¢ moina rozwarcie
rys w kazdym punkcie przekroju zarysowanego:

(4.15) re=rl+r! oo,

gdzie r®=(l—w,) N? I (E, F,,)~ opisuje deformac;e trwate, a ri=w, . E, ! defor-
macje sprezyste.

Praktycznie ustalenie funkcji rozwarcia rysy na jej dlugosei odbywa sig numerycz-
nie przez obliczanie w odpowiedniej ilosci punktéw na rysie jej rozwarcia i zastoso-




METODA TEQRETYCZNEGO WYZNACZANIA NAPREZEN ,,, 461

wanie optymalne] wzglednej aproksymacjl JedHOSta_]nBj funkeji za pomoca wielo-
mianu potggowego. Zakiada sie zatem, Ze zwigrek konstytutywny opisujacy roz-
warcie rysy w kierunku normalnym wyprowadzony z réwnania rownowag: dany
Jest w postaci:

@.16) = ()4 (5) .

5. ROZWIAZANIE TARCZY Z NIECIAGLYM PRZEMIESZCZENIEM NORMALNYM W. RYSIE

Do wyznaczenu przemieszezei i naprezen w tarczy zarysowanej wykerzystano
tunkcje Greena dla naprezen i przemieszezen tarczy spre2ystej, otrzymane w punk-
cie 2. Zgodnie z zaloZeniem funkcje te zbudowane zostaly z- calek szczegllnych
réwnania (2.1) tak, Ze poprawne sa wzory okreslajace skoki napreZetl 1 przemieszezed
przedstawione w. punkcie 3. . :

Rozpatrzono zarysowang tarczg, na konturze ktdrej dane 34 dowolue warunki
brzegowe (rys. 16). Ryse przedstawia krzywa s.

yd

Rys.' 16

Zadanie sprowadzi sie do wyznaczenia rozkladdw sit stycznych 2 (@) i rozkla-
déw podwdjnych sit normalnych do rysy & (Q) dobranych tak, aby spelione by}y
warunki graniczne w rysie:

(5.1 B [b]=r (), [7ul=0.

Wielkodci p (Q) ir (Q) okreslone & Za pomocy funkq]l Greena, spetniajacych auto-
matycznie warunki brzegowe. Tak skonstruowane rozwiazanie zapewnia w efekcie
koricowym laczne spetnienie warunkdow brzegowych na konturze tarczy i warunkow
granicznych w rysie. Jesli » (Q) opisuje rozwarcie rysy w tarczy zelbetowej 1 przyjete
zostanie z warunku (4.16), to tak postawione zadanie modelowad bedzie zelbetowa
tarczg zarysowang.
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Jedli w punkcie Q' dziata jednostkowa sita skupiona styczna do s, to u{” (T, 0}
przedstawia skfadowe wektora przemieszezenia, a o5 (7, Q") skfadowe tensora na-
prgzenia w punkcie 7. Symbol (s) oznacza, Ze wielkofcl te otrzymywane sy dia
jednostkowej sily stycznej do rysy. Analogicznie (T, Q) ie ”’) (7, 0"). oznaczaja
odpowiednio sktadowe wektora przemieszczenia i tensora naprgzema wywolane
dzialaniem jednostkowej podwdéijnej sity skupionej normalnej do rysy w punkcie 7'
(oznacza to symbol (D)):

. Otrzymanie wektora przemieszczenia u i tensora napreZenia Cop dla tarczy z dana
wewngtrz jej obszaru rysa, mozliwe jest na drodze superpozycji przemleszczen i na-
prqzen wywolanych sitami p (Q') 1 x (Q’) oraz obcigZeniem konturu:

(52) e (T)= fp(Q)u"’(TQ)dS(QH
' +frc(Q)u(D)(TQ)ds(Q)+u (1), o=L2,

63 oy@=[r@) o (1.0 ds @)+
s +fK(Q)6“”(TQ)dS(Q)+aaﬁ(T) “ f=1,2,

gdzie u? (T) i o2, (T) oznaczaja przemieszczenie i naprezema okreslone dla stanu
spreZystego. _

Révwmania (5.2) i {5.3) sz osobliwymi réwnanizmi catkowymi Fredholma I ro-
dzaju. W réwnaniach tych nieznanymi funkcjami sg p (Q°) i x (Q').

Jesli przyjad, ze jednostkowa sita podwdjna dzialad bgdzie na réznicowej wielkosci
F(Q), to wtedy obnizy¢ mozna rzad funkcji Greena o jeden i operowal moZna
dwiema silami normainymi do rysy, lecz przeciwnie skierowanymi. Okazuje sig,
Ze przy znajomosci ciaglych funkeji p (Q") i & (Q’) oraz po wykorzystaniu definicji
wartosci giéwnej caltki krzywoliniowejrw sensic Cauchy’ego istnigje rozwigzanie
réwnan (5.2) i (5.3). Otrzymaé zatem moZna jednoznaczaie skladowe przemieszczen
i naprezed w tarczy zarysowanej. -

 Aby wyznaczyé funkcje p (Q") i 1 (Q'), we wzorach (3.17) i (3.18) uwzglgdniono
wzory (4.16):

(54) - —p @)+ (@)=0,
G5 K (Q)=ptr® (O)+ 1t (Q) 6, (0) .

Wykorzystujac w réwnaniu (5.5) wzdr na naprgzenia normalne do rysy (5.3) oraz
wzor (5.4) uzyskano po pewnych elementarnych przeksztalceniach réwnanie roz-
niczkowe-catkowe silnie osobliwe na niewiadomac wielko$¢ x (Q):

66 —r@-r@l [ @) @0 ) ds @ O+
4 Jx@ o (0.0 )ds(Q)—»"(Qm (Q)%(Q)
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Rozwigzujac réwnanie (5.6) otrzymaé mozna szukany rozkiad sit x (0), a w cfekcie
1 p(Q) obliczony z réwnania (5.4). Okreslenie przemieszczen 1 napreZeh w tarczy
z rysa odbywa sig przez catkowanie znanych wielkosci podeatkowych wedhug wzoréw
(5.2)1(5.3). o

Rownanis (5.6) rozwigzano numerycznie metody kolokacji spelniajge warunki
graniczne w rysie w skoficzonej liczbie punktdw. Pierwszg pochodng funkeji x (Q)
okre§lono za pomoca réznic centralnych w obliczanym punkcie. Analizojac wyste-
pujace W réwnaniu.(5.6) osobliwo$ci okazuje sig, Ze istnieje jego rozwiazanie w sensie
wartosci giéwnej Cauchy’ego, podobnie Jjak miafo to miejsce w przypadku funkcji
Greena. ) : : '

Przedstawiony algorytm postuzy! do napisania programu na komputer serij
ODRA-1300. Czesé sktadowq tego programu stanowi program okreslajacy potrzeb-
na funkcje Greena rozwigzywanej tarczy oraz procedura obliczania zwigzku kon-
stytutywnego r(Q). Duzigki zastosowanin dalszych procedur uzyskano mozliwosci
wprowadzenia dowolnego ksztattu konturu i rysy, dowolnego obcigzenia i dowol-
nych waruokow brzegowych, W wyniku rozwiazania drukowane sg wielkosci prze-
mieszezeti i naprezeni w wybranych punktach tarczy.

Opisany program zastosowano do okreslenia napreZeni w Zelbetowej tarczy kwa-
dratowej swobodnie podpartej z trzema rysami. o

Dane do obliczed przyjgto na podstawie badas zamieszczonych przez N. KAr-
PIENKE [14], pomijajac sity masowe. Tarcza zbrojona byla siatka z pretow o Srednicy
0.006 m i rozstawie 0,10 0,10 m. Kierunki zbrojenia ortogonalnej siatki odpowia-
daja kierunkom kartezjaniskiego ukladu wspdtrzednych x;p. Rys. 17 przedstawia
schemat statyczny tarczy i rozmieszczenie rys. Na rys. 18 i rys. 19 przedstawiono
skladowe tensora napreZenia w tarczy zarysowanej (linia ciggla) i poréwnano z roz-
wigzaniem sprezystym (linia przerywana). Pozwala to oszacowad Przegrupowanie

gk }P
100 y p T
~f 10 H=100m
t=100m
& - h=008m
S Ry = 48412 KN/m?
W Ry = 407800 KN/m?
p ol .
. ' p=250 kKN
<. a1 o
R R |
435 050 065 100 X
aig vy 06q k 1»&10
1 L=100m -~
_ T
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Rys, 18

pola naprezefi w wybranych przekrojach tarczy zarysowane) w stosunku do roz-
wigzania bez rys.

Po zarysowaniu nastapila istotna redystrybucja pola sit wewnetrznych. Rysy
wystepujace W tarczy maja diugo§é wigksza niz wynikatoby to ze stanu spreZystego.
W przekroju x=0,5 m nastapifo niewielkie zmniejszenie ramicnia sit wewnetrznych,
Wynika to ze wzrostu napreZen Sciskajacych i rozciagajacych w strefie praykrawe-
dziowej. Wyliczenie sil w zbrojeniu w przekroju przez rysg odbywad siec moZe przez
catkowanie wykresu naprezen tak, aby érodek cigzkoéci odpowiedniego pola napre-
sefi pokrywal sie ze §rodkiem cigZkodci wkladek stalowych. Jesli tarcza bylaby
zbrojona tylko w poziomie krawedzi dolnej, jak mialo to migjsce W badaniach
E. KLINGROTH’A [19], to ramie sit wewnetrzaych w przekroju x=0,5 m ulegatoby
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zwickszeniy, W omawianym przykladzie celowe okazuje si¢ uktadanie pretéw zbro-
jenia tak, aby ich wypadkowa przechodzila w przybliZeniu przez §rodek cigzkosci
wykresu napreZen rozciagajacych o,, w rysie. Takie ulozenie zbrojenia spowodowa-
toby tylko nieznaczng zmiane ramienia sil wéwngtrznych W tarczy zarysowanej,
w porownaniu do ramienia sit w tarczy sprezystej. Wielko$§¢ przegrupowania napre-
Zeti w tarczy zarysowanej zaleZy jednak od schematu statycznego i poziomu ob-
cigzenia. Dlatego tez zalecenie to nie moze by¢ traktoware jako regula, a kaidy
przypadek wymaga oddzielnej analizy. Czas obliczenia przedstawionego wyzej
przykladu liczbowego wynidst okolo 75 minut, e T

'6. WNiOSKI

1. Otrzymanic naprezen w Zelbetowej tarczy zarysowanej mozliwe byto dzigki
zastosowaniu oryginaliej metody wyznaczania funkeji Greena tarczy sprezystej.
Funkcje te napisano w znany sposch catkowy. Nowym elementem pr_z__edstaWib__ne_go
rozm'qiania jest zastosowém'e, danych w prostej zamkunigte] postaci, caje]g szczegll-
nych réwnania rézniczkowego tarczy obcigZonej w swoim obszarze sila skupiona,
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ako jader omawianych réwiad catkowych. Pozwala to na uniwersalne napisanie
funkcji Greena dia dowolnych konturéw oraz halwe ich numeryczne calkowanie.
Opisana metoda znzjdowania funkcji Greena za pomocy ukladéw réwnan cal-
kowych Wydawac sie mioze nie gorsza od metody elementow skoficzonych. Dyskre-
e tyzaqa dotyCZy tyiko kdnturu, stad mniejsza liczba stopni swobody w zadaniu
LU mniejsze: uk}ady réwnan na komputery. Ponadto rozwigzanie w obszarze tarczy
:-'Z_.'speh:ua dokladnie réwnanie rézniczkowe (Zadane osobliwosei w miejscu dziatania,
'sﬂy skupxonej), natomiast w elementach skoficzonych trudno dobra¢ funkcjg ksztattu
“tak, aby warunek ten byl spetniony. ‘

Cale rozumowanie dotyczace funkeji Greena pozostaje bez zmian w przypadku,
kiedy tarcza stanowi obszar wielospdjny, w ktérym na brzegach okreflone sa od-
powiednie warunki siatyczne lub kinematyczne. Wtedy m (2.4), (2.5) oznacza sume
krzywych stanowiacych brzeg tego obszaru i skierowanych wzgleden: niego dodatnio.
Aby otrzymadé jednoznaczne rozwigzanie, nalezy sprawdzié przemieszezenia przez
spelnienie rdwnania nierozdzielnosci odksztatcen.

2. Opracowany algorytm zarysowanych tarcz Zelbetowych moze mie¢ liczne. za-
stosowania. Mozna poda¢ nastepujace przyklady: 1) Analiza przemieszczen i na-
prezen w konstrukcjach poddanych zlozonym cyklom obciaZzen. 2) Okreslenic prze-
mieszczen i naprezeA dla tarczy, w ktorej beton zmienia swoje wlasnodci w czasie.
Odbywac si¢ to moze przez wprowadzenie do zwiazku konstytutywnego odpowied-
niej zaleznosci ==0 (¢) dla ustalonego parametru czasu. 3) Opracowanie wynikow
badan dos$wiadczalnych dla pomierzonej zaleznosel r (s) —z mozliwoécig rozdziele-
nia deformacji trwalych i sprezystych oraz ich wplywu na wynik.

3. Przedstawione metody obliczanta funkcji Greena i konstrukeji za.rysowanych
odznaczaja sig latwodcia uogdlnies i dalszych uécifler. Oto przyklady: 1) Caly
algorytm nie ulegnie zmianie, jezeli tarcza jest anizotropowa. Do obliczed przyjaé
nalezy odpowiednie prawe sprezystoéci. 2) Mozliwe jest znalezienie napreZed i prze-
mieszezett w tarczy z uwzglednieniem dowolnego rozkladu sit masowych w jej
plaszczyinie. 3) Opisany sposcb rozwigzania nadaje sig do analizy tarcz z defektami
wykqnanych z innych materialéw, dla ktérych znane sq charakterystyki o=a (g).
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PesmwmMme

METO[I TEOPETHYECKOI'O ONPEOBERENA S HAIIPSKEHHN
B XEJE305ETOHHBIX 3APMCOBAHBLIX BAJIKO-CTEHKAX

Ipencrasner crocot OLPENCICHUS HAIDAKEHHI B NepeMeineruit B Kene30beTOHHRIX 3apuco-
BAaMHEIX GanKo-creRKax. Paccysmuerud npoBenensr B lomece paspesusx Gyrruwit, Tlomyqera dyux-
1ma Upusa yopyro#t Saiko-cTrenkn AR IPOHIBONBLHOM TeoMeTpum XOETYDA, OTHOPOIABIX PAIPLIB-
HELX IDAHUIHBIX YCIOBUH M HATDYIKH. DTa (hYEXOAA OIMHMCaRA Epn DOMOLIE CHETEME! CHIIGHO CHHTY-
JSIPHEIX WBYSFDANBABIX YPABHOHHH, B KOTOPEIX  YHABSPCANBHEIMM HAPAME HBISIOTCH, JIagAble
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B 3AMKHYTOM BUE, YaCTHbIE HHTETPaNb gudbepeHIHANEHOTO YPaBHERESA OaNKO-CTEHKM HATPYIEH-
1o B croell obacTn cocpenoTouerHol cryol. Menomesys Teopiio AUCTPHOYIRI, TEOPHKY BOTEH-
uano 1 dyouio I'pang, chopMyIEPOBAHKL TPAHKTHEIC YCIOBHN B PUOKE, 3ABAHHBIC KAK YCHOBHA
Broprepea oist qacmokanuil, Hanpsoxersd i fepeMeleHns 3 3apUCOBAHON BanKo-CreHKe Onpete-
TeHBbl TPH HOMOLM CHECYIAPHEIX WHTETPATIbHbX YDABHERAHH, KOTODBIL PEIUCHL! “HCICHRLIM
ofpazoM, TIoMeNICHET TCAOBEIE HPHMEPDL.

SUMMARY

METHOD OF THEGRETICAL DETERMINATION OF STRESSES TN REINFORCED
CONCRETE PLATES WITH CRACKS

The method of determining the stresses and displacements in cracked reinforced concrete
plates is given. The solutions are sought for in the class of discontinuous functions. Green functions
ave derived for an arbiirary contour geometry, discontinuous boundary conditions and uniform-
loads. The problem is formunlated in terms of a system of singular integral equations the kernels of
which are closed-form particular integrals. of the differential equation of a plate loaded in its plane
by a concentrated force, Using the theory of distributions, potential theory and the Grreen function,
the boundary conditions at the crack are formulated as the Burgers congitions for a dislocation.
The stresses and displacements in a cracked plate are determined by means of the singular integral
squations solved mwmerically, Momerical examples are given. :
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