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STATECZNOSC DYNAMICZNA UKYADOW DYSKRETNYCH

RYSZARD G RY BOS (GLIWICE)

Znane pojecie statycznej charakterystyki wyboczeniowej uogdlnione zostalo ha przypadek
obcigzenia dymamicznego. Ma tej koncepcii oparte metode obliczania dynamicznego obcigzenia
krytycznego uldadéw dyskretnych. Rozwazania i twierdzenia ogéine zitustrowano kilkomsa przy-
kiadami badania statecznadei ukladow mehmowych o jednym i dwdch stopnizch swabody pod
obcigzeniem o przebiegu slokowynt.

1. UWAGI I OKRESLENTA WSTEPNE

Badanie statecznodel ukiadu mechanicznego pod obciazeniem statycznym nazy-
wamy dalej kréiko zadahiem statyeznym. Podobne zagadnienie lecz przy obciazeniu
szybko ziniesnym w czasie okreslumy jako zadanie dynamiczne. Ze wzgleddw aplika-
cyjnych szczegdlng role odgrywaja przyp'r.dlu obcigzen nicokresowych, kidre pow-
stajg przy uderzeniach, wybuchach, naglych zerwaniach wigzdw itd, Rzeczywiste
przebiegl takich cobciaZen zwykle aproksymuje sie funkcjami typu skokowego, jak
funkcja Heaviside’a, impuls prostokatny, itp. Dodwiadczalnie stwierdzono, e kon-
strokeja poddana tego redzajn obeiaZeniom traci statecznoéd przy pewnej krity-
cznej wartosei obeigzenia bad# impulsu. Dokladniej pojecie to sprecyzujemy nieco
dalej.

Stan kinematyczny ukiadu pod obcigzeniem krytycznym nazywamy stanem
krytyeznym. W zadaniu statycznym stan ukiadu pod. obeiaZeniem mpniejszym od
krytycznego nazywamy podkrytycznym sianem rownowagl, W zadaniv dynamicziiym
moéwimy w tei sytuacii o ruchu podkrytyeznym. Gdy obeigzenie przekroczy Wdftoéé
krytyczng méwimy odpowiednio o stanie réwnowagi lub ruchu nadkrytycziym.

- W zadaniu statycziiym stan nadkiyiyezny jest réwnicz stanem réwnowagi, lecz
odpowiada mu korfiguracja ukdadn inna niz w Ctame podl’rytyc,znym o ostainia
zwana jest konfiguracia naturabiq. : -

Obcigzenie krytyezne, dyramiczne interpretujemy w sensie Japunowe,krej fon-
cepcji statecznobci, czyli jako najwieksze obcigZenie, przy kitérym wspomniany
warunek statecznosei jest jeszeze speiniony. W konkretnym przypadku warto§¢ kry-
tyczna otrzymujerny w wyniku analizy ruchu uklady pry zmlennych warnnkach
poczatkowych, te zad zaleky od intensywnodei obcigZenia,

Trudnosé zastosowania wspomuiarej koncepeji #tateczrofei do konkretnego
ukiadu dynamicznego polega na koniecznobei wyraZnego okreflenia obszary {za-
leznego od warunkéw poczaticowych), peoza ki6ry nie moga wyjéé trajektoric fazowe.
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Celem niniejszej pracy jest wskazanie drogi analitycznej, wiodacej do okreslenia
obcigzenia krytycznego, dynamicznego. Dla wyznaczenia obszaru rozwigzan sta-
tecznych wykorzystuje sig koncepcje dynamicznej charakterystyki wyboczeniowej.
Pojecia i definicje ogdlne zostaly zilustrowane na kilku przykiadach konstrukeii
o jednym oraz dwéch stopniach swobody.

Rozwiazanie zadania dynamicznego konkretnego ukladu wymaga uprzedniego
rozwiazania zadania statycznego. W tym drugim przypadku sprawa jest o tyle
prosta i jednoznaczna, ze warto$¢ krytyczna obciazenia (o danym kierunku) zalezy
wylacznie od parametréw geometrycznych i spreZystych uktadu.

W zadaniu dynamicznym, oprécz wspomnianych czynnikéw, na obcigZenie kry-
tyczne ma jeszcze wplyw predkodc, z jaka to obcigzenie zostalo osiagnigte. Dlatego

. méwiac o obcigZzeniu krytycznym dynamicznym nalezy dodaé,. o jaki przebieg
w danym przypadku chodzi. Bedziemy rozwazaé wylgcznie przypadek obcigZenia
skokowego. '

Ogdlng teorig statecznosci dynamicznej konstrukcji pod obcigzeniem skokowym

podali Buplansky i HurcumsoN [1, 2 i 3]. Jest to rozwinigcie i nogdlnienie sta-
tycznej teorii Koitera, ktora dotyczy tzw. konstrukcji wrazliwych na niedokladnosci
(odchytki). Ogdne réwnania Budiansky’ego-Hutchinsona dotycza w zasadzie “ukda-
déw ciaglych, ale obliczenia szczegdlowe wymagaja postulowania dkresionych form
wyboczenia, co de facto oznacza dyskretyzacje modelu.

Przedstawiona dalej teoria dotyczy wylacznie ukladSw dyskretnych

2. MODELE KONSTRUKCI 1 ICH CHARAKTERYSTYK] WYBOCZENIOWE

Zespot clementéw sztywnych i odksztatcalnych sprezydcie wraz z ukladem sit
obciazajacych go nazywamy wkladem dynamicznym. Majac na uwadze uldady zto-
zone z elementéw konstrukeyjnych uzywamy niekiedy wymiennie okveslemia kon-
strukcejd.

Spoérod znanych ukladéw dynamicznych interesuje nas. klasa uklad6w, ktére
w okredlonych warunkach moga utracié stateczno&¢ w sensie Lapunowa; nazywamy
je krétko wkladami Lapunowa. Utrata stateczno$ci wiaze si¢ z przeskokiem do
nowej konfiguracji, ktéra jest inna niz naturalna. Uklad Lapunowa zachowuje po
obciazeniu konfiguracje naturalng tylko w stanie podkrytycznym.

Efektywnoéé badan analityczaych okreslonej konstrukeji zaley w pewnej mierze
od tego, jaki obierzemy dla nicj model matematyczny, Rzeczywiste konstrukcje po-
siadajg zawsze pewne odstgpstwa od warunkéw idealnych. Dotyczy to zardowno
ksztaltu ukladu (odchytki ksztaltu), jak i obciaZenia (np. mimosrodowosé Iub
lokalna nieréwnomiernoéé obciaZenia powierzchniowego), wreszcie moga to byé
odchylki spowodowane niejednorodnoécia materialowa Tub konstrukcyjna (uzebro-
wanie), Jezeli model matematyczny odzwierciedla te fakty (lub uwzglednia przynaj-
nniej jedng z wymienionych odchylek), to nazywamy go modelem ukiadu rzeczy-,
wistego. W przeciwnym przypadku méwimy o modelz lub wiladzie idealnym.

Badania analityczne modelu idealnego maja pewne zpaczenie teorio-poznawcze,
jednak obcigZenie krytyczne takiego modelu jest z reguly duzo wigksze od obciakenia
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krytycznego konstrukeji rzeczywistej. Wartodci cbliczeniowe zgodne z pomiarowymi
mozna uzyskaé tylko na gruncie teorii ukladu IZeczywistego.

Przedstawiona dalej metoda wyznaczania dynamicznego obcigzenia krytycznego
opiera si¢ na koncepcji charakterystyki wyboczeniowej. Tak nazywamy ogdlnie
wykres zaleznoci obcigzenia uogélnionego od przemieszczenia uogélnionego. Be-
dziemy rozrozma.c charakterystyki statyezne i dynamiczne.

Funkcje opisujaca obciazenie przedstawiamy ogdlnie w postaci P (£)=2if (),
gdzie A jest stala, funkcja za$ f'(¢) opisuje przebieg czasowy obciazenia, przy czym
sup f(t)=1. W przypadku obcigZenia statycznego f(¢)=1.

Dotychezas zidentyfikowano cztery typy charakterystyk statyczaych: a) syme-
tryczng, stateczna, b) niesymetryczna, ¢) symetryczna, niestateczna, d) antysyme-
tryczng. Przedstawiono je na rys. 1, gdzie linie grube dotyczg konstrukeji idealnych,
linie cienkie—rzeczywistych; stata g charakteryzuje odchylki konstrukeji rzeczy-
wistej.
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Rzedna A, punktu przecigcia charakterystyki konstrukeji idealnej z 0sig rzednych
{tzn. dla g=20) wyznacza tzw. obcigicnie bifurfcacyine. Matematycznie jest to wartosé
wlasna problemu brzegowego dla réwnania rézniczkowego, ktére opisuje nadkry-
tyczne konfiguracje réwnowagi uktadu. Problem ten formuhuje sig jako geometrycz-
nie liniowy, dla obliczenia bowiem obcigZenia bifurkacyjnego wystarczy uwzg]x;dmc
infinitezymalne ugiecia konstrulecji:

Odcinki charakierystyk oznaczone linig przerywang odpowiadaja konfiguracjom
réwnowagi chwieinej, a wiec okreslaja stany niestateczne. Tylko charakterystyka
typu « nie posiada takich odcinkéw (%), Charakterystyka typu ¢ odréZnia si¢ znéw
od pozostalych tym, Ze nie posiada odeinka standw réwnowagi trwalej w zakresie
nadkrytycznym. .

Brak odcinka niestatecznego w przypadku « powoduje, Ze konstrukcje posia-
dajace taka charakierystyke nie wykazuja przeskoku w zakresie nadkiytvcznym.
Nie sa to wiec uklady Lapunowa i jako takie nie beda przedmiolem naszego zain-
teresowatia,

Konstrukcja z charakterystyka antysymetryczng d jest ukladem Lapunowa, lecz
wykazuje mala wraziiwo$¢ na odchylki ksziattu. Jedynie konstrukcje z charaktery-
stykami typu b i ¢ sa wrazliwe na niedokladnodel; ich obcigzenia krytyczne {(statyczne,
a tym bardziej dynamiczne) sg znacznie muniejsze od cbciazZenia bifurkacyjnego Age

Poprzednio stWierdzilismy, e obcigzenie }, oblicza sig jako wartoS¢ wlasny linio-
wego problemu brzegowego. Inaczej wyglada ta kwestia w przypadku obcigZenia
szybko zmiennego. Takie obcigzenic wzbudza drgania ukiadu wokdt konfiguracyi,
kiéra odpowiada chwilowemu poziomowi obciazenia. Jezeli charakterystyka wybo-
czeniowa i w tym przypadku ma wjawni stan krytyczay ukfadu, to musi ohrazowad’
maksymalne przemieszezenia dynamiczne max g (2), te zas zalezq m.m. od przebiegn
obcigzenia. Sugeruje to odmiennodé charakterystyk dynamiczrych danej konstrukeji
dla obcigZeni o réZnym przebiegu. W celu ujednolicenia wynikéw trzeba wige przyjad
pewien typowy przebieg f(¢) jako standardowy. Majkorzystnigjszy ze wzgledéw ra-
‘chunkowych jest niewatpliwie przebieg skokowy (quasi-dynamiczny), czyli gdy P (1)=
=AH (£) (H oznacza funkeje Heaviside’a). Odpowiedni wykres funkgii 4 (max gz, g))

bedziemy nazywadé standardowq, dvramiczng charakterystykq wyboczemowq(z)

Niech obcigzenie skokowe, dziatajac na konstrukcj¢ o znamej charakterystyce
Statycznej, wzbudza drgania tej konsirukcji o dowolnie dufej ampiztudzle a (A).
Przypu$émy, Ze obcigzenie statyczne o wartoci A powoduje przemieszezenie g (4).

Przedzialem zmiennoéci przemicszezen ¢ (£, g) po obeigZeniu dynamicznym bedzie
przedzial

G H—a(h, qH+ae@]
Korice odcinkéw o dhugosci « (4), wrysowanych poziomo po obu stronach charak-
terystyki statycznej, wyznaczaja dwa punkty. Ich miejscem geometrycznym dla roz-

(1) Z wyjatldem odeinka osi rzednych w przedziale 1> 4, co jest cecha wspolng wszystkich
charakterystyk.

() O ile nie zachodzi obawa nieporozumien, bedziemy pomijaé¢ przymiotnik standardowa.
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nych wartosci 4 sg dwie krzywe, oznaczone na rys. 2 cienkimi liniam] p'rzer_.yw'anymi.
Dla naszych celéw interesujaca jest tylko Jjedna z nich, mianowicie ta, ktéra przecina
w punkcie D niestateczny odcinek charakterystyki statycznej (o ile taki' istnieje).

a b
: o - Ad
. ] !
. ?
M{ pe
_ 77 Ag \I\"\ & M
- 2 ~-F-— ~
_ R d AT doe E

W b

0 g g 94 e 9
d
Al
I _ 25 :“:::.T?i, AN
d o0 T )
. /7 ~ 3
i 6 \ g
e Yy
rd AN
— ] “';\3 i
Rys. 2

‘Fa krzywa jest wiadnie charakterystyka dynamiczng, a rzedna punktu D WYZRACZa
krytyczne obciqienie dynamiczae: A=}, Po obcigzeniu silg (skokowa) o tej war-
todei, konstrukcja przy amplitudalnym ugiecin (§+a) osiagnie stan réwnowagi
chwiejnej, a dla i>21, przeskoczy juz do nowej konfiguracji réwnowagi trwalej,
ktorej odpowiada ugiceie (statyczne) ¢,. Przy tej konfiguracji wystepnje drugic
lokalne minimum energii potencjalnej ukladu, wiec po przeskoku bedzie on drgat
wokdt tej konfiguracji.

Konstrukeja z charakterystyks symetryczna, stateczng - (rys. 2a) nie posiada
dynamicznego obciaZenia krytycznego. Natomiast w pozostalych przypadkach (rys,
2b,c.d} zawsze bedzie A,<A, przy czym réwnosé Aqa=4, zachodzi tylko dia kon-

Reeprawy Iniynierskie — 7
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strukcji idealnej, Konstrukcja z charakterystykg niesymetryczng posiada goérng As
i dolng A, warto$é krytyczng obcigZenia statycznego, wige A’<Adsﬂ

Polozenie punktu krytycznego D jest okreslone ksztaltem obu charakterystyk
wyboczeniowych, przy czym ksztatt charakterystykx dynamicznej zalezy od tych
czynnikéw, ktére wplywaja na amplitude duzych drgaii konstrukeji. Chodzi tu
o takie czynniki, jak intensywno$¢ i przebieg obciaZenia, ksztast i sprezystosc kon-
strukcji oraz (w modelach dyskretnych) wielko$¢ i lokalizacja mas drgajacych.

Dla sporzadzenia charakterystyki dynamicznej niezbedna jest znajomo§¢ ampli-
tudy duzych drgan ukiadu (geometrycznie' lub fizykaluie) nieliniowego. Obliczenie
A, Wymaga przeto w zasadzie rozwigzania ukladu nieliniowych, nieautonomiczaych
réwnan rozmiczkowych przy zerowych warunkach poczatkowych. Sugeruje to réw-
mez teoria BUDIANSKY EGO-HUTCHINSONA [1]. Ale w punkcie nastgpnym wykaZemy,
inw przypadku ukladu o jednym stopain swobody pod obcigZzeniem skokowym— po-
dejécie energetyczne pozwala unikngé rozwigzywania mehmoWego problemu po-
czatkowego, przez co obliczenia stajg si¢ nader proste.

3. PRZYKLADY BADANIA STATECZNOSCI DYNAMICZNES NIEKTORYCH UKLADOW
o DYSKRETNYCH

Uklad o jeduym stopniu swobedy (rys. 3). Sztywny stup 48 o wysokosci [ mozZe
obraca¢ si¢ bez tarcia w przegubie 4. Sprezyna lintowa o sztywnofci k, mimo obrotu
stupa, zachowuje polozenie poziome. W ukladzie rzeczywistym odchyltke reprezentuje
mimosérod &f (e=g) sity obcigZajacej. Ta ostatnia ma stale kierunek pionowy, zad
przebieg skokowy: P (t)=AH (f). Trzeba obliczy¢ krytyczng wartosé A4 obciazenia.

AH{t)

jus]

24 -.%
e

Rys. 3

Najpierw obliczymy obciazenie krytyczne, statyczne A, i bifurkacyjne Ay stosujac
metode energetyczng. Wielkodci te mozna obliczyé takZe metodg kinetyczng (czyli
przez rézniczkowe réwnanie ruchu) lub wprost za pomocg warunkow rownowagi.
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Gdy stup obroci si¢ w prawo o kat ¢, punkt przytoZenia obcigzenia obnizy sie o
{(1--cos g)+alsin g,

sprezyna za§ wydtuZy si¢ o « sin g, pod dziataniem sily ka sin ¢, (@<1). Calkowita

energia potencjalna ukladu wynosi przeto

. i
(3.1 J[f——»jka2 sin® g— Al (1—cos g+¢ sin ).

Dla uproszczenia rachunkéw pomingliSmy cigzar wiasny stupa.
W polozeniu réwnowagi energia ta osigga ekstremum, wobec CZEE0

ol ' .
(3.2) %_: qu sin g cos g— A/ (sin g-+¢ cos q)=0.
Stad
33y - - 5 _ ka* sing
3.3) . @ =~ tggte’

Dodajmy, ze jesli mimoéréd Jest zwrécony w lewo (e <0), to slup obraca sie tez
W lewo (g<0), ale wzdr (3.3) pozostaje bez zmiany, bowiem A(—gq, —&)=41(q, £).
Dla konstrukeji idealnej (s:=0) wzér (3.3} przyimuje postaé

ka?
(3.4) : Alg, O)= —cosg.

Aby zbadaé charakter réwnowagi opisanej za pomocg tej zaleznodci, obliczamy
drugg pochodng energii .

P>uU

dq?

= ka® cos 2g- A (cos g—e sin g)
Iab po wyrugowaniu 1 z pomocy (3.3} i po wykorzystaniu pewnych tozsamodci
trygonometrycznych

a*u cos? ¢
(3.5) =ka? ——(—tg® g+e).

dg? tgg+e

Ograniczajqc przedziat zmiennosci kata g do przedziatu {0, =/2} widzimy stad, 7ze
3% Ufdq*=0 dla tg® g<e, co odpowiada réwnowadze trwalej. W przypadku tg? g==¢
wystgpuje réwnowaga chwiejna, czyli niestatecznodé. Dia konstrukcji idealnej warunek
statecznoéei tg® g <0 nie moze by speiniony dla g € [0, 7/2], skad wynika, e stany
rownowagi okreslone wzorem (3.4) sa chwiejne. Z obliczeft tych. wyciggamy na
razie dwa wnioski: ) rozwazana konstrukcja ma charakterystyke symetryczna,
niestateczng (jak na rys. Ic); jej rownaniem Jjest réwnanie (3.4); 2) stan kiytyczny
konstrukeji rzeczywistej (e40) wystepuje przy wychylenin stupa o kat q=ygq,, spel-
niajacy réwnanie tg3 ¢, —e=0 lub '

lgsj=Arc tg |e|1/3.
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Podstawienie tej wartosci do wzoru (3.3) daje obciazenie krytyczne, statyczne kon-
strukeji rzeczywistej: ‘
2

; ka
(3.6) - i (&)= [ (14243)302,
Obciggenie bifurkacyjne dotyczy konstrukcji idealnej, wige
ka?
S I =25 0= =7
Przechodzgc do zadania dynamicznego korzystamy z réwnania Lagrange’a::
. d T aU ‘
- — -—_'+——'-*~= N
. dr 8¢ . Oy

1 ..
gdzie T =?JA ¢? oznacza energie kinetyczng slupa, ktéry w mysl zaloZenia. jest

jedynym «bezwladnymy» elementem ukladu (J, jest momentem bezwiadnoSci stupa
wzgledem osi obrotu). Uwzgledniajac (3.2) otrzymamy rézniczkowe réwnanie ruchu:

w1 T
(3.8) | Jag +? ke sin 2g—P (1) (sin g +& cos g} /=0,

Jesli obcigzenie P (¢) ma przebieg dowolny, to rozwiazanie tego réwnania jest nader
klopotliwe. W przypadku obciazenia skokowego trudnosci znikajg, poniewaz kon-
strukeja jest wiedy uktadem zachowawczym, wiec do tego przypadku odnosi sig
zasada zachowania energii mechanicznej:

(39) TU+UU=Td+Uch

gdzie indeks o oznacza chwile poczatkows, indeks J chwile, w kt6rej stup wychylony .
jest maksymalnie, tzn. g=max g (¢, })=g, oraz g=0. Uklad nie byl wstepnie od-

T
ksztalcony (Uy=0) i nie posiadal na poczatku energii kinetyczncj (T5=0). Ponadto
przy maksymalaym wychyleniu 7' (§)=7,=0. Z réwnania (3.9} wynika wige, Z& - -

(3.10) U,=U (g)=0
lub po uwzglednieniu (3.1) dla A==2

1 . : :
(3;1}) 5 ka® sigz ga—Aql{1—cosqgete sin g,)=0.

Oprécz tego na mocy wzoru (3.3) m_amif . “
ka*  singy
f .tggd,_}_g:'bd’.

(3'12) _ | S i(&'d,ﬁ)z

co po uwzglednicniu w (3.11) daje (dla sin ¢;#0) -

1 . e
(3.13) —sin %"@;’g(l —COoSs qé+a sin g,)=0.

2
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a po uporzadkowaniu

. (F+e?) sin® g, +4e sin? ¢,-6? sin g, — de=0 .
- Stad

(3.14) siegu=(4e)' 2 +0 (63%)  (jsl<l)

i ze wzoru (3.12) otrzymamy krytyczne obciazenie dyljami'czne

ka? 3, -1
(1 -+ 25 o
" .(T 2 V2 ) '

Wynik ostateczny .stara,my si¢ przedstawi¢ w postaci Aaf2s==1 (Af2).

W tym celu eliminujemy 2 réwnas (3.6) i (3.15) parame(r & i otrzymujemy’

B . .;{,d"([(.}.s)z/a‘_}u 3 3[[ (-25)2/3] -1
(3.16) o _l 7 BN 211 7”} .

Wylkresem tej funkeji jest krzywa ! na Tys. 4.

Ra’/ﬂs%
]

10

(Skala ¢ dot. kraywej <)
Rys. 4

Na marginesie obliczen dotyczacych preykiadu szezegolowego imteresijace jest
Zestawienie ogdlnych warunkow, kidre wykorzystaliémy do obliczenia krytycznych
obcigzen. O ile w zadaniu staiyczsnvm bylo

U (g Ay . P UG )| .
@an _ 20le. 1) o, LY@ =0,

6:] =gy ’ 3{]2 : T=gg
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o tyle w zadanin dynamicznym skorzystalidmy z warunkow

3U (Q’» j'd')
SUN Uga A)=0, P s
przy czym
U (0, 1)=0.

Te ostatnie jednak sa poprawne tylko w odniesieniu do ukiadu o jednym stopniu
- swobody, obcigzonego sita o przebiegu skokowym. Wéwcezas g4 jest najmniejszym
co do bezwzglednej wariofci rozwiazaniem ukladu réwnafi (3.18). Gdy ukiad ma
dwa lub wigcej stopni swobody, to na ogdét nie ma takiej thwili >0, w kidrej energia
kinetyc'zna uktadu bylaby réwna zeru, wobec czego plerwszy spo$rdd warunkéw
(3.18) nie obowiazuje i efektywnoéé przedstawionej metody maleje.

Inny uldad o jednym stopnin swebody. Weimy poc{ uwage model przedstawiony
na 1ys. 5 z migkka charakterystyka sprezysta, czyli dla F=ki{g+bg>), b<0. Obli- .
cZymy obcigZenie krytyczne A; ptzy pomocy warunkow energetycznych (3.18).

Rys. 5

Uktad ma wychylenie wstepoe &f (g=:), przy ktérym sprezyna jest nieodksztat-
cona. Odchylenie to powoduje przemieszczenie lewegd przegubu o
2 -V P (e 1=2(1 -V 1)~ fe?,

Gdy po obciazeniu masa przemiesci sig o /g, na lewym przegubie nastgpi przemiesz-
czenie

e+ —1Ie?=1{2eq+4%).

Energia potencjalna ukladu wynosi wowczas

e 1 1 _
(3.19) U= [ K (g+bq?) dq—ll(23q+q-’*)=—2-kl2(q2 + bq“)—ﬂ(2eq+q2).
) _

Z warunku
aUu
C(3.20 —aE-=kl2 (g+bg>—2M (e+q)=0
otrzymamy zwigzek miedzy obcigZeniem 1 przemieszczeniem statycznym masy:
Kl g+bg® '
Ma =g o

Jest to zarazem réwnanie staiyczngj charakterysiyki wyboczemowej, ktéra jak widac,
jest réwnie? symetryczna, niestateczna.
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W przypadku konstrukeji idealnej (6=0) mamy
ki ki
A{g, O)=-? (14+84%, A=4(0,0 e
Obliczenia podobne do wykonanych poprzednio, z wykorzystaniem warunku (3.17)2,
prowadza do uwikianej zaleimosci miedzy A /4, oraz e:-

' LAY 27 A2
(3.21) i — }'{b R = —.?4..-& sz T .
. - b

Przechodzyc do zadaria dynamicznego wykorzystujerny warunki {3.18). Po
uwzglednieniu wzordw (3.19), (3.20) oirzymamy :

1 )
Ap Q’d'*'? bq,?)“}m (Re>q.)=0, A (g4 +bq(:ri)f Agf{e T q4)==0.

\
Rugowanie niewiadomej g, daje zaleZno$é miedzy 1./, oraz &:
3.22 (1 A 271;‘2(’1")2
(3.22) ‘ ,1,,)“ 2 %\

Mosna jeszeze z réwnafi (3.21) 1 (3.22) wyrugowad parametr odchylek i wowezas
ofrzynranty

1 e A
A A ()m )2
(3.23) -- ——}‘:‘m’;_' _’2 lls . i

Wykresem tej funkeji jest krzywa 2 nd rys. 4. Wzér powyZszy otrzymali wezesnie]
Bupiansky i HUrCHINSON [1] na innej drodze.
Ukdad o dwéch stopniach swobody (rys. 6) ma dwie jednakowe sprezyny o charak-
terysiyce :
Flq)=kl(q.+bg]) (k>0),

{(11

M A
B L I S T )

bz

yé,; ] %’\"i ~. % /// — ?5
=" e/ & ’
T
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ktora moze byé sztywna (b>0), mickka (6<0) lub liniowa (b=0). W przegubach
wewnetrznych skupione sa jednakowe mmasy M, ktore pod dzialaniem sity osiowej
o przebiegu skokowym, P (¢)==kIH (¢} ulegsja malym przemieszezeniom /g, (i=1, 2)
Trzy jednakowc prety (o dlugodci [} sg sztywne | niewazkie. W stanie nieobciqzonym
konstrokeja posiada male odchytki /g; od prostoliniowodci.

Obliczymy najpierw parametr 2, obcigZenia krytycznego, stalyczrego, Stosujemny
metode energetyczng. Sprciyna wydluzona o /g; ma energie sprezysta

ai I
\i“_[ kI? (g + ba) dg *——Mz ((f, T?b'] ) (i=1,2).
4]

Odpowiednio dia dwdch sprezyn mamy
1 s oy L
U=Ug + U= k? |4} +q3 +5bg (g1 +ap) |-

Obliczamy przemieszezenic poziome przegubu skrajnego. Odchylki ﬁe\vodujq,
iz odipg}occ migdzy przegubami skrajnymi jest muiejsza od 3/ o

Ae=3l 1V I=g% =1V 1= (G2 4.7 V-
=1(g} +4} a1 g+ 0
Po obcigzeniu odlegtosé 37 ‘zmniejszy sipe
A,j+'q-”-“-“'{’(f}[-+qz)’2+(f;z +4,P—(g, +9:) (g2t g2)+ |
| 1 .. i
+“§"(’€’1+€1)4+“é("1'2'%‘*9’2_{’1"‘9'.1)4+'§"(512TE%)4]+0 (c}'f)..

Przemieszezenie przegubu skrajnego spowodowane wy%qcaue 0bc1¢z#mcm wynosi
wige
d=4d;

gta’

a catkowiia energia potencjalna nkladu po obcwgemu sily P

: 1
(3.24) U=U,—-Pd= jklf’{qr"ffﬁ——b(qﬁ )]
-~ Pl [qiﬁ—qi‘q; @2tqy Qgi— 4 —q2 (g1 —2g2) +

1. 1. 1 ‘
‘Fg(gw—l-ql)”'g{qﬁ% Gi-q )t (quq)]JrO(t}f)-

W notozaniu réwinowagi energia ma wariofc siacjonarng, 10 2naczy

au ol

3(]1 . ., ) aq:’.
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lub
[ P I .
,(q1+bqf)—ﬁ. 20, —q:4 29— ¢, +’§“ (gi+aq.) ‘?(%4‘?2—6]1*‘]1)3 +
+0(gf)=0,
(3.25) _ ) I _
(Qz‘f“bf]g)_}» 2¢,—q. “5}1 ‘5‘25’2 +"5(&2+92)3 4'*27 (f}z"f‘flz_g;l g P+

| 40 (gH)=0.

W stanie krytycznym ponadto musi byé spefniony warunek
| FU U (WUV
24, 00,1 ="

g7 g2

czyli

o . 3 3 R
(3.26) . {(1_.}.35‘]1’4)—}“ [2 + ?(QL +q;)* +7 {g2+g:—q, “'9'1)2]}“'
3. 3, .
® (J+3bQ§)“‘% 2+ ?(92‘}"9’2)2+""2_(113+C]2-QL%4’1)2 -

3 2

S IR CRPR R ()
Réwnania (3.25) stuza do wyznaczenia wspotrzednych g,=q, w stanie krytyeznym,
nastepnie z (326) mozna obliczyé parametr krytyczny A=7,. Obcigzenie bifurkacyjne
Ay wynika wprost z réwnania. (3.26), .w ktdrym trzeba odrzucié wyrazy nieliniowe
oraz podstawic¢ g, =g, =0. Wtedy otrzymamy '
- ' (1-20)* = 22=(1~32) (1 - 1) =0,
stad wynika wprost A,=1/3 (P,==k/[3).. _ .

Uwzglednienie tej wartodei w (3.25) prowadzi do wiiosku, e gj,= — ¢y, cayli
ze nadkrytyczna konﬁ‘gts:écja uktadu idealnego jest antysymetryezna (rys. 6a).
‘Yen wynik sugeruje, e i uklad rzeczywisty nieliniowy po- wyboczeniu przyjmuje
te konfiguracije. - : ' T o

Przechodzae do obliczenia parametru A, zakladamy, ze uklad ma Jjednakowe
odchylki w sengie réwnode f;l: —ga=r. Konselwenciy tego, jak réwaieZ symetrii
uldadun, jest postulat ' ' : : :

(3.27) L Ry,

Drzigki termu zamiast dwéch réwnan (3.25) otzzymamy jedno -

. ) 3 o
(3.28) = q’s+f’q§'-3ﬁsm+€}[“‘2(93-%6)2]4-0(95):0, o
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réwnanie za§ (3.26) przyjmuje postaé

J

' 9 3
| +3bq§—3l{1 + E(fzﬁr&)z}} {l +3bg; — A [1 + 3(qs+£)2j}=a,
Stad dla A=A, wynika
-9 ‘l
(3.29) 14-3bg2 34,1 F T(qs-m)zjzo,

Wyrazenie bowiem w drugim nawiasie {...} odpowiada drugiej wartosci krytycznej
Lt :

Réwnania (3.28), (3.29) zawieraja tylko dwie niewiadome: As ¢ lecz ich obli-
czenie nie jest tatwe ze wzgledu na wysoki stopien réownafd. W dazenin do uzyskania
wzorn J,=A, (b, &) wygodnie bedzie réwnania te rozwigzaé wzgledem A, 1B, a wynik
traktowa¢ jako parametryczne réwnania poszukiwanego wzoru:

As= s (g5 £); b=b{g, ¢}
Parametrem jest ¢, Obliczenia sg nader proste, réwnania bowiem (3.28), (3.29) sa
liniowe wzgledem 1 i b. Z dokladnoéeia do wyrazéw O (&%), O {g;) otrzymujemy

9
1e ( 3 )‘Jq 35153—8(1—*545)
. b=

5|
= 1= |1+ =¢? .
¥ g 3

Lo e 2 2a3+302 (145 2)

Wyniki obliczeft obrazuja krzywe na rys. 7. Widoczny jest silnie redukujacy wplyw
odchylek na obcigZenie krytyczne, zwihaszeza gdy spreZyny maja migkka charak-
terystyke (b<0).

Badanie statecznodci dynamicznej wymaga obliczenia amplitudy drgan wzbudzo-
nych naglym obciazeniem. Charakterystyki wyboczeniowe trzeba w ogdlnym przy-
padku wykre§laé w przestrzeni tréjwymiarowe) A gl q, (rys. 8). Jednak dzigki sy-
metrii dyskutowanego ukladu charakterystylc.a statyczna jest krzywa plaska, mia-
nowicic lezy w plaszczyZnic pionowej o réwnaniu g,=—g,. Dotyczy 1o ZarOwWno
charakterystyki ukladu idealnego, jak i rzeczywistego (e#0).

Charakterystyka dynamiczna jest pobocznicy stozka eliptycznego, ktérego osia
jest stateczny odcinek OC*S charakterystyki statycznej. Przekrdj stozka plaszezyzng
pozioma nazywamy efipsq drgan (rys. 9). Jej osie na ogol nie sa réwnolegle do osi
ukiadu wspohrzednych Og, g,, poniewaZ gy (f), g2 (f) nie s3 wspélrzgdnymi ghow-
nymi. Pélosie elipsy reprezentuja amplitudy drgan giéwnych. '

W chwili obeiazenia (£=0) sila skokowa o wartosci A< A, punkt reprezentatywny
przeskakuje wzdluz pobocznicy stozka na elipsg wiadciwg danej warto$ci A, po
czym (dla £<0) obiega po niej dopéty, dopcki dziata cbeiaZenie. :

Jesti A=2,, to elipsa drgafi styka sig (w punkcie D) z niestatecznym odcinkiem SD
charakterystyki statycznej. A zatem dla 13 4, nastapi przeskok na tg galgZ charak-
terystyki, co oznacza nirate statecznodci. Rzgdna punkiu D wyznacza przeto kry-
tyczne obecigienie dynamicrne, '
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Wyznaczenie amplitud drgad wymaga rozwiazania rézniczkowych réwaan ruchu:

i 1
Ml +Kk (g, + bg?)—~ Akl [2 (s +8)~(@2—8) ¥ (g +ef =5 (g1 ~2E)31=0,

‘ l 1
Mg, + k! (g, -I-bqi}—uﬂdl—(q[ +e)+2(g—¢) +—2— (g2—2)° +5 (g4, m25)3]=0

przy zerowych warunkach poczatkowych

g, (0)=q, (0)=0, ¢, (0)=4, (0}=0.

W réwnaniach powyzszych mozna pomingé wyrazy mate O (&%)
1 . 1 7
i+ (1-20) g+ g +10— ?l 4t +?)~ (g2—q =

| )
=3el [i + Y qf +2 (9'2_ "fh)zjn
(3.31)

i i __
G+ (1—-22) g, + g, +(b_ E‘A) 7 “?'1(42—{71)3=

: t
== —3ad [1 + 5" qg'i'?- (9‘2—‘}1)219

poszukiwanie rozwigzag nastrecza duZe klopoty. Z powodu nicliniowoscl réwnan
(3.31) nie mozna ich np. rozdzielié przez wprowadzenie wspéhzednych gldwnych,
jak to sig czyni w ukladach liniowych. Jezeli bowiem réwnania (3.31) kolejno odej-
miemy i dedamy stronami, to otrzymamy

1 ' .
{g1— )" +(1 =32 (g1 — q2) +(b - 7/1) (@3 —43)—A (g1 —q2)° =

‘ . 1
(3.32) ) ==6al [1 + Y (g7 +q3)+2 (ql—qz)z]l,

i 3
(g1 +42)"+(1-4) (g1 +‘J’2)+(b - 7’1) (‘??""qg):"‘? &l (‘Ii“"‘i’é}-

Jak z tego wida¢ podobny uklad dynamiczny, lecz liniowy, ma wspohrzedne glowne

{(3.33) ) Q’1_q.z$?7.-n fh"'f]zg—i??_b
- oraz czgstodel wiasne ;
(3.34) - =V 134, wy=V 14!

Scislej mowiac sq to czestodel bezwymiarowe, ale odpowiednie wiclkodel mianowane

OiIZymamy po pomnoZeni PLzcz l/ kfM .
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Jezeli teraz przetraﬁsférjhujemy uklad (3.32) na wépé}rzgdne (3.33) (zwane dalej
quasi-gldwnymi), to otrzymamy
R I S U 171\
Hat @ n,— Ay +-I b~ 72 Gr, + 35 pe=06e 11+ ?;ﬁ +—8—‘fy,f ;
- (3.35) o L :
W, 1 . 3
ooy ity T b~ 5 A Gt o= &M 1y -

Czegéci liniowe ulegly wprawdzie rozdzieleniu, ale uklad réwnan jako calosc jest
nadal sprzezony przez wyrazy nicliniowe. Gilgbsza analiza wykazuje jednak, iz sprze-
Zenie to nie jest jednakowo silne dla obu wspotrzednych. Mianowicie przepisujac
(3.35) w postaci

- _ . 1
(3.36) ataag [1=P (1as 1715)] 7,662 ( L+ wg—,,g) ;
(3.37) e+ @) (L~ ¥ (1, 1)1 7,=0,
gdzie ' |
' 91—2b 31—6b 51

WF B (e 1) —‘ﬁ%‘?ﬁ:‘ + ‘_87*};1,,2 +? el ,

(3.38)
, o A=2b 3

@y ¥ Ol )=~ Gy + 1)+ - el
widzimy, ze podstawiepie #:=0 w (3.36) daje réwnanie
(3.39) L Tetep {10 (1, 0)] 5,=6el,

ktdre minmo zerowych warunkow poczatkowych, lecz z powodu niejednorodnosc,
ma nietl‘ywialne rozwigzanie 7, (v, A}=0.
Natomiast podstawienie #,=0 w (3.37) daje

(3.40) 7 ;‘}b"f' CUE (L= (0, #,)] 1,=0

lecz odpowiedni problem paczatkowy ma jedynié trywialne rozwigzanie 7,=0.
Okazuje si¢ wiec, Ze drgania guasi-gléwne formy « sa wzbudzane obcigzeniem
skokowym bezposrednio, natomiast drpania formy b—parametrycznie przez drgania
formy a. Sytuacja taka powstaje niewatpliwie w zwiazku z postulowana konfigu-
racja poczatkows uklfadu, kiéra koresponduje z drganiami formy @ (tzn. antysy-
metrycznymi, (por. rys. 6a). - :

7 tej analizy wyciagamy pewne wiioski odnosénie do metody przblizonego rozwia-
zanja problemu poczatkowego. Stosujac algorytm metody iteracyjnej rozwiazemy
najpierw problem poczatkowy dla réwnania (3.39), a wynik w postaci funkgji #? ()
podstawimy do réwnania (3.37), z kidrego po rozwigzaniu otrzymamy #{" (z);

bedzie to rozwigzanie pierwszego przyblizenia.
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£
W podobny sposéb mozna wyznaczyé drugie i dalsze przyblizenie, chociaz
stopien komplikacji réwnan szybko roénie. Ograniczymy si¢ do obliczenia amplitud
drgan w pierwszym przybliZzeniu.
Rownanie (3.39) mozna rozwigzaé kilkoma metodami przyblizonymi, ktére sa
znane w dynamice nieliniowej. Wybierajac metodg Krylowa-Bogolubowa przepi-
sujemy wspomniane réwnanie w postaci guasi-liniowej:

(341) 7}0"{_0)5 ?IG::EF(UG):

91—2b
8

51
(3.42) ' F(r],,)aév),—i-T Aptend, s

Rozwigzanie drugiego przyblizenia postulujemy w postaci

cosn
{3.43) Ha==0 COS iy +& 2 A, {a) W

r=0
n#1l

gdzie ogdlnie

p@)=0,(@r+0 (f=const),

2,0, " Prow),
=0t a
2=
A(;,(a)zw = j F (a cos y) dyr,
D g,
1

Ay (@)=

az=l.

W konkretnym przypadkuo funkeji F okreflone] wzorem (3.42) mamy

A N 51 2) . Jea®
AT T O AT T
(3.44) ;
514a? - ed®
A= ““g“a");z—_, 7 A= — e

itd. Spelnienie zerowych warunkdéw poczatkowych wymaga, aby
acos 0—sdy (@)=0, —aw,sin =0;
zatem d==¢A4,, 0=0 oraz
cos my
(3.45) - fa ()= — o [1 —cos 2, (Ao) cl+¢ 2 Ay (Ao} 7

Podstawienie a=z4, do wzoru (3.44) daje rownanie kwadratowe:

0’ I6

8
st T At =0
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ktdre dla A3 (1-+¢)/T7)]7! ma pierwiastek rzeczywisty
3.46 A o
(3.46) oM T3y

Celowe jest wprowadzenie drugiego (oprécz &) malego parametru

: Jed \?
ﬂ@aﬁﬁ_ y

e 32
Teraz wzory na A;, 4,, As, 2, przyjmuja postad
Qi A(91-2b) 5lg A
A=y, A= e ———,
4 (131 2 1-31
_n 9A-2 u
3T TIoai ST T gy 04-20),

Zachowujac trzy pierwsze wyrazy szeregu we wzorze (3.45) otrzymamy rozwigzanie
problemu poczatkowego dla réwnania (3.41) w drugim przyblizeniu ‘

3.47 P [ 64 e 2 5y — A 9425 3J
(3.47) 2V {()=¢ 1—31( —COS ) 3 _1“3)-(:03 v 64 1-31 -cos 3

gdzie
' w=£, (%, b, u)1.

Fak widaé amplitudy wyiszych harmonicznych szybke malejg ze wzrostem rzedu
harmonicznej. Amplituda drgaf wedtug formy antysymeirycznej Wynosi w przy-
blizeniu

1202 [[+ u ( ; b )] 122
(.48) P T e \ T e 1 T

Zanim przejdziemy do obliczenia amp #, zwréémy uwage na elipse drgad, wy-
kresiong dla A=24, (rys. 9.. Jej polosie sg rdwne amplitudom drgan guasi-gtéwnych.
Poprzednio stwierdziliSmy, Zze z powodu symetri ukiadu charakterysiyka statyczna
jest krzywg plaska. Jej rzut na plaszezyzne Og, ¢, jest przeto prosta O'C*¥85* D,
dwusieczng kgta prostego miedzy osiami Qg, i Og,. Fakt ten znakomicie ulatwia
wyznaczenie wspélrzednych punktu krytyeznego I, Mianowicie

/2 /2
dra=q. 'i““;"? amp i, (A}, Gra=d2. "}T amp #, (A).

Poniewaz wspolrzedne punktSw lezgeych na tej prostej spelniaja relacje gy == — gro =
=g, t podobnie ;3= —q,,=q,, Wicc WZOTYy POWYZsze Ieprezentum W gruncie rzeczy
jedna zaleznosc

61/2¢el,

1=-34, '
Uwzgledniono tu od razu wzér (3.48) na amp a (1) dla A=1,. Jak w;dac obliczenie
amp #, jest w tym przypadlu zbedne.

(349) ) qdzqc +
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Dla dalszych obliczeri istotny jest fakt, Ze zaréwno punkt C, jak i D leZa na
charakterystyce statycznej (rys. & z tym zastrzezeniem, #e pierwszy leZy na statecz-
nym, a drugi na niestatecznym odcinky tej krzywej. W kazdym razie wspotrzedne
obu punktéw musza spehniac réwnanie (3.28), w ktérym zamiast A, trzeba podsta-
wi¢ A, Tak otrzymujemy ' -

9 27
(3.50) (?)Ld—b) q3+—2—aﬁ,, g —{(1-34y) g-+3ed,=0.

W okreslonym przedziale wartodci b 1 & réwnanie to ma trzy pierwiastki rzeczy-
wiste, z ktérych mmniejszy, dodatni okresla wspdtrzedna g., a wigkszy ¢a. Podsta-
wienie tych wartodci w (3.49) daje réwnanie z jedng niewiadoma 4,. Poszukiwana
warto$é krytyczna obeigzenia dynamicznego (skokowego) réwna sig Ay kL
SzczegStowe obliczenia sg doéé ucigzliwe ze wzgledu na wysoki stopien rownania
(3.50) i jeszcze wyiszy stopien réwhnania koficowego dla A, W przyblizenin pier-
wiastki ¢., g, moZna oszacowaé Z dwdch réznych rownad kwadratowych. Wspdt-
rzedna g, jest bardzo mata (g. <gs), wigc szefcienny wyraz rownania (3.50) jest maly
wobec pozostalych. Dlatego g, oszacujemy jako mniejszy pierwiastek réwnania

27
3—3)1(, g*—{(1-32,) q+3e2,=0.
Stad
) 6el4
(3.51) qLNT:E';{:.

Wspdirzedna ¢, jest ziracznie wigksza od g.. W tym przypadku wyraz wolny 3edy
jest maly wobec pozostalych wyrazow réwnania (3.50) i dlatego g, moZna 0szaco-
waé jako wigkszy spofrod dwdch plerwiastkéw réwnania

9 27 :
= ta=b g+ eha 4= (1329 =0.

]/ 2 (1—34y) VTehg

=Y oy o 2(94,—2b)

Wykorzystanie tych wzoréw we wzorze (3.49) daje poszukiwang zaleznodS f (e
&, b)=0w postaci uwiklanej:

L /2 (1-31) 27ed, | AU+YD) (9,14—25)}
/ @ i 7
(3-52) ¥ 9%,—2b 2(9,1{,_—25){ 9 (1—32,) '

Stad

Jej obrazem sg krzywe na tys. 7a (linie przerywane), wykreslone dla trzech wartoéci b,
charakteryzujacych sprezyne sztywna (b=1), miekky (b=—1) i liniowa {(b=0).
Wykres ten stanowi rozwigzanie problemu statecznodei dynamicznej uldadu przed-
stawionego na rys. 6. Widoczny jest silnie redukujacy wplyw odchylek na obcig-
zenie krytyezne. Np. juz dla e=0,02 krytyczne obciggzenie dynamiczne stanowi ~89%
obcigienia statycznego.




STATECZNOSC DYNAMICZNA UKLADOW DYSKRETNYCH 443

4, WN10sK1

Przedstawiona teoria oraz przyklady obrazujg ogélng metode wyznaczania dy-
namicznego obciaZenia krytycznego ukladdw dyskretnych. Cel osiaga sig stosun-
kowo prosio jedynie w przypadku uktadu o jednym stopniu swoboedy pod obcia-
Zeniem skokowym. Model ¢ dwoch lub wigkszej liczbie stopni swobody wymaga
juz rozwigzania problemu poczatkowego dla ukiadu réwnan rézniczkowych, nie-
liniowych ze wspolczynnikami okresowymi. Sprawa komplikuje sig jeszcze bardziei,
gdy uklad jest niesymetryczny, a przebieg obcigzenia dowolny (rézny od skokowego).

W tym przypadku, jak si¢ zdaje, jedyna droga do obliczenia wartodci 2, pro-
wadzi przez numeryczne badanic przebiegu rozwigzan uzyskiwanych kolejno dia
coraz wiekszych wartoel parametru’l.
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PeszwmMme

OUHAMWYECKA VCTOMYHBOCIS JTACKPETHBIX CUCTEM

HzeecrHoe NOHATHE CTATHYECKOH XapaxTeprCTHkY BuIydmBanust 0Go0meno Ha cliyyail muHa-
Muyeckol Barpysxd, Ha 270l KOHHEMIEY OCHOBHIBAETCA METO BEIMACHEHAS THHAMHYECKOH KPHTH-
Yeckoll HATPYSKE ABRCKPETHEIX CHCTEM. PaccymIcHEst A 0OMAe TeopeMsl MIHICCTPHPYET HECKOIBK)
TOPAMEPOB HCCACTOBAHKS EETAHCIALIX CHCTEM C© ONHCH HAH ABYMS CrelleHaMB ceoDombl DO Marc-
BOH Harpysxoi,

SUMMARY

DYNAMIC STABILITY OF DISCRETE SYSTEMS

The well-known approach to the problem of buckling under static loads is generalized to the
case of dynamic loading and applied to the analysis of dynamic stability of discrete systems. General
theorems and details of the procedure are illustrated by several examples concerning the stability
of nonlinear systems with one or two degrees of freedom, subject to loads expressed in terms of
step functions of time.
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