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SCISLY ELEMENT OBROTOWO-SYMETRYCZNY DLA CIENKIEJ
POWLOKI SPREZYSTEJ

ZENON WASZCZYSZYN | ADAM MLODZIANGWSKI (KRAKOW) %)

Podano numeryczng métodt; obliczania macierzy sztywnosci i wyjéciowych reakcji. Oparto sie
na metodzie macierzy bazowej przy catkowaniu kanonicznego uktadu réwnan powloki. Uklad ten
wyprowadzorto z réwnar linjowej teorii Sandersa powlek cienkich. Przedstawiona metoda e korzys-
ta zupelnie z pojecia funkcii ksztatty, przy czym liczba ‘stopni swobody wezla jest zawsze rowna
czterem, a dokladnosé rozwiazania zalezy jedynie od dlugosci elementu w przypadku powlok z efek-
tem brzegowym i stosowanych wzoréw numerycziego calkowania. Yako przyklady liczbowe obli-
©zono macierze elementéw stozkowego i hiperboloidalnego.

1. WsTgp
1.1. Uwagi ogdlne ’

Teoria cienkich powlok o ksztalcie obrotowo-symetrycznym jest bardzo dobrze
opracowana. W zakresie liniowym moina skorzystaé z rozwinigcia wielkodci kine-
matycznych i dynamicznych w szeregi Fouriera zmiennej obwodowej, co w rezultacie
prowadzi do problemdéw przestrzennie jednowymiarowych (w opisie lokalnym do
réownai rozniczkowych zwyczajnych). Pomimo tego obliczenia byly Zmudne i czgsto
przyblizone. Dopiero wprowadzenie maszyn cyfrowych i metody elementéw skon-
czonych (MES) w szczegdlnosei doprowadzito do ogdluych algorytméw. Algorytmy
MES zunifikowane na poziomie calej konstrukcji (globalnej struktury) wymagaja
wyspecyfikowanego elementu skofczonego (ES).

W opracowaniu niniejszym ograniczymy si¢ do analizy ES, przy czym dla WYpro-
wadzenia macierzy sztywnofci K i wektora wstepnych reakcji F postuzymy si¢ metoda
niestandardowa.

W MES dla aproksymacji sktadowych wektora przemieszezenia u uzywa sie wielo-
miandéw o liczbie wspétezynnikéw niezaleznych n odpowiadajacej liczbie stopni swo-
body elementu. Doktadnosé aproksymacji mozna podwyzszaé badz przez podnoszenie
7 (a wige stopnia wielomiandw), badz tez przez zwigkszenie liczby ES (czesto lokalne
zageszezanie, np. w strefie efektu brzegowego). Podstawowe kryteria MES [14],
& zwlaszeza Kryterinm ruchu sztywiego, sa spelnione bad? przez dodanie dodatko-
wych wyrazéw trygonometrycznych [2], badz tez przez wprowadzenie elementéw
izoparametrycznych [14]. Elementy izoparametryczne pozwolily teZ na Prostszy
opis odksztalcenia powierzchni zakrzywionych.

*) Praca wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12, | Wytrzymalodé i optymalizacja
konstrukeji maszynowych i budowlanych™,” keordynowanego przez Instytut Podstawowych Pro=-
bleméw Techniki PAN,

Rozprawy Inzyniersikie — 7
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Obok takiege standardowego postepowania prébowano stosowaé $cisle ana-
lityczne' rozwigzania dla funkcji ksztabtu (funkeji przemieszozedl). Wymienié tu
mozna prace dotyczace elementdw stozkowych [6 1 11], cylindryeznych [4] i plyt
kolowych [91.

Postepowanie takie jest jednak ograniczone do waskiej klasy plyt i powlok,
dla ktérych mozna podaé jawne analityczne rozwigzania. :

W pracy tej podjgto my$l postugiwania sie Scistymi rozwmzmlaml lecz uzyski-
wanymi nie analitycznie ale czysto numerycznie. Mozna w ten sposéb zbudowaé
macierze elementu dla dowolnych powlok obrotowo symetrycznych, przy czym
liczba stopni swobody elementu bedzie zawsze rdwna SSE=8 (dla stanu osiowo-
-symetrycznego SSE=6). Liczba SSE odpowiada liczbie skladowych wektora stanu
ukiadu réwnaf kanoaiczaych, ktéry wyprowadzimy na podstawie teorii SANDERSA
[12], Rownania te beda rozwigzywane przez zamiang zagadnienia brzegowego row-
nowaznym zagadnieniem poczatkowym. Wykonanie odpowiednich algebraicznych
operacji macierzowych na wyntkach uzyskanych z numerycznepgo catkowania pro-
wadzi do poszukiwanych macierzy elementu K i F.

1.2. Zalozenia

W odniesieniu do elementu skoficzonego przyjmujemy nastepujace zatoZenia:

1. Oprzemy si¢ na liniowej teorii Sandersa powlok cienkich; w szezegdlnogel
rozwaZania ograniczamy do powierzchni' srodkowej, gdzie obowiazujg hipotezy
Kirchhoffa-Love’a.

2. Powierzchnia érodkowa jest obrotowo-symetryczna, ograniczona brzegami
pokrywajgeymi sig z kolami réwnoleznikowymi.

3. Elemen{ skofczony jest powloka krétka o stalej gruboéci.

4. Materiat jest liniowo-sprezysty, izotropowy i jednorodny.

5. Obcigzenie jest statyczne i ma jedna plaszezyzne symeirii, a w przypadku
temperatury zaklada sic dodatkowo jej lintowy rozkiad wzdiuz grubodei powloki.

1.3. Oznaczenia

A,B
A (L)

By, B, macierze warunkéw brzegowych,
o wspolczynnik rozszerzalnosei liniowej, -

wspdlczynoiki 1 formy kwadratowej powierzehni $rodkowej,
macierz ukladu réwnan kanoniczaych,

f=— ——A—iw 1 kat obrotu normalnej do powierzchni Srodkowej,

=M da f=1
E

{2 dla j=0

Er1, 822, £12

wspOlczynnik w macierzach K i F,

modut Younga,
odksztalcenia powierzchni $rodkowej,
wektor wstgpnych reakc,

grubos¢ powioki,

indeks brzegdw clementu,
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macierz jednostkowa,

numer harmoniki (wyrazu szeregu irygonomeirycznego),
indeks kierunku glownych linii krzywizn: k=1 — potudnikowy,
k=2 -— obwodowy,

macierz sztywnosci,

przyrosty krzywizn 1 spaczenie powierzchni drodkowej,

momenty i sity podiuzne, '

intensywnodcei zas‘epezych sil brzegowych (na jednostke dhigosei huku
0 promieniu p),

zastepcze siiy brzegowe,

wspdiczynnik Poissona,

wektor obcigzen,

welktory uogolnionych przemieszezen i sit brzegowych,

macierz sztywnosci dla jednostkowej diugosei uku,

promienie krzywizn,

promiert kola rownoleznikowego,

sity poprzeczne
roznice temperatury (rys. 3),

zmienne niezalezne: poludnikowa { obwodowa,
przemieszczenia wzgledem ukladu lokalnego,
wektor stanu w ukladzie réwnaf kanonicznych,

Dla wygody zapisu elementy macierzy jednokolumnewych (wektory) bedziemy
pisali poziomo, ujmujac je w klamry, np. q="{u,v, w, fi}.

2. PODSTAWOWE ROWNANIA CIENKIE] POWELOKI OBROTOWO-SYMETRYCZNEJ

Wszystkie réwnania bedziemy odnosili do gléwnych linii krzywizn;, a wiec
pierwszg forme kwadratowa powierzehni §rodkowej piszemy w postaci
(2.1) ds? = A} dE} + A3 dE}
a ze wzgledu na obrotows symetri¢ dalej bedziemy postugiwali sic oznaczeniami
(2.2) Ay =A(y), A=8B(,).

Rownania geometryczne i réwnowagi wewnetrznej przyjmujemy wedlug [12].
Na rys. 1 pokazano znakowanie przemieszczes, odnoszonych do lokalnego ukiadu
(1,2, n). Jesli uwzglednimy obrotowa symetrig, tzn. 84,/dZ,=0, to réwnania geo-
metryczne przyjmuja postad

1 1
511221‘,1'!‘_]3?“’:
2.3
(23) . B
822=F?)’2:|“EM+R—ZW,
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2.3) ! + ! B
. Ein =80y =1, Uy T Y,
[edd Iz 21 A 1 B 2 AB
| .
X11:7¢'1f1,
1 B’

Xu:”_g@zrz'fﬁ D,

' 1 1 B 1 1
201272831 = Pony T Prea— by~ - D,.
A4 B AB Ry R,

W rownaniach tych wystgpuja wartosci wspbirzednych wektordw obrotéw:

11 . 1 1 _
gpl_Rlu ;I—w’l" Zmsz Erwf?.:
2.4
@4) 1 ] +B'
2@,,-—;‘2),1 B Uyo ”E‘D;

Warto podkresli¢, ze réwnania (2.3) spelniajg warunek ruchu sztywnego, co jak
wykazano w [12], nie jest spelnione w czesto stosowanych réwnaniach Love’a

N

Mq-f . . Moy

Rys. 1 ) . 'Rys. 2

Réwnania réwnowagi wyprowadzono w [12] poéhlgujqc sie mastgpujacymi
symetrycznymi tensorami momeuntéw i sil podluznych: :

niz Rl2

1
Nm=3‘~( fo‘kldz+ falkdz),
. —hl2 — w2
. 1 2o nl2
2.5) - Mmz—z—( fcrmzdz+ fa;kzdz), .

—hi2 ~nj2
hi2
Te= [ owde  (h1=1,2).

~hi2

Dla znakowania przyjetego na rys. 2 otrzymuje sie nastepujacy uklad rownafl row-
nowagi:
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, AR A(1 i
(BNM),;+(AN12),2——BN22+R—1T1+? E%R—z Mizn+ ABp, =0,

.. 4B BIf1 1
(BNxz)r1+(AN22)rz+B,N12+R_IT2'"_2“ E:‘“R_z Mlz r1+ABP2:O»
(2.6) _
Ny +N22
Rl . Rz

(BM 1)1 +(AM 5}y —B'M,,— ABT, =0,
ABM 2)11+(AM,5) o+ B' My .~ ABT, =0 .

(BT;),1+(ATZ),2—AB( )+ABP3=O:

Podane réwnania J. L. Sanders wyprowadzit z zasady prac wirtualnych, co
w polaczeniu z definicjami (2.5) powoduje tozsamosciowe spelnienie szdstego réwna-
nia réwnowagl i pojawienie si¢ dodatkowych wyrazéw z My, w (2.6), i (2.6),.

W réwnaniach fizycznych uwzgledniono wyrazy pochodzace od zmiany tem-
peratury (rys. 3):

12 A8
(M1 —yMy)+a—,

1
311:E(N.:1—VN22)+°1403: X11:‘BTh? 7

1 12
2.7 €3z _:E(sz‘“"-Nu)ﬂ"O’vAogs Xzzﬁﬁ(Mzz—VMn)“F“T,

2(14v) 12(1+v)
812:W_N12> X12:_Ek;;— 12

Warunki brzegowe dla brzegéw &, =const beda przyjmowane dia zastepczych
sit brzegowych lob przemieszezen (por. [12]):
_ 1 | "
N=N;1+_M11 lub i,

Ry B Y
VTR P
=N 75\, T Mz 1u v, : i
: 2\R, R — :
(28) 1 2 £ ty
_ : Avr=vp -1}
T—TleMlglz lub w, f Aoﬂ:z}‘\o—[@m

M:Mll hlb Wiy . R}’S. 3

3. WYPROWADZENIE KANONICZNEGO UKEADU ROWNAN POWLOKT
OBROTOWO-SYMETRVCZNET

Ze wzgledu na obrotowg symetrig powierzchni §rodkowej 1 liniowo$¢ zagadnienia
wszystkie wielkosci wystgpujace W réwnaniach mozna roztozyé w szeregi trygono-
metryczne, przy czym dzigki zaloZenin 5) bedg to szeregi jednego z dwéch typdw:

o0 © 0= Y Ceos(ith),  S= 3 SH&sin(6),
i=0 i=1
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gdzie zmienna §=¢£, odmierza sie od plaszczyzny symeterii obcwczemfl s (rys. 4.)
W szeregi te rozwijamy nastgpujace wielkosei:

C: Ny Nagy My, Moy, Ty, 0y, Pas g,

(32) U, w, ﬂ:*wflsﬁﬁ T, M;

S: NIZ!MIZJTZ)LUZ’ID’ g-
Dzieki rozdzieleniu zmiennych dalsze rozwaZania mozna ograniczy¢ do wspol-
czynnikéw €7 i V. W dalszym ciagu pominiemy indeksy j i oznaczymy kreska
pochodna wzgledem &=£,, tj. () =d/d{.

Uklad réwnan powloki przyjmuje teraz nastgpujaca postac.
1. Rownania geometrycezne

T W
TR
1
J + B’ + w
8 = e — [
22 B o u Rz
o' B

1y 1 1N B
3.3 = — ’+_(_) +4_.
B3 A(Rl)u+AR1” VRV LATE
iflv J B'(u ﬁ)
T B e
X22 B(R2+Bw)+AB A

L L1t Ly e e |
X2 oE R TR )Y AR T AB R, R
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2. Réwnania réwnowagi

7

id 1{1 1 1 4
N11+ (Nei— sz)%F‘Nmﬂ'? -R1 Rz Mys |+ 'R, — Ti+d4p,=0,

B’ jA 1 i 1 i A
A1z+2 Nig——Nyy —— My, ~—T,+Ap,=0,
R,

B 21\R, R,
) , . B jA (Nu sz)
3.4 Ry ey, + == -
3.4 Tyt T 5 T,—A g +Ap; =0,

_ B A
M11+ (-’Mrll 12)+ MlZ_ATl
r jA
M12+2 Mlg_ ?Mzz*ATZ:O.

3. Rownania fizyczne — jak (2.7).
4. Zastepcze sily brzegowe — jak (2.8) z wyjatkiem

~ 7
'(3-5) T=T1+EM12-

Pelny ukiad réwnas (3.3)-(3.5) przeksztalcimy do postaci wypodnej dla dalszych
obliczen. Ze wzgledu na MES wszystkic wielkodci wewnatrz powloki wyrazimy
przez. wielkoSei brzegowe. Jako takie wielkodci preyjmiemy przemieszezenia

(3.6) q="{u, v, w, f}
oraz odpowiadajgee im sity unogdlnione
3.7 Q={N,§, T, .
Y.acznie wektory te tworzg wektor stanu y:
{3.8) y={q:Q}={w,o,w, SN, 5, T, M}.
Uldad réwnan przeksztafcimy do takiej postaci, aby moina bylo obliczyé na
podstawie niego wektor y. W tym celu najpierw obliczamy z (2.8) i (3.5)sily:
.M . 1{1 3
N11=N%3‘:—, N12=S+?(E‘E)M121
{3.9)

I _
T1=T‘§M12: My =M.

!

Wielkosci te oraz pochodna; M,;" obliczona z (3.4); podstawiamy do czterech
pierwszych rdwnan réwnowagi. MozZna z nich wtedy obliczy¢ wartosci skladowych

pochodnych wektora Q:

id _
)M12 J__S+

B jA(l 1
B

1 t
. v’ b My, =2
3.10) N'= (Ri)M R Maa=2 s

r

+?(N22_N)__.AP.1.:
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¢19 S’—jAN 2£ ”Jr—!f—M +Fi(i— : )+( ! )]M A
[ed.] g Va2 B BR, 22 B \R, R, ) 12 P2s
- ) B, — N N22 jB, A L ]'.ZA
T :h-?BwT—{—A F1+ R, - TB‘;MJZ*R—%MT_I‘?MH“AP;;,

M":F(MQZ—MH)—Q. ?M12+AT.

Po prawej stronie uktadu (3.10) opréez sktadowych wektora Q wyslepuja jeszeze
sity Nas, Mz, My, ktére obliczymy oddzielnie, natomiast zredukowaniu ulega
sita 17,

Z rownafi geometrycznych (3.3);, (3.3); oraz (3.3), moZna obliczy¢ wartodci
pochodnych ', v/, £ a po wykorzystaniu czedci réwnail fizycznych (2 7) i definicii 5
otrzymiujemy:

A{ M 4
=—=IN————vNy |+ dodgS——w,

Eh R, Ry
,_2(l+v)A[§+ t (1 3 )M ]4_;;4 LB
5D YT T R o \R, R, /MU BYTEY
W =—Apf,

o124 A8 ( 1 )’ 1
ﬁ—Tkz(M*szg)*FACL h R, U .

Z pozostalych réwnan geometrycznych oraz fizycznych moZna obliczyé sily
Nops My, i M;zi

N. —Ei(j +B, +.w 'AQ) (]V M)
2 B\ ot gt T oA SN )

gEh3[j(fa+j )JrB'(qu) AS] _
T VAV N MTAV A ek Rl

” ER® [ +]22 ( 1 3 )2]1{ 147 ( 3 i )S’
2791+ ST R, R, 2Eh \R, R, +

e AT ¥
s\ R TR R T E R TR

(3.12)

W ten sposdb otrzymalismy petny ukiad réwnaf kanonicznyeh (3.11) i (3.10),
stuzacych do obliczaunia skladowych wektora stanu (3.8), przy czym dla skrdcenia.
zapisu nie wyeliminowano po prawej stronie tych réwnan sit (3.12).
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4. OBLICZENIE MACIERZY SZTYWNOSCI ELEMENTU I WEKTORA WSTEPNYCH REAKCIE

Do obliczenia macierzy sztywnoéel K oraz wektora wstepnych reakcji F posiu-
zymy sie metoda macierzy bazowej [7], ktora wykorzystano z powodzeniem w pracy
[8].

Ulkdad réwnan kanonicznych (3.10)-(3.11) mozna napisaé w postaci (po wyeli~
minowaniu (3.12)):

(4.1) Y=Ay+p (,peR’),

gdzie wektor obcigzen p zalezy zardwno od obciaZet powierzchniowych, jak tex
od zmian temperatury:

4.2) p=1(pL, P2, D3, 409, 49).
Do réwnania (4.1) dolaczamy warunki brzegowe
4.3) BoYot+B.y.=0,

gdzie indeksy 0 1 L odpowiadaja brzegom elementu o wspélrzednych &, i &7, np.
Yo=Y (£o)-

W dalszym ciggu wyprowadzimy wzory dla utwierdzonych brzegéw, dla ktdérych
macierze By 1 B, majg postaé:

I3 00
“4) L R e B

gdzie kazda z podmacierzy jest o wymiarze 4x 4.
Zzodnie z metoda opisang w [7] zamiast réwnania wekiorowego (4.1) bedziemy
najpierw rozpatrywali jednorodne réwnanie macierzowe

4.5 x =AY
4.5) "
z warunkiem poczgtkowym '

(4-6) Yo =Y(fo) =I,

gdzie macicrze A, Y, Is3 o wymiarach (8 x 8).

Po wykonaniu catkowania (bedzie to 8-krotne calkowanie z warunkami poczat-
kowymi odpowiadajacymi kolegjnym kelumnom macierzy Y,) otrzymujemy macierz
Y=Y (f;:L)

“.7) sxs Qs Qo

44 4x4

NI
Y{J:Iﬁ-ﬁ»Yf[qq qQ],

ktérej podmacierze mozna interpretowaé zgodnie z uZylymi oznaczeniami.

Dla obliczenia macierzy sztywnofei postuzymy si¢ definicja jej skladowych
jako reakcji od koleinych jednostkowych przemieszozefi w kierunkach wiezéw
z zachowaniem macierzy warunkdéw brzegowych (4.4). Dochodzimy w ten sposéb do
réwnan .

(4.8) (Bo+Bryr) D=1, D, =Y, D,.
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Roéwnanie (4.8), zastepuje warunek brzegowy (4.3) 1 shuzy do oblezenia. rzeczywistej
macierzy wejscia D,. Za pomoca réwnania (4.8), oblicza si¢ macierz wyjscia Dy,
ktora spelnia warunki (4.8);. Macierze te podzielimy na bloki o wymiarach 4 x4:

(4.9) Do—[s‘“’ 5] bL;[Sm su,]

Foo Tor ¥ro Trp
Bloki & sa przemieszczeniami, a r reakcjami, przy czym konwencjonalny system
dwuindeksowy pokazuje miejsce, gdzie wystepuje reakeja, wywolana przemieszeze-
niami wymaszonymi w miejscu oznaczonym drugim indeksem.
Po napisaniu ulladu (4.8) w formtie rozwinigte] otrzymujemy nastepujace roz-

wigzanie: SOOZSLLZI, ‘ 80L=8L0=05
(4.10) ronzqaia Yoo=—Tor ¢,
Fro=0Q,+QoYoos 1r=QuTor.
Istotng cechy uzyskanego rozwiazania jest konieczno$é tylko jednokrotnego odwra-
cania podmacierzy q, o wymiarach 4 x 4; dalsze operacje wymagaja tylko mnozenia.
Reakcje r z (4.10) tworza macierz sztywnodci; w ktorej znaki minus odpo-
wiadaja znakowaniu przyjetemu na rys. 5:

@11 r=[r°° ‘r“].

Tro Yrp
Macierz r dotyczy sit brzegowych @ odnoszonych do jednostki dlugofel tuku
két rownoleznikowych o promieniach p;. Wadg tej macierzy jest jej niesymetria, tza.
risr,

o wigfkoscr
abwodowe
w prawoskret-
nym ukladzie
Inkerlnym (u,vw)

W dalszym ciggu wprowadzimy wielko$ci calkowe dla sit nogélnionych odpo-
wiadajacych promieniowi p;=p (&;):

(4.12) Q:=cnp, Q;={N, S, T, M},

gdzie warto§¢ wspolezynnika

(4.13) [2 dlaj=0,

T dla jz1
wynika z pracy reakcji Q; na przemieszczeniach g;:

m sinzl
f q; TQi{ pidg:tll{Qi'
5 cos?)
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Macierz sztywnosei elementu K bedzie teraz macierzg transformujaca przemiesz-
czenia q w reakcje calkowe wigzow Q:

gdzie symetryczna macierz K wynosi

(4.15) . K:CH[—I)O Yoo —Fo 1'0L:|

PrYrp Prior

Wektor wstepnych reakcji ¥ obliczamy w podobny sposéb przez calkowanie
niejednorodnego réwnania rézniczkowego (4.1) z jednorodnymi warunkami poczgt-
kowymi:

NI
(4.16) Yo=Zo=0—>z,={q,, Q,}.
) - 8x1 4x1 4x1

Ze spelnienia warunkdéw brzegowych (4.3) w odniesieniu do wektorow (4.7)

i (4.16) i zaleznosci pomigdzy wektorami wejécia i wyjécia wynikaja zaleinosei
@17 (B0+.BL.YL)dO"_—_BLZL’.
d =Y d,+2.,

gdzie amalogicznie do (4.9) wprowadzimy oznaczenia

{4.18) dy=1{8,,, ro,}, dL={8;,, 1,}.

gx1 4x1 4x1 Bxl 4x1 4xi
Rozwigzaniem (4.17) sa nastepujace wielkosci '
{4.19) 801,:5;”:0, rﬂpzﬁqalqw rr,=Qo¥0,+Q,.

W odniesieniu do wielkosci catkowych (4.12) wektor wstgpnych reakeji bedzie
mial postac '

(4.20) F=cm [_p" r"f’] .
' PrYep

Dla jednolito$ci opisu w pracy uZyto terminu.,wektor wstepnych reakeji”,
dzieki czemu rdwnanie réwnowagi elementu skoilczonego przyjmuje postad

@.21) : Kq+¥F=0.
Oczywidcie, po przeniesieniu na prawg strong wektor —F bedzie wektorem réwno-

waznych sil weztowych [14].

5. PRZYKLADY LICZBOWE

Przy korgystaniu z rownan (4.10)-(4.12) nalezy okredlié funkcje 4, B, B’, R,
R; Y (RTYY,(R;"Y), odpowiadajace danej powierzchni $rodkowe]

(5.1) p=f18).

W dalszym ciagu ograniczymy si¢ do uldadu wspélrzednych cylindrycznych utozsa-
miajac 0 & z 0sig powierzchni obrotowo-symetrycznej.
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5.1. Element stozkowy
Na rys. 6 pokazano glowne oznaczeni_a. Potrzebne wzory sg nastgpujace:

1

- ' = B=
p P0+tg§9: A COSt]ﬂ: .P:

1 1 CcOs ¢

5.2 ' B'=tgep, — =0, - =,
-2 v Ry R, P

(1)’0 (1)’ sin ¢
RS Rz— Q>

Dla poréwnania wynikéw obliczenia wykonano dla elementu cylindrycznego
o danych zaczerpuigtych z pracy [4]:

p=0°, p=R,=15131 em; L=h=1,0 cm;
E=1x10%%p/cm?; v=0,3.

W obliczeniach przyjeto dla j=2, 10. Wyniki podane w tablicy 1 dotycza gornej
lewej ¢wiartki macierzy K. W plerwszym wierszu podano wyniki uzyskane wedlug
proponowanej metody (NI), w drugim wedlug rozwigzan analitycznych (A) po-
danych w [4], w trzecim wierszu przez przyjecie wielomianowych funkcji ksztaltu (2).
W tym ostatnim przypadku przyjeto liniowe funkcje P1) dla przemieszczef u, v
i trzeciego stopnia wiclomian P® dla w. Wyniki (P) uyzskano algorytmem podanym
w [10], lecz do obliczef wrzieto rdwnania geometrycene (2.3).

Rys. 6 Rys. 7

Z porownania wynika, Ze zgodnoéé pomiedzy (NIj i (A) jest bardzo dobra,
natomiast aproksymacja przemisszczen wielomianami daje wyniki coraz gorsze
w miare podwyiszania j. Przy j=10 wartoci K, 1 K4 uzyskane dla (P) rdinia 31@
przeszio dwukrotnie od wynikdw z (NI). E

Wyniki (NI) otrzymano przy wykorzystaniu wzordw numerycznego catkowania
Rungego Kutty. Okazalo sig, ze przyjecie 5 krokdw numerysznego catkowania
daje wyniki, ktére réinia si¢ w przyblizeniu 0,2% od wynikéw otrzymaaych dla
20 krokéw.

5.2, Element hiperboidalny

Jako dalszy przyklad przyjmiemy element hiperboloidy jednopowiokowej o pot
osiach a, b jak zaznaczono na rys. 7. Potrzebne Wzory moZna przedstawié w nastg-
pujacej postaci: : .
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a - a*
p=y VBHE:  p= s,

A=V1+r%,  B=p,

1 b (b" )~3/2 11
R IR S e
(5.3) R a\a e s T oA
| A b4 bz b:t —-5/2
T T (s [ G I
1 ! pIA_l_pAr ) az pr ,
(Rz)“T’ A a0

Obliczenia poréwnawcze wykonano dla elementu o danych:
a=10cm;  b=3 2m; £,=86585 ecm; &£ =91,585 cm;
po=500cm; A=10cm; E=1-10°kp/cm®; v=0,3;
C o pi=p=0;  ps=10kp/em®.

W tablicy 2 podano wyniki obliczenn dla j=0, 1 (gérna prawa cze$s tablicy)
Obliczenia powtorzono dla elementu stozkowego o danych

@ =30°; Eo=0,0cm; & =50cm;  pe=350,0 cm

i pozostatych danych takich samych, jak dla elementu hiperboloidalnego.

Wyniki dla elementu stozkowego przytoczono w lewej dolnej cz¢dei tablicy 2.
Roéinia sie one od wynikéw dla elementu hiperboloidalnego dopiero na 4-tym miejscu
znaczacym, co dobrze §wiadezy o aproksymacji powierzchni zakrzywionej powierzch-
nig stozkows. ' ‘

TUWAGI KONCOWE

W pracy podano metode oraz algorytm obliczania macierzy elementu o dowol-
nym ksztalcie obrotowo-symetrycznym. Algorytm mozna tatwo uogélnié na zmienng
grubosé fcianki elementu oraz na material ortotropowy lub o niejednorodnosci
zmiennej wzdiuZz potudnika.

Podana metoda jest w zasadzie metoda wstrzeliwania i obok szeregu zalet [5] jej
wada jest niestabilno$é przy przekroczeniu krytyeznej divgosci elementu L, . Dingedc
ta wyaika z zasiggu strefy efektu brzegowego i mogze by¢ oszacowana np. wedlug
propozycji A. Kaininsa [3}:

(6.1) Lyem 5

gdzie L< Ly, nalezy odmierza¢ wzdiuz tworzacej elementu.

Oszacowanie (6.1) moZe by¢ przydatne w powlokach, w ktorych wyraznie wyste-
puje efekt brzegowy 1 traci na znaczeniu w powlokach malo wyniostych, gdzie efekt
brzegowy w ogole nie wystgpuje.
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W przypadku L> Ly, nalezy zmniejszyé dlugosé elementu, bads tez stosowaé
inne metody rozwigzywania dwupunktowego zagadnienia brzegowego, np. metode
wielosegmentowa [3].

Element stozkowy z p. 5.1. zostat zastosowany do obliczania podstawy wysokiego
komina [1]. Elemeat wiaczono do programu MES ulozonego wedlug [13] w jezyku
ALGOL-1204. Obliczenia dla 26 elementéw stozkowych i pretowych wykonano
na EMC Odra-1204 tylko przy wykorzystaaiu pamieci operacyinej i pojemaoéei 16K.

Prace zostaly wykonane w Osrodku ETO Politechniki Krakowskiej.
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PezromMme

TOYHBI BPAILATEILHO-CMMMETPHUYHEIR 2JIEMEHRT JUIS TOHKOM VIIPYIOM
' OBOJOYKH

Haerca 3ucneHHBI METO) pacyeTa MaTPHIILL KECTKOCTH M BLIXOLHEX peakimil, (JCHOBBIBAIOCH
Ba meToy Oa3UcHONH MaTPHIE! IPH HHTErPHPOBANAH KAHOHARECKOH CHCTEMBI YpaBHenui 000N0YRH.

Dra cucrema BhIBE/icHA H3 ypaphenwit smueiinoii Teopun Campepca ToHkmX oBonouex. Ilpexcras-

Rozprawy Inzynierskie — 8
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HeHHLIE MEeTO[ COBCeM HE HCNONE3YeT NMOHATHA dynrumn GopMBI, IPUYEM 4YHCIO CIENEHeH CBO~
Bonst ysna BCerZa PaBHO UCTLIPCM, & -TOYHOCTE PEIleHHS 34BACAT TOILKO OT JNHHEL 3YEMCHTA
( crayuae 0GONOYCK € IPAHHYHEIM afhdexToM) H UPHMEHSeMEIX QOPMYN YHCNEEROTO WHTEIPEPO-
pamms. JCAK WHCITGHHBIE GPUMEPHl PACUHATAHBI MATPRLE! KOHHYECKOTC X THIepOONOAIATBHOT G-
SIIEMEHTOR, '

SUMMARY

EXACT ROTATIONALLY-SYMMETRIC ELEMENT FOR THIN ELASTIC SHELL

The numerical method for computation of the stiffriess matrix and the initial reactions of structure
is presented. For integration of the canonical system of the shell equations the basis matrix method
was applied. This system of equations was derived from the linear Sanders theory of thin shells.

Tn the method presented the conception of the shape function is not used at all, the number of
of freedom for the node always equals four and the accuracy of the solution depends solely on the
element length (in a case of shell with boundary effect) and on the farmulae used for-the numerical
computation,

As the numerical examples the matrices of conical and hyperbolmdal elements were calculated.

. POLITECHNIEA ERAKOWSKA _
OSRODER ELEETRONICZNYCH TECHNIK OBLICZENIOWYCH

Praca zastala zlozona w Redakeji dnia 13 wiaje 1976 7.






