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KSZTAETOWANIE CYLINDRGW GRUBOSCIENNYCH POD DZIALANIEM
CISNIENIA WEWNETRZNEGO I ZGINANIA Z WARUNKU .
CALKOWITEGO UPLASTYCZNIENIA W STADIUM ZNISZCZENIA -

ZDZISEAWA KORDAS i WEADYSEAW SKRABA (KRAKOW)

W pracy zajgto sig analiza wplywu zginania i sily podiuznej na ksztalt niekofowego cylindra
grubosciennego poddanego dziatanin stalego ciénienia wewnelrznego p. Jako kryterium ksztaktowania
przyjeto warunek catkowitego upiastyczmema w stadium zmszczema (warunek - Hobera-Misesa-
-Hencky’ego). : s

W zastosowanej metodzie rozwinieto w szereg wzglgdem ma}ych parametrow naprgzema,
odksztalcenia jak réwniez funkeje a (9) 1 b.(9) okreslajace ksztalt cylindra. :

+ . Calkowanie réwnaft naprezeniowych na poszczegdinych szezeblach przyblizenia oraz wykorzy-
starie maprezeniowych warunkow brzegowych pozwohio na znalezienie dwoch jakoseiowo roznych
rozwigzan. Mianowicie dla dowolnego stosunku. wymiarow cylindra ago/boo uzyskano takie ksztalty
niekolowe, ktore ulegna zmszczemu W sensje przyje,tego kryterium (wzory (4.1), a ponadto anallza.
problemu wartosci wlasnych pozwolﬂa na znalezienie ksziattow odpowiadajacych «raktbconym»
cylindrom kolowym o ustalonym stosuniku #so/boee (wzory 4.4).

W p. 4 podano zestawienie wzorow koficowych z dokladnodcig do drugiego prayblizenia, a wp. 5
przyklady liczbowe, : -

1. WsTEP

Przy ksztaltowaniu konstruksji, pracujacych w zakresie sprezystym, powszechnie
stosowanym podejéciem jest poszukiwanie tzw. ksztaltow réwnomiernej Wytrzy-
malo$ci. Wprawdzie warunek réwnomiernej wytrzymatoéci moze nie stanowié
warunku -wystarczajacego optymalizacji (np. optymalne uksztaltowanie kratownicy
dobiera sie zazwyczaj dopiero spoérdd kratownic réwnomiernej wytrzymatosci),
moze mie stanowié réwnie warunku koniecznego (np. przy warunkach pobocznych
zwigzanych ze Siétecznoéciq), to jednak w wielu przypadkach ksztalty uzyskane
przy wykorzystanin tego warunku sa ksztaltami optymalnymi.

W zakresie plastycznym odpowiednikiem wyze] wymienionego podejécia jest
poszukiwanie kszfaltéw cial wykazujacych catkowite uplastycznienie w stadium
zniszezenia, co pozwala w zasadzie na wyeliminowanie obszaréw sziywnych
badZ sprezystych w konstrukcjii— w momencie osiggniecia przez nig noénoscl
graniczne;. o R

. Wprawdzie warunek pelnego uplastyczmema nie zawsze moze znalezc zasto-
sowanie (ap. przy czystym zginaniu i czystym skrecaniu kazdy przekrdj W' stanie
granicznym jest ¢atkowicie uplastyczniony), to jednak jego wykorzystanie pozwala.
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wielokrotnie na uzyskanie rezultatéw inferesujacych ze wzgledéw poznawczych,
a nickiedy majacych znaczenie praktyczne.

Wychodzac zatem z zaloZenia, iz w dobize i ekonomiczaie zaproicktowanej
konstrukeji (w stadiom jej zniszczenia) powinuno ulec uplastycznieniu cale ciato,
badz tez mozliwie wielki jego podobszar (D. C. Drucker i R.T. Smewp {1 i 2],
7. MrOz [5 1 6]), w pracy niniejsze] zajeto si¢ poszukiwaniem niekotowych ksztaltéw
przekrojéw. cylindréw grubosciennych pod dzialaniem ci§nienia wewngirznego,
zginania i rozciagania, kt6re ulegng calkowitemu uplastycznieniu -przy wyczer-
paniu nofnoéci granicznej.

W pracy uwzglednia sig, obok cisnienia wewngtrznego, dzialapie momentu
zginaigcego oraz sily podhuznej, co jest istotne z punktu widzenia warunkéw rzeczy-
wistej pracy rurociggu; prowadzi to do wynikéw jakosciowo odmiennych od uzy-
skanych w pracy [3]. o

2. ZALOZENTA 1 ROWNANIA PODSTAWOWE

Rozwazmy cylinder gruboscienny o dowolnym dwuspdjnym przekroju poprzecz-
nym scharakteryzowanym we wspolrzednych biegunowych plaskich r, 3 funkcjami
a(® ib(® (rys. 1); W przypadku obcigzenia stalym ci$nieniem wewngtrznym,
stalym momentem zginajacym’ (czyste zginanie, bez sily poprzecznej) i sila normalng
skladowe stanu naprezenia bedg zalezne jedynie od 18 (niezaleznie od z).

y
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Rys. 1 : Rys. 2

‘Przy stosunkowo niewielkim zginaniu dla ckredlenia rozkiada naprezed i od-
ksztalcei zastosujemy superpozyci¢ rozwigzania plaskiego stanu odksztalcenia
elementu cylindra oraz krzywizny i wydbuzenia tego elementu (rys. 2). Nie jest
to-zwykla superpozycja zginapia i rozciagania, poniewaZ plaskiemu stanowi odksztal-
cenia towarzyszy juz pewien moment zginajacy i pewna sifa podiuina.
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- Stan naprezenia w dowolnym punkcie cylindra okreSlony jest czwérka skfado-
wych o,, 05, 0., T3, kibre sa funkcjami r i . Sktadowe te spelniajg dwa warunki
réwrnowagi wewnetrzne] we wspolrzednych biegunowych:

do, 1 dt.g N 0,— g 0t 1 dog Tra

5ty e T oty 20

@.1)

Momentowi zginajacemu M i sile podfuznej N w przekroju odpowiada pewna
krzywizna i wydluZenia osi. Mozna wykazaé, iz odpowiadajaca skladowa stanu
odksztalcenia bedzie nastepujaca funkcjg promienia » 1 kata

{2.2) S © g=A+Brcosd.

Stale'4 i B sa parametrami charakteryzujqcymi odpowiednio Wyd}uZenie-i krzy-
wizne osi [7].

Sktadowe stanu napreZenia,  wobec przyjetego kryterlum kszta’(towmla po-
winny w kazdym punkcie spetniaé warunek plastycznosei. Przyjmiemy tu warunek
plastycznosci Hubera-Misesa-Hencky’ego '

{2.3) C (oe—0g)* (05— oY+ (6, 0) 2 +615,=207,

gdzie o, oznacza granice plastycznodei materialu przy jednoosiowym rozcigganiu.

Do powyiZszych czterech réwnant dochodzi jeszeze jedno réwnanie nierozdziel-
noéci w postaci (pozostale sa spetnione toZsamosciowo)

1 P2 12 ( ) 383) L () _ 2
F

24 592 N\ el v ares a8

=0

oraz, przy zaloZzeniu niesci§liwoéci materialu, prawo zmiany objetosci
{2.5) g +eg+e,=0.

~ Ponadto trzy réwnania prawa zmiany postaci, ktére moga by¢ interpretowane
jako réwnania Hencky’ego-Iliuszyna badZ Levy’ego-Misesa,

'(26) {D(CTZ—O',.)'ZSIZ"—S,., gﬂ(g&_az)=£3_az= ZQTr“):yrSls

gdzie ¢ oznacza modul zaawansowania odksztalcen plastycznych. Rozwazany
problem bedzie opisany uktadem dziewiecin réwnan od (2.1) do (2.6) o dziewigcin
niewiadomych’ @,, Tg, Oz Trgs & o5 €os Pea 1 0.

Wykorzystujac dwa pierwsze réwnania (2.6) oraz zwigzki (2.2) i (2.5) otrzymamy

3 1
2.0 0T (A +Brocos F) +— (a,+ag)

Jesli wykorzystamy (2 7, to Warunek plastycznosm (2.3) przyjnrue nastqpu}ch
postaé:

.4 9
28 . ¢ o, —o)* tAth,=—lale “———(A+Brcos»9)2
X : : R T 3 o
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. Rozwiazywany problem mozna wigc awazac za pseudo-statycznie wyznaczalay.
Po wyragowania napr@chia o, z warunku plastyczonosci otrzymujemy wraz z dwoma.
warunkami réwnowagi uklad 1rzech réwnan (2.1) i (2.8} o niewiadomych o,, 05, T,a-

Warunki brzegowe dla rozpatrywanego cylindra beda miaty postac wyprowadzong
w pracy [3}: .

na powxerzchni wewnetrznej
29  a@p,=—a@o,@+a D@, & Ap,=—a(Hos(@+a($)r.(a);

na powierzchni zewngtrznej
2100 B(Hpe=—bDa, B+ D), ' )pp=—b BB S 700),
gdzie o’ (%) i b’ (9) oznaczajg pochodne promlema wewnetrznego a (9) 1 zewngtrz-
nego b (%) wzgledem &,

Bedziemy poszukiwaé rozwiazafh w postaci podwo;nego szeregu parametrow 4
i B, ktore charakteryzujq Wplyw zgmama i rozeiggania:

Q1)  x(,®= Z Z Xy (r, A1 BI =

xoo+}v1oA+x01 B+x11 AB+ x50 A+ X5, B2 +
gdzie L o
' ._x=0:,-, Tgy Uzs Trys &y 95 625 Vra» ’P’ a(‘g)a b (‘9) a

Wyrazy zerowego przyblizenia- funkeji x bedg. sktadowymi stanu napreZenia
i odksztatcenia oraz ¢ dla cylindra kolowego w plaskim stanie odksztalcenia:

N 20'0 1 o . : _ C
.O-r‘"'r_ ]’/j . oo’ L -8,,?9— -
20’0 20-0 P _ C
e BT L WO
12y T 20 e T
1n* g =0,
]/3 bOO 00
Trﬂnn: » %‘900: H
Poo T O_G,),z - 3

gdzie C oznacza stala.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU NA POSZCZEGOLNYCH SZCZEBLACH PRZYBLIZENIA

3.1. Szczeble A* B°, 4° B,

Réwnania podstawowe i warinki brzegowe na’ szczeblach A B° 1 A° B! maja
tutaj taka sama postaé jak odpowiednie réwnania analizowane w pracy {3] ] (wzory
(3.4.). Roznica istnieje tylko w zapisic wskaznikowym. Rozwigzapia nie bedziemy
wige tu przytaczaf. Ogramczymy si¢ jedynie, do podania ‘uzyskanych rezultatéw.
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Nalezy zauwazyC, iz w rozwaZanych przyblizeniach zagadnienie sprowadza sie
do problemu wartosci wlasnych. Istnieja wiec dwa mozliwe rozwiazania. Mianowicie
rozwiazanie zerowe, ktérego w pracy [3] nie rozwazano, oraz rokwigzanic réine
od zera. Wplyw momentu zginajgcego i sily podhuznej uwidoczni si¢ na wyzszych
szczeblach mimo zerowepgo rozwiazania w przyblizeniach 4 B® i 4° B!, Koficowe
wzory podamy wigc, uwzgledniajac te dwa mozliwe rozwigzania.

Warunki na istnienie rozwigzan niezerowych na rozwazanych szczeblach przy-
blizenia daja nast@pujacce'rézultaty' ‘

Poprawki promienia wewnetrzoego i zewnqtrznego sq nastepujacymi funkcjami -
kata &: 7

y 7 ]/3_ Dy . ]/3_ D;;
3.1 asj(3)=(~1)"“ 5 cos A, bu(S): -

20, A gy A
gdzie i=1, j=0 na szczeblu At B, i=0, j=1 na szczeblu A° .B1 n jest ca%kothq.
liczba dodatnig, D, jest stata calliowania, A jest wartoscia w}aan okresiona_. réwna-
niem przestepnym: :

cosiA®,

—RT

Qoo Yai-i
32 = .
(3.2) _ _ Boo
Poprawkl s]dadowych stanu naprezenia’sa funkqaml promienia r i kgta &
Oy, =0, = —h-—[]/lz ~1 sin (]//lz——l Inb—)
00
(3.3) - o T s —'cos(l/ﬂz_~]hn *)Jcosw,_
o b 1)
Dy,
Tra,, =7, C08 ]/),2—1 In B 1sin 43.
o0

Na podstaww przytoczonych powyze_] wynikdw stw1erdzamy, iz wplyw zginania
i rozciagania na ksztatty mekolowych cyhndrow grubosclennych nie uwidocznit sie
W przybhzenlach AUB%i A° B, Zajmlemy sie wiec analizq zagadnienia dla wyzszych
rzedéw przybliZenia, mianowicie dla przyblizedn A1 B, A*B°, A°B%. Catkowite
rozwigzanie podamy jedynie dla przyblizenia 4° B?, jest bowiem ono najoiekawsze
i uwidacznia si¢ W tym przypadku wplyw rozwaZanych obcigZed na rozwigzanie
problemu. Rozwiazania dla prayblizen 4* B® i 42 B° uzyskano w sposéb podobny
jak dla A° B2, zatem ograniczymy sie tu Jedyme do ich uwzglednienia w ostatecznym.
rozw;qzamu :

3.2, szybhzeme A° B?

3.2.1. Calkowanie réwnarn podstawowyclz Réwnania podstawowe dla przyblizenia
A° B? majg postaé:

.
a1

30’02 + :1‘ 3‘?‘“‘901 + 0',.02—-0'3“2 0 aasnz a Sz + 92
(3.4) ar- r 8% r o a8 8 2725, =95
’ . /3 o, rScos? & 3
. G’.,.D_;".“ ds - } = ]/

- <
o1 .42 g, O
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- Wykorzystujac wzory (3.3) sprowadzamy POWYZSZY uklad réwnafi do jednego
réwnania - rézmiczkowego  czgstkowego drugiego ‘rzedu niejednorodnego — na
poprawke napreZenia stycznego T, dla przyblizenia 4° B*: '

2 2
.(35) 2 ijr&m a_’frsuz | aTrS

22 592 “or

D A
’

5 [1+cos(2]/ﬂ,2~l In )+
i Boo

V3
LA

S — r 7 3;6 e
+2]/)F~1 sin(21/12~1 In 5 )] sinZ/’LS*W@]{}—a—zgﬁ—sinflS.
a0

Rozwigzania powyZszego réwnania poszukujemy W postaci
(3.6) , T,BOZ:FgQ(J')sinZAS—z—Fg? (r)sin28,
gdzie FSY (r) jest calkg ogdlna nastepujacego réwnania rézniczkowego ZWyczanego
niejednorodnego:
D2 A

| o,
= [1+coS(2]/A2—lln——)+

" /3
GO I IR 4R FS = =) =
, N

——— S r
+2vV2_1 siﬂ(Z]//'LZ—l ln-—-)],
o boo /.

a F3 (1) jest catka ogdlng nastepujacego réwnania rézniczkowego, ZwyczZajmego,
niejednorodnego:

7Y/3 0or°

0.8 PR3 F AR = =

Rozwiazania réwnan (3.7) i (3.8) znajdziemy jako sumy rozwirzan ogdlnych réwnan
jednorodnych i rozwigzan szczegdlnych réwnah nicjednorodnych. Rozwiazaaiem
réwnania (3.5) bedzie funkeja 7.5, (1, 9, okreélajaca poprawke napreZenia stycznego
dla przyblizenia 4° B* o postaci o

C — r D o F i
2 sin (]/4112 —-1In ) + 222 cos (]/422 —1In ,#__) +
r boa r boo

‘(3 <9) T"‘goz = {

V3 Déi[ ( — 'r") |
FL A 2 2_ —_
So, pF | 1F@R Deos 2/ -1 In )t
R _#. r
+V -1 sm(zml—l 1n-b——)]} sin 249+
Q0

[GOZ ( o ) Hy, ( o ) 7]/§cror6.l

+ - si In—)+— | ——————r5in2d
|5 sin ERE boo L cos V3 lnbo0 508 C2 Jsm2 ,
adzie stale Cos i Do, oraz Go, i Hy, sq nie oznaczonymi statymi calkowania. Zostana

one okreflone z warunkéw brzegowych dla przyblizenia A° B2,
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Calkujac dwa pierwsze réwnania ukladu (3.4) olrzymamy poprawki naprezenia
‘promietiowego [ obwodowego, jako funkcje promienia 1 kata o postaci:

[ Cor—Do VAT ( S— r)
O',.Oz—{ 2, sin ]/4)» —1n bog +

+ Coz 1/4/12:1—'|'D02 (
2/1}‘ CO8

YRR )
| ]/ n bgo
1/3 D3,

So. 2.7 | 242+ (342~ Dcos 21/,12_1 in};-—— ~

00

—(242-1) ]//l2 —1 sin (2 Vi1 {-—)]} cos 248+

00
+{G02%H02]/?; . T‘) Gozl/3+H02

5 sin (]/ffln 3 + > 005(1/3 In . )
00 00
]/3'0.0 1‘61 'I/-—

_ 2 2 _
TYTeZ J00528+ Sog R." = [ﬂ. +cos(2]/A —1In )

boo
P\l V3 oor®
+1/ 12 /121 )]_H_.___
- ]//'L -1 s1n(21 A2—11In bo A8C2 + Ky,
( ) {Coz_Dozl/‘u-z_l . (/4/12 _1 F )
O',gM= Yir : sint] -1 n—b_(); +
o CoaVAZ T 4D0s (/"'T )
3 cos| 412 -1 111?
;/3 DLVt

2 _ 2 =
84 T []/l 1005(2]/1 —1 In 5 )

00

— (2221} sin (2 ViZ-ii ; )J} cos 209+
18]

[ Gor—Hor /3 ( _ r) Gor V3 +Hos ( )
F—2F
{ 2 sin ]/3 lnbw + P cos ]/3 In bog

TY/T oor¢) /3 D2,
Vo oor } 08 A [32+(2A2—1)c03(2]/22 1111¥)+

. 80'0 A’Z -2 boo
r\l 73 aorf
+V 2 Tsin (2 VA2—1ln -——-)l Y3 oo

52(2
+
boo 48C* Kozs

gdzie Ky, jest dowolng stala calkowania, ktora dalej przyjeto za réwna zero.

3.2.2. Wykorzystanie warunkow brzegowych dla ‘przybliz'enia A° B2, Warunki

brzegowe (2.91(2.10) rozwgamy w podWO}ny szereg parametréow A 1. B wg schematu
podanego w pracy [3]
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~Dla przyblizenia 4° B* daja uklad czterech réwnan:
_ na powierzchni wewnetrzne]
6o ag; 200 80,01
A — T a Qo2 Gooltlor T -

ar

oo

00 T‘ozlg‘m Olarollanu *

taootor 5 + oo T, -
it} 0001 ar a 00 rs“!ﬂou
o0 . .
3 ,
20, dp1Gpy 209

TVT s e o1 Ponia, =05

na powierzchni zewngtrznej

oy by 2oy 80,01
b e L gy —boob 3 -
01 ol /3 Boe Y3 0 L@,
_boo "uzib 501 ,.015[7 0,
(3.12) o,
bﬂlfrlgmlb +b00b01 3}’ +b00’rr‘9011 —_

bﬂ(]

=0

B |bao

Y3 by

7. pierwszego rownania ukladu (3.11j wyliczamy poprawke promienia we-
WNELTZNEEO gz =do; (9); 2 pierwszego réwnania ukladu (3.12) wyliczamy poprawke
promienia zewngtrznego bos= boa (§). Dwa pozostale rownania ukladéw (3. 11 i
(3.12), poniewaZ musza by¢ spelnione dla kazdego S (wobec okreflonych skladowych
stanu napreZenia funkcjami- (3.3), (3.9), (3. 10)) daja nastepujacy uklad czterech
rownan na stale catkowania Cg,, Doz oraz Goa, Hog! '

Var -1 [Dozsm(}/él-/l’*u-llnT) Cozcos(|/4lz llnb )]=0,
[s1¢]

V421 Cyy=0,

(3.13) | | | o) d0eal
an,sm(}f In-D") GOZCOS(V?) In bdo')_-'-_mgCT_ s
' | 3006,
7 _ Gor ™ ggcz 0
Z drug1ego rownania ukladu (3 13) Wynlka, Ze CUZ—O ()/4/12 1:£0 dla A
catkowitych).
P1e1WSze rowname (3. 13) moze byc spehnone gdy D02_0 lub gdy
Gy sm(lf_ﬁw Fn 92 =o.
o ag
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Stad
B
(3.15) b_oo____e]/:u —-1’
o0
L 1 3
gdzie 1n=1,2,3,4,.., A=0,—2—, 1, — 5 22, ... (zapewnia to iz funkcija (3.9) ma
okres 2r). ‘

Wzér (3.15) okresla tak jak wzor (3.2) ten sam ciag stosunkéw «niezaklo-
conych» wymiaréw cylindra, ktére ulegna zaiszczeniu w sensie przyjetego kryterium.
Dwa pozostale rownania (3.13) daja mozllwoéc wyznaczenia shlych catkowania

— 4

H02 oraz G02 _ . R

‘ G COS( 31 aoo) (@)7
'1 ‘ ¢ C 3oobgy” H _ 300bge ]/ i boo boo
(.16) 027 o08Cz ’ 02T o 208C? - o0
' i sin /3 In-——
g boo

Nalezy zwrdcié uwage, i2 problem rémi sig tu jakofciowo od anmalizowanego
w pracy [3]. Przy ksztaltowaniu niekotowych cylindréw grubogcienanych, poddanych
dziatanin jedynie ci$nienia wewngtrznego, zerowe rozwigzanie (bez problemu wartosci
wlasnych) nie dawaly. Zadnych efektéw, mianowicie cylindry pozostawaly kolowe.
Jedynie bowiem cylindry odbiegajace od kolowych o odpowiednio dobranym sto-
$unku age/boe (Wynikajacym z analizy problemu wartosci whisnych) mogly ulec
zniszezeniu w sensie przyjetego kryterium.

W analizowanym w tej pracy problemie wplyw zginania i rozciggania uwidacz-
nia si¢ migdzy innymi tym; iz zerowe rozwiazania (bez problemu wartosci wlasnych)
pozwola na uzyskanie dla dowolnych stosunkéw dgofboe takich ksztattéw micko-
fowych, ktére ulegna catkowitemu uplastycznieniu w stadium zniszczenia. Stale
Goay Hop moga byé: bowiem. niezerowe dla dQWolnych stosunkéw aoolbgo Zatem
bez anallzy ptoblemu Wartoém Wlasnycll(Do 2 —0 Doy =0) otrzymujemy interesujace
nas rozwigzania. Nlezalezmc od. tych rozwxqzan analiza .. problemu wartosci
Wlasnych daje rozquanla d!a ustalonych stosunkow am/boo okreslonych
wzorem (32) _ T AT ;

Poprawkl promlema Wewnetrznego na rozpatrywanym szczeblu A° B g WIQC
okre§lone réinymi funkcjami kata 9:

dla dowoinego stosunku @oo/boo

_ o 3ade 31/56180 : [ ( )
(3.1?) aoz () = 3202 Soecs + |/3 sin |/3 ln
c o : o 832C’2 sin |/3 lnb _
0o R
P — 1 )+(——) ] cos2%,
cos (]/3 2 b0 boo Qoo -
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. b’.f 3b7 3 /§b7 - N a

GBI boy ()= = bo oo []/3 sin(]/31n—09—)+

32C% | 208C oo bo
fe.d] 832C? sin 1/3 In— .

- 00

oo\’
+cos ) ( ) ] cos 28
( boo boo

‘dla ustalonego stosunky okreslonego wzorem (3.2)

2 7

L ¢in? A9+

-+
oo 32C2

oy (F)= — 32
: 0

22—1

3 boo) ]
_ cos 28,
cos ( nE "/412 1 ) ( oo L.

+

et —— s
+ — — i |
. 208C2+ . . 3 3 sl —nm PR

__ 832C%sin | —nn :

(3.18) . _
"?( )= 807 boo 3207

bls
sin? 18 +

{362, ]/3b00 o [ _ ( ]/T)
- . : —— inf — e [ -
08CF T ( ]/ 3 ) Vasin\-an]/ )

832C%*sinl —nn PO . ‘
=Y )Gl |
_ 22 cos 23,
+cos( mc]/lz_l) (bo0 "

Poprawki skladowych stanu napreZenia na szezeblu 4° B2, wobec dwéch ja-
koSciowo réznych rozwiazan, beda okreglone wzorami (3.9) i (3.10) z podstawieniem
Coz2=Dgy=0 i (3.13) (wazne dla kaidego stosunku ajofhoo), lub 2 podstawieniem
Co2=0, (3.15) 1 (3:16} (dla ustalonego stosunku ayo/byg, vroblem wartosci whasnych).
Odpowiednich wzoréw nie bgdz;emy tu podawaé, maja bowiem do$é rozbudowana
postacd. : :

4. ZESTAWIENIE KONCOWYCH WZOROW

Wykorzystujac wzory (2.11), (2.12) oraz wyniki uzyskane z rozwigzania pro-
blemu mna poszezegdlnych szczeblach przyblizenia (A° BY, 4 B°, A! B, A% B°,
A° B?) otrzymamy konicowe wzory okreslajace poprawki promieni ksztattowanego
cylindra grubosciennego oraz sktadowe stanu naprezenia z doktadnosécia do drugiego
-przybliZenia. Jak juz wspomniano réwnolegle podamy dwa jakodciowo rézne roz-
wigzania.
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4.1. Dla dowolnego stosunku agofbyo promienie WeWthfznj i zewnetrzny kszial-
towanego przekroju cylindra, ktory catkowicie zostanie uplastyczmony w stadinm.
Zniszezenia, sg nastgpujacymi funkqaml kata 9

C3ag,0?  abyaf age f*
a(H=ag,+ ;; + 008 cos & -+ 00 P
" e o e
832 2lal,+ T am bio—— 85008 Vslnm 20828+ ..,
sin{y/3 In——
00
“.D 33,02 Bl of
_p 42000 | boo?
b =boo 1w Ty 32
p? 3)/3 “ :
tem 21600 — v p; ago—biocos |3 lnb o cos28+...,_
sin(ﬁln %0 ) °
boo
gdzie
A B
(4.2) ' ' L ET s ﬂ—z

sa nowymi parametraml
Skladowe stanu naprezenia z dokiadnosclq do drugicgo przyblizenia okre-
$lone sa nastepujacymi funkejami kata & i promienia r: :

26 ]/3 gealrt V?aomﬂrs TERY
a.(r, H= 3 In— i6 o cos&—-T—
3o, b1 ) a
0_' o0 el { (bno) [fsm(;/ﬂn )
416rs1'n( 3ln '°°) o0 boo
'/ b{)o
' —. Qoo ]/5(70"6 .
| ‘—cos(]/B In bo )]}-i— To4 fPcos28+...,
4.3 T _
43) 9 200 20, | F 5]_/3 oo 02 rt _7]/3 oo afirs g
aa(r, )“-1/5 1/3 nboo . T P cos -
TY3 a0 216 300 B T -
- ]/ :;ﬁ i - To Dy - {1+(b )[]/?Sill(,/'_} 1]1—b——)~
_ 416rsin (]/3 In *-23) 00r " °
: 00

_a T3 641"
—cos(]/sln bzz )]}+ 1/520 frcos28+ ..,
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o e (Wit b
C@a3), me(n = sind et .
e : 208#sin ]/3 In
| b

oo \’ —. tgo )
) 1= ™ cos ]/31_11});- Brsin29+ ...,

4.2. Dla ustalonegq_ stosunku

=
Vil :

T »
boo

“4.4)

funkcje okreSlajace promienie ksztattowanego cylindra 7 ‘r-:lok’fa'dnoéciq do drugiego
przybliZenia maja postac:

X S E FRCE
&(8)-:&(3)‘+(—1)"+1é a'cos A — (é * o 51n2,18+
) _ 2ag¢.
@ £t E+n?
5= (8~ 4 cos MO~ o 2 sin? A8+ ..,
A 2bqg

gdzie d (8) 1 5 (9) okreslone sa wzorami (4.1):'z podstawieniem (4.4) oraz

3
(4.6) f:%{:‘DmC

V3

n= % DD01C R

Parametry oc, }5’, & n sa nowymi parametraml charakteryzujqcyml n1ekolowosc
¢ylindra oraz wplyw zginania i rozciggania.

Funkcje okreflajace skladowe stanu naprezenia -w tym przypadku uzyskamy
ze wzoréw (3.40) z pracy [3]1 z podstawienia a={£-+#) o oraz ze wzoréw (4.3) tej
pracy i z podstawienia (4.4). Odpowiednich wzordéw nie b@dzlemy tu przytaczaé,
maja bowiem: dos¢ rozbudowana postac.: Wykorzystamy je przy sporzadzenin
wykreséw. napreZzen w kilku przekrojach analizowanego Qrze_] przykiadu.

5. PRZYKLADY LICZBOWE

Wykorzystujac wyprowadzone wzory podamy dwa przyklady liczbowe, tzn.
okreflimy takie ksztalty cylindréw grubosciennych, ktére mogg ulec pelnemu upla-
stycznieniu w stadium zniszczenia pod- dzialaniem stalego ciénienia wewngtrzaego
zginania i rozeiggania oraz rozklad napreZef w mektorych przekrojach $cianck
cy]mdrow : -

g .

Przyllad 1. Przyjmmemy Ag0=0,5, bno —1 «=pB=0,75. Korzystajac ze wzordéw
{4.1) uzyskujemy nastgpujace funkcie a($) i b (9, okreflajace nickotowy ksztalt
cylindra:
a(9)=0,5018+0,0011 cos:3~0,0036 cos 29, ...,

5.1y . ‘. S
b ($)=1,070340,0703 cos 3+ 0,0128 cos 284, ...




KEZTALTOWANIE CYLINDROW. GRUBOSCIENNYCH . POD DZIALANIEM CISNIENIA... 49

Znaleziony: ksztalt jak réowniez rozklad naprgzen okreslouy wzorami \4 Hw przekro-t
jach =0, .73, ®w2/3, = pokazano na rys. 3. : o

Przykiad 2. Jako$ciowo réime rozwigzanie uzyskdmy ze wzordw (4 4). Miano-
wicie, przyjmujac bgo =1, 1=3, n=1, ze wzoru (3.2) wyliczamy a,¢ =0,3294 (zerowe
przyblizenie promienia Wemlthznego) Dla parametréw o= f§=0,75 oraz £ =4=0,03
ksztatt «zakiocony» okresioﬂy jest n'tstfgpujqcymr funkc_w.ml kata 3:

a(9)=0, 3294+0 {}0020038 20,0037 cos 28+
+00200c0338 0,00555in239+...,
b(8)=1,0703 40,0703 cos.9+o 015500529—
—0,0200c0s39—0,0018sin2 38+ ....

¢.2)

* Poszukiwany ksztatt
nZakicony”

\Cylinder kotowy
' I_{ys. '3 .

Znaleziony «zaklocony» ksztalt jak réwniez rozklad naprqzen W przekro_}ach 8= 0
n/3 w 2{3, n pokazano na rys 4, _

Wplyw zginania i rozmqgama scharakteryzowany Jest parametraml ailp Uw1—
daczma si¢ on jak widaé z przykladow przesumt;cwm osi obojq;tnej przekrolow,
po grublemcm $cianek, zwigkszeniem przekrojéw i wymiaréw zewnqtrznych cyhndrow
w przedstawmnych powyziej przykladach przyjeto do§é duze wartodei parametrow
o i f— celem uwidocznienia ]akoscmwego wplywu zgmama i rozmqgama, mimo
gorszej zbiesmosci mﬂtody malego parametru. Rozwigzanie réwnan odksztalcenlo-
wych oraz wyliczenie sit wewngtrznych (momentu zginajacego i sily po_dluzne_] N)
dla danych parametréw « i f pozwolifoby ocenié ilosciowy wplyw zginania i Toz-
ciggania na keztalt cylindréw grubo$ciennych. Analiza taka wymaga ogromnego

Rozprawy Inzynierskie — 4
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nakladu pracy i wykracza poza zakres niniejszego  opracowania.. Z. calkowania
réwnafi mapreZeniowych uzyskamo wige jakosciowe rozwiazanie postawionego
zagadnienia,

Foszukiwany ksziaft
» Zaktdcony” -

" Rys. 4

6. DALSZE WARIANTY NIEJEDNOZNACZNOSCI ROZWIAZANIA

W p. 2 przyjeliSmy rozwiazanie klasyczne (2.12) dla cylindra kolowego w plaskim
stanie odksztatéénia, jako ‘przyblizenic zerowe dla badanego problemu obciazenia
Zozonego. Jednakze, jak Wwykazano'w pracy [3], obok rozwiazania podstawowego
istnicja inne, niekolowe -ksztalty przekrojow ‘cylindréw, podlegajacych pelnemu
uplastyeznieniu przy plaskim stanie odksztalcenia. OkreSlono je jako rozwiazanie
problemu wartodci wlasnych; w wyniku znaleziono zakldeenia ksztattu cylindrow
kolowych o pewnych ustalonych-stosunkach promieni aoo/boo- . . .. ..o -

Przyjmujac odpowiednie, ogélniejsze rozwiazanie . jako _przyblizenic . zerowe
w tej pracy, mozemy okresli¢ kolejne zaktdcenia wywolane parametrami 4 i B i uzy-
ska¢ jeszoze jedna rodzing Tozwigzah badanego problemu cylindréw pod jedno-
czesnyim '_dzialanicm_ ci§nienia. Wwewnetrziego, 'momehtp_zgihgjagego isily podtuznej.
 Jezeli przyjnitemy jako zerowe ‘przyblizenie o, , 04, T, ‘Tozwazanego pro-
blemu obcigzenia zlozonego — funkeje (3.40) z pracy [3], to rozwiniely wartnek
plastyernofci dla poszczegdlnych rzedéw’ prayblizenia -~ bedzie mial mastepujaca
" dla przyblizenia A*B°

(6'1) T R (b-h‘o%_oll\‘h‘c){arm;_‘_o‘snn)+4‘ri’30“0~r.r'910~+-'0:’ S




KSZTAETOWANIE CYLINDROW GRUBOSCIENNYCH: POD DZIALANIEM CISNIENIA.. 51

dla przybhzema A° Bt

(6 2) - : . (afm asln)( oo 0‘9 )+4 i'ann rs‘u],. 0’
dla przybliZenia A' B!
(6.3) (o, a‘gm) (a',_01 %m)'f'("'r %W) (Ur Uau) +

Fio

4t

r80.

+4r

v, Tréig, ——5PCOS &,

. Q0
gdzie ¢oq (1‘ »h jest' funkcja zaawansowania odksztateen pl_a.styczhych dla toz-
wigzanego w pracy [3] problemu, ktora nalezy okre§li¢, analiznjac réwnania odksztal-
ceniowe
dla przyblizenia 42 B°

T?"gu -

. ) 3
(6'4) . (grlo "‘9‘1.0 ) +2 (aruu 0.‘90 ) ( "2u o-.‘g.s.u) +4?"2310+ 81"300 1:7'920 - rpz ’
. : . P ) 00
dla przybhzema A° B?
, _ 3
6.5) (o,,—0s, Y+2(0, — asm) (0,,,~ 0, ) 475 48T T = ——5 FPc0s? 3.
T a0 - ’

Do kazdego z réwnaf (6.1)6.5) nalezy dolgezyé dwa warunki réWnOdel
ktére dla poszezegdlnych przyblizen bgda mialy postaé (2.1). '

Podstawionego powyzej. problemu nie bedziemy jednak w niniejszej pracy ana-
lizowaé, - wymagaloby to bowiem duZego nakladu pracy, a uzyskane rezultaty
prawdopodobnie hi;"b@dac mial'y praktycznego zna'czenia'.
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PearomMe

GOPMHUPOBAHUE TOJICTOCTEHHBIX LIMIMHAPCOB ITOMN, BJIFSHHEM
BHYTPEHHEIO JABJIIEHWA W W3IUBA U3 YCIIOBMA INPUBEJAEHHA B ITOJHOR
TUTACTUYECKOE COCTOSHHME B CTAIWH PA3PYIHEHHA

B pafore 3aHEAMAICTCA aHANM3OM BIASHAA W3raba ® mpofonnHOH criasl HA GopMy Hexpyro-
BOTO TOJICTOCTERHOTO MIUIAAAPA HONBEPTHYTONC BIAMHHIO TFOCTONHEOTO BHYTPEHHETO JABNICHAL p.
3a xpurepuit GOPMEPOBARAA NPHHATO YCIOBAC TPHBOACHHA B TONHOS INTACTHYECKOE COCTOSMHHE
B cTammE paspymenes (yoroeme DyGepa-Mumseca-T'enen).



R, ——"T‘Ebﬁl‘smw\m‘-kéﬁb;&s:'I—':WEAEY%EAW*'SKRAHA'B R

* B DpUMEHEHHOM METONe DA3IATaNACh, B Pl MaNbX HIapaMeIpoR, HAnpAKeRHs nedopmatms,
‘4 Tapxe Qymeupd a () H b (D, onpepersomue hopmy mEmHEApA. I/IHTerpﬁposalme ypasﬁem
HAFpsIKEHHl AA OTHE/LEEIX 3TANax DPHETKERAS, & TAKKS ACIOTIF30BAHAE TPAHAMHEIX YCTOBEH
HAONPECHEN TMO3BONMAE MOJIYINTE B KATECTBEHHO DA3HBIX PEINCHAS: . A BMEHHO [ IHOH3-
BOIBHOTO COOTHOHICHWS DAZMEPOB LHMHHIpR auo!boo  [OTIYHCHEL TAKHE - REKPYTOBLIE opmsr,
KOTODBie PA3PYIATCS C TOYKH 3N HPHHAT oro kpmrepas (hopsymsr 4.1« a kpoMe Froro saamlz
npOﬁHeMI:-I coBCTBENERIX 3HAYCHIH O3B0 MANTH $OPME! OTBEMAIONIKE ,HAPYMICRUBIM™ KpY-
TORLIM HETHAZDAM ¢ ONPSISACHHBIM COOTHOLICHEEM doo/hos ((opmynsr 4.4).

‘B 1. 4 TIpeACTABRICH NEPCUCHh OKORYATENBHDIX hopmyn ¢ TOMHOCTEIO 1O Broporo npnﬁnm
n(emw asm 5 Hpe,ncraBnem,I '{prcnem{me rrprmepm :

SUMMARY

SHAPING OF THICK-WALLED CYLINDERS SUBJECT TO INTERNAL PRESSURE AND

BENDING UNDER THE ' CONDITION OF FULL PLASTICIZATION AT THE STAGE
OF COLLAPSE -

. 'Tn the paper is done the analysis of an influence of bendmg and normal force on the shape of
Tion circular thick-walled cylinder under a constant internal pressure p.

As the shaping criterion the condition of the full plasticization at the stage of collapse was taken.

In the applied method stresses, deformations as well as a (\9) and b (.9) functlons detcrmmmg the
shape of the cylinder were developed into series ‘of small parameters ’ '

'Tntegration of the stress equations at'the consecutive degrees. of: approximation and the use
‘of the stress boundary conditions permitted to obtain two quantitatively differéni solutions. Namely,
for an arbitrary ratio of cylinder radii #asfboe such. noncircular shapes.were found- ‘which: collapsg
in the sense of taken criterium (Egs. 4.1), and moreover the eigen-values analysis permltted obtaining
the families of shapes of “*perturbed” circular cylinders for certain evaluated ratios apo/boo (Egs. 4.4).

In Sect, 4 the final formulde with the acciiracy to the second degree of approximation, and in
a Sect. 5 the numerical examples are given. '
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