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WARIACYJNA METODA WYZNACZANIA EFEKTYWNYCH WEASNOSCI
LEPKOSPREZYSTYCH, ANIZOTROPOWYCH MATERIALOW ZLOZONYCH

STANISEAW TOKARZEWSKI (WARSZAWA)

Celern niniejszej pracy jest sformufowanie metody wariacyjnej opisu efektywnych wiasnosci
mechanicznych anizotropowych kompozytdow liniowo lepkosprezystych, znajdujacych sig w stanie
ustalonych drgan harmonicznych, W tym celu dla liniowych materiatow lepkosprezystych sformuto-~
wano zasady wariacyjne,. & nast¢pnie wykorzystano je do wyznaczenia granic na efekiywne moduly
i podatnogci zespolone. Rozwazania zostaly zilustrowane dwoma przykladami obliczef: granic
efektywnych moduléw zespolonych dla dwusldadnikowych kompozytow, z kiérych jeden sklada
si¢ Z poprzecznie izotropowych wiokien, drugi za§ z materialow regularnie anizotropowego
i izotropowego.

OZNACZENIA

s

w¥ w' w’ przemieszczenie zespolone, cze$C rzeczywista, urojona,

2ot

e* g’ g’ odksztalcenie zespolone, czesS¢ rzeczywista, urojona,
> L] p > -]

o*, a’, 0"’ naprezenie zespolone, cze§é rzeczywista, urojona,
e W, W

Uk U, U

funkcjonatl zespolony okre$lony na odksztalceniach dopuszczalnych,
funkcjonal zespolony okreslony na napreeniach dopuszczalnych,

I T I .
W, W, W funkcjonal zespolony okre$lony na odksztalceniach lepkosprezystych,

1 13
U*, U7, U funkcjonal okreflony na naprgzeniach lepkosprezystych,

funkcja energii naprgzend sprezystych,
L* modul zespolony r-tego skladnika
M*
L*
M*
ILff

podatnos¢ zespolona r-tego skiadnika,

efektywny modul zespolony,

efektywna podatnoéé zespolona,

jednoczesne oznaczenie czgsci rzeczywistej 1 urojonej modubu zespolo-
nego,

"M jednoczesne oznaczenie czefcl rzeczywistej 1 urojongj, podatnosci
zespolonej,

‘L™ jednoczesne oznaczenic odwrotnodci czeSel rzeczywistej i wurojonej
~ podatnosci zespolonej,

‘M’ jednoczesne ozpaczenie odwrotnosci cze$ci Tzeczywiste] 1 urojonej
- modute zespolonego,

funkcja energii odksztalcen sprgzystych,
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1. WstEp

Jednym z podstawowych zagadnienn mechaniki o$rodkdw ztozonych jest prze-
widywanie wlasnoéci mechanicznych kompozytéw na podstawie wlasnosei geome-
trycznych, udzialdéw objetosciowych oraz whasnoéci mechanicznych skladnikow.
Najbogatsza literature z tego zakresu posiadaja kompozyty spreZyste. Stad czgsto
czyni si¢ starania, aby metody uzywane do wyznaczania whasnosci mechanicznych
kompozytéw sprezystych, zastosowac¢ do opisu mechanicznego zachowania sig innych
ofrodkéw ztozonych. Wyrodznia sie irzy podstawowe metody wyznaczania makro-
skopowych charakterystyk mechanicznych: metodg statystyezna [1, 4 1 25],
samouzgodnionego pola [por. 16, 17, 22]. oraz metodg wariacyjng [13, 135, 31,
32 i 33).

Jedna z pierwszych prob zastosowania metod wariacyjnych w mechanice linio-
wych, lepkosprezystych materialéw ztozonych podjal ScHAPERY [30]. Poslugnjac sig
rzeczywistymi transformatami funkcji pelzania i relaksacji, sformutowat on w prze-
strzeni przeksztalcenia Laplace’a zasady wariacyjne analogiczne do liniowej teorii
sprezystosei. Za ich pomoca ustalil granice zmiennogei transformat efektywnych
funkcji pelzania i reiakszicji, ktore jednak mie prowadzg do poprawnej odpowiedzi
po przejéciu z powrotem do przestrzeni fizycznej.

Odmienng prébe sformulowania zasad ekstremalnych i zastosowania igh do opisu
zachowania sie kompozytéw lepkosprezystych przedstawil CHRISTENSEN [6]. Roz-
wazyl on izotropowy, jednorodny oérodek lepkosprezysty, znajdujacy si¢ w stanie
ustalonych drgad harmonicznych. Wiasnosci mechaniczne takiego ofrodka opisat
za pomocy zespolonego objetosciowego i dynamicznego wspélezynnika Poissona,
przyjmujacego jedynie wartodci rzeczywiste. Dia tak okre$lonych \;vlasnosici materiatu
lepkosprezystego sformutowal zasady wariacyjne. Pozwolily one obliczy¢ granice
efektywnych moduléw i podatnoéci zespolonych dla izotropowych ofrodkéw lepko-
sprezystych z pustkami, bad? sztywnymi wiraceniami wewnatrz. ~

Jeszcze inne podeijécie do obliczania granic efektywnych whasnoéci- dynamicznych
zaproponowal Roscor [28 i 29]. Rozwazyl on liniowe, izotropowe kompozyty lepko-

“sprezyste, znajdujgce sic w stanie ustalonych drgafi harmoniczoych. Zdefiniowat
dla tych kompozytéw efektywhe wlasnodci zespolone za pomoca funkcjonatéw
okreslonych na zespolonych odksztalceniach sprzezonych (efektywny modul zespolo-
ny) oraz na zespolonych naprezeniach sprzezonych (efektywna podatno$c zespolona).
Okazalo sie, Ze réznica migdzy funkcjonalem defininjacym efektywny modul (po-
datno$é) zespolony, a funkcja energii odksztalcent (naprezent) odpowiedniego kom-
pozytu sprezystego jest dodatnio okreslona. Ostatecznie prace Roscor’'a [28 i 29]
podaja metode obliczania granic efektywnych wlasnosei zespolonych, izotropowych
kompozytéw lepkosprezystych na podstawie przedziahi zmiennosei makroskopowych
wlasnoéci mechanicznych odpowiednio dobranych kompozytéw sprezystych. Nalezy
zaznaczyé, ze powyZsza propozycja nie da si¢ bezposrednio rozszerzyé na kompozyty
anizotropowe, gdyZ réznica migdzy funkcjonatami definiujacymi efektywne wlasnosci
lepkosprezyste, a odpowiednimi funkcjonatami spreZzystymi, w przypadku ogolnej
anizotropii nie jest dodatnio ckreslona.
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Brak w literaturze ogdlnych metod umozliwiajacych wyznaczanie efektywnych
wiasnoéel mechanicznych anizotropowych kompozytéw lepkosprezystych z jednej
strony oraz szerokie zastosowanie w technice materialéw zlozonych z drugiej strony
— skianiaja do podjecia badan nad sformutowaniem wariacyjnej metody opisu
makroskopowych charakterystyk mechanicznych kompozytéw lepkosprezystych,
znajdujgcych sig w  stanie ustalonych drgafi  harmoniczaych.

2. ZAGADNIENIA BRZEGOWE W PRZEMIESZCZENIACH. PODSTAWOWE OKRESLENTA

Do opisu drgat harmonicznych liniowege materiaty lepkosprezystego wygodnie
jest stosowac zmienng zespelong. W ujeciu tym podstawowymi wielko§ciami mecha-
nicznymi sg przemieszezenia zespolone ', odksztalcenia zespolone &* oraz napre-
zenia zespolone o™, Zwigzki migdzy nimi okreélaja nastgpujace wzory:

. 1
(2.1) ETJ :E_ (u?,j'l'”j, i)
Qraz ,
(2.2) U:j_zL?jm '5:1 .

Tensor L* wystgpujgcy we wzorze (2.2) opisuje wlasnofci mechaniczne liniowego
ofrodka lepkosprezystego, znajdujacego sie w stanie ustalonych drgan harmonicz-
nych i nosi nazwe moduin zespolonego. Z ograniczen, jakic na raateriaty lepkospre-
Zyste nakiada termodynamika proceséw nieodwracalnych [2], wynikaja nastepujace
wlasnodci modutu zespolonego: czg8¢ rzeczywista oraz cze$t urojona modulu

(2-3) LT;M :L;jkt + I.JIL:,:M >
sa dodatnio okreslone; zachodzi symetria wzgledem par | zamiany par 'wskaénikéw
2.4) L:'kjki :ij :ijm:LTku .

Niech bedzie dane ciato lepkosprezyste ograniczone powierzchnig S o objetoéei V.
Wyodrgbniajgc czesei rzeczywiste 1 urojone przemieszezen, odksztalced oraz napre-
#en, mozemy sformufowaé zagadnienie brzegowe quasi-statycznej, liniowej lepko-
sprezystodcl w sposdb nastepujacy:

na powierzchni §

oraz w obszarze V spelnione sg réwnania

1 1 ! 1 1 1 P

fo_ T ' e e 1

gy = Gty ey 2 (i, 54 15,0)
2.5). ! ! v e L, 4

r I r r H
O =Liga&a—Lijiut,  O=LineatLigeg,

t !
’ r
0i1,,=0, oy ,;=0.
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1 i
Przemieszczenia #® oraz odksztalcenia &% rozwiazujace zagadnienie brzegowe,

nazywaé bgdziemy w skrocie przemieszezeniami ! odksztalceniami lepkosprezystymi,
Natomiast dowolne ciagle funkcje przemicszezen #* oraz odksztalcen &, spelniajace
warunki brzegowe okre§lone w przemieszezeniach, nazywaé bedziemy przemiesz-
czeniami i odksztalceniami dopuszczalnymi.

3. ZAGADNIENIA BRZEGOWE W NAPREZENIACH. PODSTAWOWE OKRESLENIE

Réwnania konstytutywne dla drgajacych harmonicznie linfowych materiatow
lepkosprezystych mozna napisaé rowniez w postaci:

3. =M, 0.
Wystepujacy w tym réwnaniu tensor M™ nosi nazwe podatnosci zespolonej. Z roz-
wazaft Brota [2] wynika, 2e podobnie, jak w przypadku modulu zespolonego,

termodynamika procesdw nicodwracalnych naklada na podatno$¢ zespolong

. 1r

#* ?
(3.2) M =M,y —iM 5,
ograniczenia nastepujace: cze§¢ rzeczywista oraz czgé¢ urojona podatnodci
zespolonej sq dodatnio okreélone; zachodzi symetria wzglgdem par i zamiany par
wskaznikéw:

(3.3) M:'*jkl =M;ikl:M:iIk=M;ij'
Zagadnienie brzegowe quasi-statystycznej liniowej lepkospreZystoéci w naprezeniach
okresla nastgpujacy uklad rownan:

na powierzchni §

4 i
’ 1 1" '
ouyn="T,, oym=T,

a w obszarze V

1 ! ! I
7 ’ " rH I ' i Iy
C(Mum Oy + Mgy 000) =0, C(M, 00— M, 0.)=0,

i

r r
0i5,;=0,  0y,,=0,

(3.4)

gdzie operator € jest operatorem zgodnosei odksztalcend,

(3.5 _ CU) =S xS 15— Fiw, 51— it ik

!
a n jest wektorem jednostkowym prostopadiym do powierzchni S. Naprezenia o
rozwigznjace zagadnienie brzegowe teorii lepkosprezystoéci, nazywaé bedziemy
w skrécic napreZeniami lepkosprezystymi. Natomiast dowolng funkcje napreZen,
spehiajaca réwnanie réownowagi oraz warunki brzegowe, nazywa¢ begdziemy na-
prezeniami dopuszezalnymi.
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4. ZASADY EKSTREMALNE DLA LINIOWYCH MATERIALOW LEPKOSPREZYSTYCH, ZNAJ-
DUIACYCH SIE W STANIE USTALONYCH DPRGAN HARMONICZNYCI

Funkcjonal zespolony

‘ 1
“4.1) . W*$W'+5W";? Ef,-LfmﬁﬂdV
v

prowadzi do zasad wariacyjnych nast¢pujacych:
Zasapa la. Cze§¢ rzeczywista funkcjonaln zespolonego,

r 1

1 L !
(4.2) W= o [f (Lipr e~ Lija g €, AV — f (L:j“ 6‘;’1 +L:;-H E;t) 8;:, dV] s
v v

okresiona na odksztalceniach dopuszczalnych spelniajacych warunek

(4.3} (L:'jkz 31,:1 +L;;‘kl EI:I), ;=0 [(L;m srru —L;;‘kl Slirl), =01,
osiaga bezwzgledne minimum (maksimum) dla odksztalcent spelniajacych réwnanie
(4.4) (Llijkt glru *L;;kl 8:1)=0 [(L;jk[ 3:: +L:ik1 glfcl), ;=0l.

ZAsADA Tb. Cze$é urojona funkcjonatu zespolonego

1 !’ ’ " rr iz

(4.5) W= o [f (L) g 8t Ly jr 80 ‘EinV'L f L€ —Li i ) & dV] s
v Vv :

okreslona na odksztalceniach dopuszczalnych spelniajacych warunek

(4.6) (L’ijki *chla +Li,’ikl 5.111), 1=0 [(L;jkl S.:cl "L;m s;cft), =01
osigga bezwzgledne maksimum (minimum) dia odksztalcen spetniajacych réwnanic
4.7 (L:'.nct' 3:"1 _L;;‘kr ‘S;crr), 5=0 {(L:jkl '5'1; +L;}kl B;c:), ;=01

Dia przykiadu przeprowadzimy dowod zasady la.

Dovod zasady la. Niech dg' i 6¢’" beda dowolnymi wariacjami czeéci rzeczy-
wistych i urojonych odksztalceri dopuszezalnych. Pierwsza wariacja funkcjonatu W’
Wynosi: '

’ ’ L r ff * ] - ! H r” L H
(4.8) oW :f(Lijktﬁk: _szr_:lsm)é'gudV“ f (Lot 8+ Lo gy 80) 085, AV
14 v
Korzystajac z twierdzenia o zamianie calki powierzchniowej na objgtoSciows, po-
wyzsza zaleZno$¢ mozemy napisaé w postaci
@9)  oW'= [ (Lt =L o) St ny AS— [ (Lipau—Lipa tia), s 08 AV~
. 5 v .

- J (L:jm &1 +L;}k1.§r:1) bu; n; dS+ f (L;jkl & +L’[iik1 5;:1), s0u; dv.
3 : §

Na podstawie okreélenia odksztalcen dopuszezalnych mamy

(4.10} 8 (S)=0, ) (5)=0.
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Stad warunki zerowania sie pierwszej wariacji sa nastepujace:
- (4.11) (L;ju Eyy— Lr;;:tam) i=0 (L;jklglrf:_;_L;:'M E;J)JZO- !

Druga wariacja funkcjonatn ¥’ jest nastqpujapa
4.12) & W’—k[ f (Lwaem L Sal) Bl dY — f (Lm,éam-f-L,mcSP“)és dV]

Z warunku (4.3) mamy
4.13) ’ (L:'.n;: 55;’1 +L;;kl 5311;1), =0

Na podstawie twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego o zamianie catki powierzch-
niowej na objetosciowq otrzymujemy, Ze druga caika w drugiej wariacjt znika, co daje

(4.14) f 8e,, Ly Oty dV = f de, L1, Oene AV,
a stad
1 I I ! ' " I I
@.15) 5w =y | [ @elsLiedety b L el av).
v

N
A zatem druga wariacja funkcjonatu W jest dodatnio okreslona.
Podobne zasady wariacyjne moZemy sformutowaé dla funkejonalu zespolonego

(4.16) U=U'—iU" = [ o, My, 00,dV.
14
ZASADA 2a. Czesé rzeczywista funkcjonatu dopuszczalnego
P — 1 " ! 1
@17 U= [(M:Ju Tt M,y 00) 0 dV— f (MukI T~ M 01) JUdV] ,

okre§lona na naprgzeniach dopuszczalnych, spelniajacych warunek zgodnosei
odksztatcen -

(4.18) C(M:rjk! O_;‘rth:;“ a)=0 [C (M;jkl T +MIJ;M o)
osiaga bezwzgledne minimum (maksimum) dia naprgzen spehiajgeych réwnanie
4.19) C(Mi'_i'k! 0-12[+M;.;'kl o)=0 [C (Ml{jkl O'r’cll_M;;mG'm) 0}.

ZasADA 2b. Czgsé urojona funkcjonatlu zespoionego
(4200 U= [f (Mljktakl i,r!cl Gk!)alj av— f(Muu"’m‘l‘Mum kl)J!JdV]

okredlona na naprgzemach dopuszezalnych spelniajgcych warunek zgodnosci od—
ksziatcen :

(4.21) C(M;jkra;(’:_Mi’;‘ktU;:):O [C(M;jkl U;1+M:;m‘7;’;):0]-

]
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osigga bezwzgledne maksimum (minimum) dla naprezen spehlniajacych rownanie
(4.22) C(M 3 Oy + M 3,0) =0 [C (M 1y 0= M 1) =01

Dla przykfadu przeprowadzimy dowod zasady 2a.

Dowod zasady 2a. Niech do’ i d¢’' beda dowolnymi wariacjami czgéci rzeczy-

wistych i urojonych zespolonych naprezen dopuszezalnych. Pierwsza wariacja
funkcjonalu U’ wynosi

4.23) oU'= f (M;jkt Tyt +'M;;u O-;c’l) 50;; dV— r (M:jkl T Ml;_;kl) 5“:’;‘ av
v 4
Wprowadzmy oznaczenia

i ') 7 rr It i ' i 14 L4
{4.24) e =M Ot Mo, E;=M a0 — M 00

tJ

Jesli spetnione sg rownania zgodnosci odksztalcen

(4.25) Cle;,)=0, Cle;;)=0,

to istnieja ciagle funkcje przernieszezen spelniajace réwnania
o b 1 - : ’ 7 1 ' e

{4.26) Gy T (o, ;15 ) st.:E(u[.,j-l- u; ).

Stad na podstawie i{wierdzenia .Gaussa-Ostrogradzkiego pierwszg wariacjg mozna
przedstawic w postaci '

iy J g ati

@27y 8U'= [ bcluin,dS— [ ooy, uidV— [ dolu nydS+ [ ol ui’dv.
. 1 v N 5 L4

Rozwazmy takic wariacje naprezen, ktdre spelniaja réwnania réwnowagi oraz
znikaja na brzegu ciala. A zatem wariacja zeruje sie, jeéli spelnione sa nastepujace
Townania zgodnosci odksztaléen:

! L e I / ! H
(4.28) CM 00— M,y 0)=0, C(M, 05+ M)=0.
Druga wariacja funkcjonatu U’ wynosi

“4.29) &U=

1 e r r ' r 1 r I L
= ) [f (M1 804y + My, dag) 00 dv— f (M iy 80, — M, 60,,) 50'fjdV] .
v

L4

Na podstawie warunku (4.18) mamy
{4.30) C(M;;,, 601, — My, 36,)=0.

Stad na podstawie- twierdzenia * Gaussa-Ostrogradzkiego druga catka w drugiej
wariacii znika, co prowadzi do wzoru

“@.31) [ 607 M o0, dV= [ b07; My, SoydV .
1 4 14
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Stad

1 rr r rH
(4.32) U =5 [0, My 30,435, M}, S0;) V.
Vv

A zatem druga wariacja funkcjonalu U7 jest dodatnic okreslona.

W niniejszym punkeie sformutowano osiem zasad wariacyjnych dla drgajacych
harmonicznie materialow lepkosprezystych, W pierwszych czterech zasadach wyka-
zalidmy, Ze czgbcl rzeczywiste i urojone funkcjonalow zespolonych przyjmuja war-
tosci bezwzglednego maksimum badz minimum dla odksztalcedt spelniajacych
rownania

(4.33) (L;.ikl 8;:1 _L;,’im 5:(;) =0 (L;jkl 5;’1 +L}.’ikl 3;(1), =0

W pozostalych za$ czterech zasadach warnnkiem osiggania przez funkcjonat zespolo-
ny U* wartosci ekstremalnych jest spelnienie réwnan

(4.34) C(M;Jklo';«t‘i'M;kta;crz) C(M;jktal’c’!—M:f;H 07:1)=0-

Wynik ten poréwnujemy z zagadnieniami brzegowymi (2.5) i (3.4). Zauwaimy, e
funkcjonalami zespolonymi, ktére przyimujg wartoéci maksymalne badZ minimalne,
sa fankecjonaly okredlone odpowiednio na odksztalceniach i naprezeniach lepko-
sprezystych. W zwigzku z tym wprowadzmy nowe oznaczenia:

I

! ! 1 L v
WE= Wil = f L dV,

v

(4.35)

1 (1 !
U*= Uf__i ”__—_E f J?j A'Ii*jkl O’;:i dl’r.
14

Otrzymane wyZej zasady wariacyjne prowadza do nastgpujacych wnioskdw:
Czgéci rzeczywiste (urojone) funkcjonatéw zespolonych okreflonych na odksztal-
ceniach

(4.36) (L:'.ikl 3:.’1 +L;;‘kt Erir), =0
spelniaja nierdwnodé )

1 1
(4.37) W’S Wr (W!I; Wrr) .

Czesel tzeczywiste (urojone) funkcjonaléw zZespolonych okreslonych na odksztal-
ceniach

(4.38) (L;jkl 3::1 —L

12 113
ikl 51:1), =0,

spehiaja nieréwnosé
1 i
(4.39) W?; Wl (WflgW?l).
Czgéei rzeczywiste (urojone) funkcjonaléw zespolonych okredlone na naprezeniach

(4'4\0) C(M;Jki J;u +Mi’;kt a;c’l) =0,
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spelniajg nierownosé
(4.41) I}’QU’ ((lf’-'z Uuy.
Czgécl rzeczywiste (urojone) funkcjonaléw zespolonych okredlone na naprgZeniach
(4.42) C (M} 03— Mjjy,.0,) =0
spetniaja nieréwnosé
(4.43) U'T’z v (II)’"-:{ .

5. FUNKCIONALY ZESPOLONE ORAZ FUNKCIE ENERGII SPREZYSTEJ

Rozwazmy drgajacy harmonicznie material lepkosprezysty, na brzegu kidrego
zostala okreSlona dla przemieszczen amplituda drgait przyjmujaca wartodci rzeezy-
wiste, W zwigzku z tym wybierzmy takie odksztalcenie dopuszczalne, dla ktoryeh
¢zgs¢ urojona znika. Przyjmujge ¢’ =0, uzyskamy na podstawie (4.36)-(4.39) stwier-
dzenia nastgpujgce:

Odksztalcenia spelniajace rownanie

(5.1 L &, =0,
speiniaja jednoczeénie nieréwnoséc
! 1 12 ! 1 .y
(5.2) W'égfsth‘jklak,dV W".;-E-IEUL”M &gy dV).
1 4

Odksztaicenia spelniajace rdwnanie
(5.3) - L;m &, =0,

spelniaja jednocze$nie nierdwnosé
! 1 ’ ! 1 "
549 W'?*"ﬁ‘ f ey Ly e dV (W"é“i" f Ly dVy.
' V. _ 7
Niech bedzie dany material sprezysty o module sprezystym rownym czescd rzeczy-

wistej (czgéel urojonej) moduln zespolonego. Rownanie konstytutywne dla takiego
materialu przyjmie wige postad

(5.3 Oij =L:jk1 &a (o3 =L;;‘m &) .
Stad réwnania réwnowagi dadza sie napisaé nastepujgco:
(5.6) L:‘Jkl 2y, =0 (L:’jkl &, ;=0),

funkcje za§ energii odksztalcen mozZzna przedstawié wzorami

s 1 , 5 i o
6.7 W= f 03 L s AV (W=7 f . sk,dV).
1 4
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Nierdwnosci (5.2), 1 (5.4), prowadza wige do wniosku nastepujacego: czgsé rzeczy-
wista (czgd¢ urojona) funkcjonatu zespolonego, okreslonego na odksztalceniach
lepkosprezystych jest nie mniejsza od energii odksztalcen odpowiedniego kompozytu
sprezystego.

. -y ! s Iy
(5.8) WsW' (WKW,

Podobne rozwazania moina przeprowadzi¢ dla drgajacego harmonicznie mate-
rialu lepkosprezystego, na brzegu ktdrego zostala okre$lona dla naprezef amplituda
drgan przyjmujaca wartodcl rzeczywiste. Stad jako naprezenia dopuszczalne mozna
wybraé takie naprezenia, dla ktdrych czgsé ﬁrojona znika. W zwiazku z tym przyjmij-
my ¢”' =0. Na podstawie zasad wariacyinych (4.40)-(4.43) uzyskamy stwierdzenie
nastgpujace:

NapreZzenia. spelniajace réwnanie-

(5-9) . . C(M;;‘ktakl)=0:

spetniaja jednocze$nie nieréwnosdc

i i ! 1

(5.10) U'soy f M oudV (U";i f 013 M| 1 O dV).

14 ¥ : L

Naprezenia spelniajace réwnanie
(5.11) (M, 4 0)=0
spelniaja jednocze$nie nierdwnodé
: 1 L ! 1 Lrs

(5.12) Uz 5 faijMi.fk!JkldV (U”%/.TIUUMUHUM dV}-

Niech bedzie dany ‘materiat sprezysty o podatnoci sprezyste] réwnej czééci
rzeczywistej (czgfei urojonej) podatnosci zespolonej. Réwnanie konstytutywne dla
takiego materiatu przyjmie postaé :

(5.13) Eij:Mir_jktakl (S,-j:M;;k[a“). )
Stad réwnania zgodnodei odksztalcen sg nastepujace:

(5.14) C{M, 1 6u)=0 (C(M}},0)=0),

funkeje za$ energii naprezed mozna przedstawi¢ w postaci

s 1 s 1 "
(5.15) U=*2‘ f Oy M,y O dV (U=.—2" f Oy My, O dV)-
v _ v
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Nieréwnosel (5.10), i-(5.12); prowadza wiec do wniosku nastgpujacego: czgsé
rzeczywista (czgsc urojona) funkcjonatu zespolonego, okreflonego na-naprezeniach
lepkosprezystych, jest nie mniejsza od energii naprezen odpowiedniego kompozytu

sprezystego: =
. I . 5

: 5 I
(5.16) : : U<’ (U<U").

Otrzymane nieréwnoéci (5.8) 1 (5.16) zastosujemy do opisu efektywnych wilasnodei
mechanicznych, drgajacych harmonicznie kompozytdw lepkosprezystych.

6. LINIOWE, DRGAJACE HARMONICZNIE, LEPKOSPREZYSTE MATERIALY ZLOZONE

Jesli w materiale lokalne wlasnosci mechaniczne zaleza od polozenia, to mamy
do czynienia z ofrodkiem niejednorodnym. KaZzdy osrodek niejednorodny moze
skladaé sic z materialéw jednorodnych zwanych skladnikami. Przyjmiemy, ze na
granicach sktadnikoéw nie zachodzg poélizgi i kazdy materiat o tej wiasnosei nazywac
bedziemy kompozytem. W mechanice osrodkéw zlozonych wprowadza 'sie réwniez
pojecie obszaru reprezentatywnego [por. (3.1)]. Jest to obszar, ktory reprezentije
. przecigtne zachowanie sig kompozytu i jest na tyle duzy, ze efektywne wlasnosci
mechaniczne nie zaleZa od przemieszczedt i napreZen na brzegu pod warunkiem
jednak, iz sq one makroskopowo }ednorodne Oznacza to, ze diugoé¢ fali fAluktnacji
przemieszezen i napreZen wzglgdem sredmch wartofci jest mala w pordwnaniu
7 TOZMmiarami rozwazancgo kompozytu dla przyktadu moze by¢ rzedu wymiaru
charakterysiycznego niejednorodnoéci. Wplyw tego rodzaju fluktuacji na przecigtne
zachowanie si¢ kompozytu ujawnia sig jedyniec w poblizu powierzehni ciala i moze
by¢ pominigty, jezeli ciato jest wystarczajaco duze.

Niech materiat ztoZony, ogla.mczony powierzchnia § zajmuie obszar v,
o ktérym zalozymy, Ze jest obszarem reprezentatywnym i niech na jego brzegu
okreslone beda amplitudy przemieszczen i napreiefi, przyjmujace warto$ci rze-
czywiste. Za pomoca funkcjonalow zespolonych okreslonych na odksztalceniach
i naprezeniach lepkosprezystych, okre§limy makroskopowe wlasnosci kompozy-
tow lepkosprezystych:

o a 1

* == | e e N
t6.1) . Sus L B = V W v f FTJ LTjk ‘9:1 dav
. Vv . :
oraz
©2y oy M ot Ter =77 Ty f My Uu av,

4] o

gdzie IL* i M* oznaczajg moduly, podatnoscei zespolone r-tego skladnika, a ¢ 1 o
sq uérednionymi w rozwazanym obszarze odksztalceniami i napreZeniami. Tensory
L* i M* obliczone na podstawie (6.1) i (6.2) nosza nazwe odpowiednio efektywnego:
modulu zespolonego i efektywnej podatnosei zespolongj. '
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Rozwazamy takie kompozyty, na brzegu ktérych okrefla sie przemieszczenia
i napreZenia przyjmujace wartosci rzeczywiste. Stad wzory (6.1) i (6.2) moZna wyrazié
nastepujaco:

VEUme gkl— W =5 f (EerUktEkl+le'Luk!£I:':)dV

{6.3)
° 1 ¢ r l’ I " r’f ff
Pl
Ve Ly ta=W"= a5 f (511 Ukt Pt! +£lj L &) AV
V~
o [} I ]_ - [’ r I i r ! ,
4 z ’ r ! ’
Vo ; My, 0n = U’:-Z_ f (00 M0+ 01 M0 AV,
v
(6.4)

e w ¢ 1 il’ " ! Iu oy
— I = .
Vo, My, 0= 5 f(JIJMikaGk!+0iJM!Jklgkf)dV
v

Migdzy eféktywnym modutem zespolonym i efektywng podatnoscia zachodzi zwiaz'ek

1 .
{(6.5) Lijklemn (aim Csnt TinTpm) -

7. GRANICE CZESCI RZECZYWISTYCH 1 UROJONYCH EPEKTYWNYCH MODULOW
1 PODATNOSCI ZESPOLONYCH

Efektywne moduly i podatnosei kompozytow sprezystych definiuja sie za pomoca
funkeji energii odksztalcet oraz funkcji energii naprezen, okreslonych na odksztal-
ceniach i naprezeniach rozw:qzumcych zagadnienie brzegowe liniowej teorii sprezy-
stoset:

[ 1 r
(7.1) VS!J Ly g™ W"“ 7 f ey Ly e dV
: v
oraz
o o 5 i r
(7.2) VUuMume”—“U“—““z"fUuMimG"m av,
v

gdzie ¢ i o sa uSrednionymi odksztalceniami i napreZeniami materialu zioZzonego.
Tensory I. i M nosza nazwe efekiywnych moduléw i podatnosei sprezystych. Niech
beda dane dolne granice efektywnego modulu sprezystego L9 i efektywnej podatnofci
sprezystej M?, Na podstawie okreélenia granic dolnych [por. (3.1)] a takZe zwiazkow
(7.1) i (7.2), mamy '

0 0 0 0 1 =

&1y L g 80y Ly 60 = v W
(7.3) '

o 0 o P 1 s
d T m—
oy My ooy My o™= v U.
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Opierajac sie na nlerownosmach (5.3) 1 (5.6) oraz definicjach (6.3} i (6.4) dochodzimy
do nieréwnosel

o ] 1 a o o 2
d ’ . Fi %
iy LYy B sy L, (b!jLn‘jkt eS8y Ly B s

(7.4)

4] ) 0 ) ] 0 o
Ty My, Ouso; My, 00, (0y; M 0a<0:, M, 04).

Jedli moduly sprezyste kompozytu sprezystego sa réwne czeéciom rzeczywistym
(urojonym} modutow -zespolonych odpowiednich skiadnikéw kompozytu lepko-
spreZystego, to dolna granica efektywnego modulu kompozytu sprezystego jest
Jjednocze$nie dolng granicq cz¢sci rzeczywistej (urojone;) makroskopowego moduta
zespolonego. Podobnie, jesli podatnos¢ skladnikéw kompozytu sprezystego réwna sie
czedciom rzeczywistym (urojonym) odpowiednich skladnikéw kompozytu lepko-
sprezystego, to dolna granica efektywnej podatnoscei sprezystego materiatu zlozonego
jest jednoczeénie dolna granicy czeéei rzeczywistej (urojonej) makroskopowej podat-
nodci zespolonej.

Niech bedzie dana czg$é rzeczywista i urojona dowolnej wielkodci zespolonej

(7.5) SE=f1+if.

Umoéwimy sig, Ze zaréwno czedé rzeczywista jak i urojona oznaczaé bedziemy za
pomoca jednego symbolu

76 K= =

Stad na odwrotnosci czgéci rzeczywistych (czeei urbjonych) modutéw i podatnodci
zespolonych wprowadzimy oznaczenie nastepujgce:

(7-7) (’M’r)_l:,rén, (Lu)_f lf/‘lu

Na podstawie wnioskéw podanych w punkcie 7 oraz na podstawie twierdzes o gra-
nicach efektywnych wlasnosei sprezystych, sformutowanych przez Walpole'a (3.1),
mozemy sformulowaé nastepujgce twierdzenie o gramcach efektywnych moduléw
i podatnoéci zespolonych:

r r
TWIERDZENIE L. Jesli dla wszystkich r tensor L0 —"L'", M°—'M"" jest ujemnie
okieSlony, to tensor 'L —'L", "M" —'M'' jest rownies ujemnie okres’lony

¥’
TWIERDZENIE 2, Jedli dla wszystkich r tensor L°— 'L, ’M " jest dodatnio
okresiony, to ’f,” ’L” ’M Y—'M" jest rowniez a’odamro okr eSlony. Tensory
wystepuiace w powyzszyc}z twre:dzemach 3q nastepujgce:

an —_ {ZC,.(L' + ’L”)41]u1 _

2
I.Jk[ ]('5115k1+u' (51k5J1+5115;k 3 5ij Jk!):

(1.8) 5
L?m =k, 8500 +1, (5uc5jl +381d— ? Ly 5k1) s

4 3{1 10 -1
k.=—uo, Ue = S — .
3 2 \u, 9k,+8u,

Rozprawy Inzynierside — §
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r
JMIJ — [EC,. (M_ + :Mu)_1]k1_

(ézk 511 +JH ik 5u 53{!):

(7.9) Mig =g uda™ gy,
1
M?jk,[ 9] 5!.} 5?{! L 51?&'5.1! +5[f 5.:!( 5?} 5&.! .

Dodatkowe ograniczenia na wartodci efektywnych wlasnosei zespolonych wynikajg
z okredlen (6.3) 1 (6.4). Sf‘ormuiu}emy je w postaci dalszych twierdzen: '

r "

TWIERDZENIE 3. Jesli dla kazdego r tensor L' — AL” AM' Jest dodafmo
(ujernmic) okreslony, to tensor L' — AL, M’ — M jest rowniez {dodatnio (ujemmnic)
okreslony. Parametrr A wysigpujqcy w powyiszych twierdzeniach jest dowolng dodatniq
ficzbg rzeczywistq.

8. PRZYKEADY OBLICZANIA GRANIC EFEKTYWNYCH MODULOW ZESPOLONYCH DLA
DWUSKLADNIKOWYCH KOMPOZY1GW

Przyklad 1 [34]. Rozwazmy kompozyt dwuskiadnikowy o objetosci skladnikéw
odpowiednio ¢, i ¢,. Niech pierwszy sktadnik posiada wlasnosé regularnej anizotropii,
drugi za$ jest materiatlem izotropowym. O skladnikach zalozymy, Ze sa rozmiesz-
czone beztadnie, tak ze kompozyt zachowuje sie makroskopowo jak materiat izotro-
powy. Przyjmijmy, ze rozwazany przez nas kompozyt sklada si¢ z materialow,
ktérych wiasnogei mechaniczne opisuje model Maxwella. Wéwezas moduly zespolo-
ne przyjmuja postac

i o iw

% __ B g
H p]_ pl I.Ct)+0’., Hz ﬂzfﬂ)-l—ﬁ‘

8.1 -
( ) nu },‘Ll i@)+0’
Do obliczet numerycznych przyjmijmy nastepujace wartodci liczbowe wyrazone
w odpowiednich jednostkach:

(8.2) w=5, p=10, =10, «=10, p=5.

Wyniki obliczen efektywnego, zespolonego modunlu postaciowego zostaly naniesione
za pomocy linii przerywanej na wykresy pokazane na rys. 1 1irys. 2.

Przykiad 2 [34]. Niech ulozone rdéwnolegle, poprzecznie izotropowe wlékna
tworza dwuskladnikowy kompozyt lepkosprezysty. Zatéimy, ie w plaszczyznie
prostopadlej do kierunku uloZenia przekroju wiokien sg dowolne i usytuowane
bezladnie tak, #e material zlozony zachowuje si¢ makroskopowo jako oSrodek
poprzecznie 1Zotropowy.

Przyjmijmy, Ze rozwazany przez nas kompozyt sklada sig¢ z materialow, ktérych
wihasnoéci mechaniczne opisuje model Maxwella. Wéwezas moduty zespolone Pryjma
postaé:

iw fw . fw fw

(8.3) m -—ml_ mzzmgf"—, Pi=P1 T, P;=Pz‘**“. .
i+ fort-f fw+o ico+f
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e 1 ]

H ]
a5 10 15 logw a a5 10 15 logw

Rys., 1. Wykres granic czesci rzeczywistej Rys, 2. Wykres granic czefci urojonej efek-
efektywnego, postaciowego moduiu zespolone- tywnego modulu zespolonego.

zo niefcisliwego kompozytu lepkosprezystego,

sktadajacego si¢ z bezladnie rozmicszczonych

skfadnikéw, izotropowego oraz regularnie
anizotropowego,

e a5 10 18 ,’Uq';
Rys, 3. Wykres granic czedci rzeczywistej Rvs. 4. Wykres granic czesci urojonej efek-
efektywnego modulu postaciowego poprzecz- tywnego modieh postaciowego.

nie nieicisliwego kompozytu lepkosprezysie-
go, skiadajgcego si¢ z ulozonych rownolegle
wiokien poprzecznie izotropowych.,

Do obliczen numeryoznych przyjmijmy nastepujace wartosel liczbowe
(8.4) my=5, my=50, o=10, f=5, p, =5, p,=10, c¢;=0,5, ¢,=05
wyrazone w odpowiednich jednostkach,

Wyniki obliczen granic efektywnego modulu zespolonego zostaly naniesione
za pomocq linii przerywanej na wykresy pokazane na rysunkach 34516
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Rys. 5. Wykres pranic czefci tzeczywistej efek- Rys. 6. Wykres granic czegsci urojonej efek-
tynwego modulu zespolonego. tywnego moduhly zespolonego.

9. DyYSKUSIA

Rozwazanie teoretyczne oraz wykonane przyklady liczhowe wskazuja, ze do
wyznaczenia granic efektywnych wlasnosci zespolonych anizotropowych kompozy-
tow lepkosprezystych, wystarcza znajomosé wyraZen opisujacych makroskopowe
zachowanie sig kompozytow spreZystych. Nalezy tylko we wzorach na dolng granice
efektywnego moduln sprezystego dokonad zmiany modulow sprezystych na odpo-
wiednie czgdcl rzeczywiste (urojone) modutéw zespolonych, we wzorach za$ na gérng
granice wymieni¢ moduly sprezyste na odwrotnodei czedei rzeczywistych (urojonych)
podatnosci zespolonych.

Podobnie granice efektywnych podatnodci zespolonych wynikajg ze wzordw
na doelna granice efektywnej podatnosci sprezystej, jesli dokonamy zmiany podatnodci
sprezystej na czeéei rzeczywiste (urojone) podatnosci zespolonych, a we wzorach
na. gérng granice wymienimy podatnosci sprezyste na odwrotnodci czgdcl rzeczy-
wistych (urojonych) moduldw zespolonych. W szezegéinym przypadkn izotropowych
kompozytéw lepkosprezystych powyisze wnioski pokrywajy sie z rezultatami
rozwazan Roscor’a [32]. Stad granice dla kompozytéw lepkosprezystych o beztadnie
usytuowanych skladnikach izotropowych, wyznaczone na podstawie niniejszej
pracy, $cifle odpowiadajg granmicom uzyskanym metoda Roscog’a [32].

Proponowana metoda opisu makroskopowych charakterystyk mechanicznych
kompozytéw lepkosprezystych zawsze prowadzi do uktadu nieréwnoéci, ktore nalezy
rozwigza¢ wzgledem efektywnych statych materiatowych. Dla kompozytéw, w sklad
ktérych wchodzg materialy izotropowe, regularnie anizotropowe oraz poprzecznie
izotropowe otrzymuje sie nierownofci, ktérych rozwiazanie, jak wskazuja przyktady
112, nie wymaga pracochionnych obliczen. Jest to niewatpliwie duza zaleta metody
wariacyjnej, zwazywszy Ze¢ poszukiwania efektywnych wlasnosci mechanicznych
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kompozytéw lepkosprezystych metodami statystyeznag i samouzgodnionego pola,
prowadza do bardzo skomplikowanych wzordw.

Wykonane przyklady obliczenn numerycznych granic wskazuja na zaleznodé
wielkodci przedziatu efektywnych moduléw zespolonych od stopnia niejednorodnodci
sktadnikéw kompozytéw lepkosprezystych. W przypadku kiedy czedei rzeczywiste
i urojone moduiu zespolonego jednego ze skladnikow sa kilkudziesigciokrotnie
wigksze.od czesci rzeczywistych 1 urojonych modutu zespolonego drugiego skladnika,
jak to pokazuja rysunki 1-6, otrzymujemy stosunkowo waskie przedzialy zmiennosci
makroskopowych wlasnodci zespolonych, dla ktorych przyjmujemy, Ze z dostatecz-
nym, przyblizeniem okreélaja doldadne, efektywne charakterystyki lepkosprezyste.

Inny wniosek nasuwa sie dla przypadku, w ktérym czedci rzeczywiste i urojone
moduiu zespolonego jednego skiadnika sa przecietnie kilkaset razy wieksze od czesci
rzeczywistych i urojonych moduhu zespolonego drugiego skladnika. Dia tege przy-
padku uzyskane przedzialy zmiennosci efektywnych wlasnodci lepkosprezystych
sa stosunkowo szerokie i nawet w przyblizeniu nie okresfaja dokladnych makrosko-
powych charakterystyk mechanicznych. Stad istotng wada metody warlacyjnej jest
jej nieskutecznodé opisu makroskopowego zachowania si¢ drgajacych harmonicznie
kompozytéw iepkosprezystych o skiadnikach charakteryzujacych sig duza niejedno-
rodnodcia wlasnodci mechanicznych. '

Na gruncie mechaniki sprezystych ofrodkéw zlozonych dowodzi sig, Zze dla
niektérych materialdéw zlozonych vzyskane metoda wariacyjng oszacowania sg
najlepszymi oszacowaniami, jakie moZna otrzymaé w zaleznosci od udzialow objg-
todciowych oraz wlasnoci mechanicznych skladnikéw. Tego rodzaju stwierdzen
nie mozna jednak sformulowaé dla lepkospreZystych materialéw zlozonych, mimo
#¢ wyznaczone granice efektywnych wlasnosci zespolonych wynikaja z najlepszych
oszacowan sprezystych. Stad uzyskane w pracy granice na czgéc rzeczywista i urojona
nie sg najlepszymi oszacowaniami, jakie prawdopodobnie mozna otrzymaé na pod-
stawie udzialow objetosciowych 1 wlasnodei mechanicznych skladnikdw. Celowe sa
wi¢e dalsze badania nad mozliwoécia zawezania przedziatéw zmiennoéci efektywnych,
lepkosprezystych wiasnodci zespolonych w zaleznosci od udzialéw objetosciowych,
wlasnosci mechanicznych, a takie geometrii skiadnikow.

Panu Profesorowi dr S. ZAHORSKIEMU wyrazam gleboka wdzieczno$é za inspiracje
i niezwykle cenne dyskusje.

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. M. T, Beran, Application of statistical theories to heterogenous materials, Phys Stat. Sol,,
G, 2, 365, 1971.

2. M. A. Biot, Linear thermodynamics and the mechanics of solid, Proc, 3 rd U.S. Nat, Congr.
Appl.,, 1, 1958.

3. M. A. BioT, Theory of stress-sirain relations in anisotropic viscoelasticity and relaxation pheno-
mena, J. Appl. Phys., 25, 1385, 1954

4, V.V, Bororin i V. H. MosSKALENKO, K razcziotu makroskopiczeskich postojannych izotropuych
materialow, M. T. T., 3, 106, 1969,



454

g

10,
1L

12,
13.

14,
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21
22.

23.

30,

3L

32.

33

34,

STANISLAW TOKARZEWSKI

R. M. CHRISTENSEN, Thew"y of viscoelasticity, Academic Press, New York and London 1971.
R. M. CHRISTENSEN, Viscoelustic properties of heterogeneous media, J. Mech. Phys. Sel., 17,
23, 1969.

. T. D. EsaeLsy, Progress in solid mcchmrrc.s No; th Ho]Jand 2, HI, edlted by Sneddon and

R, Hill, 1961.

. L. . Esuciwy, The defermination of the elastic field of an ellipsoidal inclusion and related probler,

Proc. Roy Soc., A, 241, 376, 1957.

. Z. HasgIN, Complex moduli of viscoelastic composites-I, Int. J. Sol. Struct., 6, 539,  1970.

Z. Hasaw; Complex moduli of viscoelastic composites-I, Tnst. J. Sol. Struct., 6, 797, 1970,
Z. Basum, Theory of mechanical behaviour. of heterogenzous media, Appl. Mech, Rev., 17, 1,
1964, : ) : ) .

Z. HasuN, Viscoelastic behaviour of heterogeneous media, J. Appl. Mech,, 32 -630 19635,

Z. Haspw and S. SHTRIKMAN, A variational approach to the theory of the elastic behaviour
of polverystals, J. Mech: Phys. Sol., 10, 343, 1962,

7. Hastin and 8. SATRIKMAN, A variational approach to the theory of the elastic behavionr
af multiphase materials, J. Mech. Phys. Sol., 11, 127, 1963,

Z. Hasamv and. 8. SETRIKMAN, Onr some variational principles in anisotropic and nonhomoge-
neous elasticity, J. Mech. Phys. Sol., 10, 335, 1962,

A.V. HersHEY, The clasticity of an isotropic aggregate of anisotropic cubic crystals, I. Appl.
Mech. 21, 236, 1954,

R. HiLy, A self-consistefit mechanics of composife n;raterr'al.s', J. Mech. Phys. Sol., 13, 213, 1965,
R. Hiwy, The elastic behaviour of a crystalline aggregate, Proc. Phys. Soc., 65, 349, 1952,
R. Hiiy, Progress in applied mechanics, Pr. Anaiv. Vol, 99, 19463,

R. HiLv, Elastic properties of reinforced solids, J. Mech. Phys. Sol., 11, 345, 1963.

R. HiLr, Theory of mechanical properties of ﬁb)e—mengrhened materials — 1, J. Mech. Phys,
Sol., 12, 199, 1964.

E. Kroner, Berchiung der elastischen Konstantent des Vielkvistalls aus den Konstanten des
Einkristalls, Z. Phys., 151, 504, 1958. '

A, H. Lovg, A rreatise an the mathematical rhéa;-y of elasticity, Dover Publication, New York
1944,

. W. Nowackl, Teoria pelzania, Warszawa 1963.

. W.A. Lomaxiy, O deformivowanii mikronieadnarodiych uprugich tiel, P, M. M., 29, 836, 1965.
. B. PauL, Prediction of elastic constants of multiphase materials, Trans A.L.M.E,, 218, 36, 1960.
. R. Roscor, Bounds on the real and imaginary parts of the dynamic moduli of composite viscoelastic

system, J. Mech. Phys. Sol., 17, 17, 1969,

. R, Roscor, Improved bounds for real and imaginary parts of complex moduli of I.S‘ol‘roplc visco-

elastic composiries, J, Mech. Phys. Sol,, 20, 91, 1972,

. R. Roscor, Isotropic composites with elastic or viscoelastic phases: general bounds for the moduli

and. sofutions for special geometries, Theol. Acta, 12, 404, 1973,

R. A. SCHAPERY, Siress analysis of viscoelastic composite materials, J. Compl Mat., 1, 228,
1967,

L. J. WaLrOLE, On bounds for the oyerall elastic moduli of inhomogeneous systems—I, J. Mech.
Phys. Sol, 14, 151, 1966, °

L.J. WALPOLE, On bounds for the overall elastic moduli of inhomogeneous systems—IL, J. Mech,
Phys. Sol,, 14, 289, 1966.

L.J. WaLroLE, On the overall elastic modali of composite materials, J. Mech, Phys, Sol, 17,
235, 1969.

S. Tokarzewski, Ocena dynamicznych wilasnosci lepkospreipsiveh anizotropowych materiaidw
ziozonych, Prace IPPT, 56, 1975. :



WARIACYINA METODA WYZNACZANIA EFEKTYWNYCH WLASNOSCI .., 455

Pezwowme

BAPI/IALU(IOHHLI'I"/I METOJS ONPENENEHHUSA 2OOEKTHUBHLIX CBOWMCTB
BA3SKOVIPVIUX, AHU3OTPOTIHBLIX, CHOXHBIX MATEPHAJNIOR

Hensto HACTOANEH paboThl ABNSETCH CHOPMYITHPOBAHEC METOAA BADHAUHOHHOLO OMHCAHMS
B(MEKTHBHBIX MEXAHHYECKHX CBOHCTE ANH30TDOIMHLIX, NHECHHO BAIKOYNPYTAX KOMIIQO3UTOB, HAXO-
AALKXCA B COCTOSIHHM YCTRHOBHBIHNHXCA TapMOHHTeCKMX Konebaumil. C 3Tol nembio Ans suHeH-
HBEIX B3KOYIPYTHX MATEPHAIIOB CHOPMYSHPOBAHb! BAPHALIMOHHBIEC IPHHUNILI, & 3aTeM OHH HCTIQNb-
30BAHbLl RNIA ONPCACIICHHA OPSJACA0B SITHCKTHBHBIX MOAYISH W KOMNONEKCHBIX IOJATIHBOCTEH.
PaccyIeHus WAAIOCTPHPOBAHBI JABYMS NPHMEPAMH DACYETOB HPeaeios 3QPeXTHBHLIX KOMEJIEKC-
HbEX MOZYIEH ANR ABYXKOMIIOHEHTHBIX KOMIIO3HTOB, OIMH H3 KOTOPLIX COCTOHT H3 JIOMEPEStiHO
H30TPCMHELIX BOJIOKOH, BTOPOH € B3 PEryIApHO AHH3OTPOITHOTC M H3TOTPOTHOID MATCPHAIICB.

STRESZCZENIE

VARIATIONAL METHOD FOR EVALUATION OF THE EFFECTIVE VISCOELASTIC
PROPERTIES OF THE ANISOTROPIC COMPOSITE MATERIALS

The paper deals with a formulation of a variational method for description of the effective
mechanical properties of linear viscoelastic anisolropic composites being in a state of the stationary
harmonic oscillations. In this purpose the variational principles were formulated first for viscoelastic
materials and then for evaluation of the limiis for effective moduli and compiex compliances.

Theoretical considerations are iflustrated by two examples of the computation of effective limits
of complex moduli for two-component composites one of which is composed of transversally isotropic
fibers and second of regularly anisotropic and isofropic materials.
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