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FUNKCIE PRZEMIESZCZEN DLA DRUGIEGO
OSIOWO-SYMETRYCZNEGO ZAGADNIENIA
MIKROPOLARNEJ ELASTOSTATYKI

JANUSZ DYSZLEWICZ (WROCLAW)

W ramach mikropolarnej elastostatyki rozwaza si¢ problem osiowo-symetrycznej deformacji
opisany przez wektor przemieszczenia u{r, z)=(0, #,,0) i wektor obrotu @ (r, D=(px, 0, pz).
Autor [14] zaproponowal odmienng od innych drég [2-5], naprezeniowa drogg rozwiazania tego
zagadnienia 1 uzyskal reprezentacje pél podobna do znanej reprezentacii W. NoWACKIEGO {2].
Niniejsza praca stanowi rozszerzenie [14] na przypadek niejednorodnych rownas. Pokazuje sie, ze
dla rozwigzania zagadnienia z obicigzeniami masowymi wystarczy znajomosc pewnych funkcji
x(r, 20, 0 (r, 2). 1y (r, 2) oraz ©* (r, 2), ¥* (r, z), natomiast przypadek trwalych odksztaleen spro-
wadza sig do wyznaczenia funkcji x* (v, z) oraz &* (r, z), ¥* (r, 2).

1. WPROWADZENIE

Rozwazmy tzw. drugic osiowo-symetryczne zagadnienie w ramach liniowej
efastostatyki jednospdjnego osrodka Cosseratéw [1]. W zagadnieniu tym przemiesz-
czenia i obroty, w ukladzie wspohzednych walcowych (r, 6, z), opisuja wekiory
nastgpujace

(1.1) u(r,z2)=0,u,,0), ¢ 2)=(¢,,0 0,). :

Funkcje 1, @,, ¢, powinny spefniaé podstawowy uklad trzech réiniczkowych réwnan
rownowagi o pochodnych czastkowych. Metody catkowania réwnan dla przemiesz-
czenl 1 obrotéw byly przedmiotem badan autoréw prac [3-5]. Autor niniejszego
opracowania zaproponowal w [14] odmienng metod¢ rozwiazania, wychodzge
z.podstawowych réwnan naprezeniowych (1.1) i uzyskat rozwiazanie podobne do
rozwiazania W. NOWACKIEGO, [2), wyznaczonege wezeSniej I na innej drodze.
Niniejsza praca stanowi rozszerzenie rozwazan z [14] na ‘nigjednorodne réwnania
problemu. PokaZemy, ze rozwiazanie zagadnienia (1.1) dla przypadku obciazen
masowych sprowadza si¢ do okreslenia pewnych funkeji y (v, 2), a(r, 2), #, (r, 2)
oraz @* (r, zj, V¥ (r, z), natomiast rozw1qzame dla przypadku trwalych odkszialced
sprowadza sie do wyznaczenia funkcji x* (r, z) oraz ©* (r, z), ¥* (1, 2).

2. ZAGADNIENIE DLA OBCIAZEN MASOWYCH

W (1.1) naprezenia sitowo-momentowe opisuja odpowiednio dwa niesymetryczne
tensory o i g o fizycznych skiadowych

(21) GE(GI'G) Fops Tyzs azﬂ) > uz(ﬂrn Hizs Hoos Hers ﬂz:r) .
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Naprezenia z (2.1) powinny spelniac ukiad trzech rownpan réownowagi
Gor— Onat O o+ 0z o+ 171 (o — fiog) + ¥, =0,
(2.2) G Ogpt 0y flag+r ™4 8, (Pt )+ ¥.=0,
Orau+ 3z 0,4+ 1" (0,0+ 00+ Xo=0,
gdzie wektory o _ | _ | .. |
(2.3) X{(r, z)'—(O‘Xa, 0, Y@, 2=(1,,0.Y)

okreslaja odpowiednio sily 1 momenty masowe, a symbole a.f(..), 8, f(...) oznaczaja

pochodna czastkowa funkeji f(...) wzgledem zmiennych r i z. Przyjmijnty, opiera-

jac sie na zasadzie Helmholtza, rozkiad pol (2.3) na czes¢ potencjalng i solenoidalna

(por. W, Nowackr i W. K. NOwWACKI f6h:

e X=grad v+rot ¥, div x=0,
: Y=gradotroty, divy=0.

Dia (1.1) mamy, x (5, 2)=(%n 0, 1), (D=0, 7, O) 1 wzory (2.4) prowadza
do zwiazkéw: | - . s

(25) . . az.Xr—aer:Xﬂs
(2.6) 0,6~ 0,0y= T o4 ()= Y.,

przy czym warunek divy= 0 spe%mamy, wprowadzanc funkc;g b4 (r z) spelmajaccq
‘rownania :

@mn | xriaz'x, = —ra0n-
Réwnanie (2.5) przyimuje postac.
(28 S (V=1 ) =X,

‘gdzie symbol V? oznacza operator Laplace’a: V2=a2+r~1 ar+é;. Przy danym
‘opisie pdl wektorowych (2.3) w- zbiorze — funkcje x (r, z), o (r, z) r;re (r z)
‘wyznaczamy przy uzyciu réwnad (2.6), {2.8) [i2].

‘W teorii mikropolarnej pola odksztatcen opisuja dwa niesymetryczne tensory:
tensor odksztatcenia vy i tensor skretno-gigtny ¢, na ktére naklada sie pewne ograni-
‘ezenia odpowiadajace warankom nierozdzielnosci odksztalcen z Kasycznej  teorii
sprezystoéei [8-10]. W zagadnieniu (1.1) na skladowe ﬁzyczne tensoréw y 1 %

(29) R Y U‘n Z)E U’rﬂ: Ters }'Bz: yaﬂ) > n (F, Z)E(K:rr: Kp_s Kggs Wyps ]sz) E i
nalezy nalozy¢ sze§é nastepujacych warunkdéw, podanych w pracy [14]:

(2 10) ' @z (yﬂr + }’.-9) + (F —— ar) ()’zo + yﬂz) = 0
. oraz _ B _ o S
K99+r“1y0z=05 Kl'r+ar‘ yﬂzzoa ' Kzr+azyazz-0'9

{2.11)
By Yor+ ™1 Yap— Kgz—I00=0, @ Ve )+ Pa— =0
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"
Pola (2.1) i (2.9) zwigzane sg réwnaniami konstytutywnymi

Tro= (p+0) Yo+ (@) Yooy Gor={(11+ ) Yor + {1 =) Y10,

(2.12)
Opr =04 0) Yo + (=) Yoo, Oro=(U+ &) yup+ (1 — ) 7,
Qraz
Mr;- = ZWCH —|—ﬂ)‘€ > ‘ Juﬂﬂ = 27’CBB +ﬁ4u S Hzz= 2ykzz +[3)K' 3
(2.13)

U=y + )k +(P—8)i,,  fh,=(y+e) Ry +(y—8) Kup s

gdzie k=1, +Kgp+ i, @ wiclkodel o, f, y, &, it 0Zn2czajy stale materiatlowe ofrodka
Cosseratow. Réwnania (2.2) araz wyrazone w terminach naprqieﬁ warupki (2.10),
(2.11) i warunki brzegowe stanowia sformulowanie naprs;zemowego problemu (1.1)
i podstawe do dalszych rozwazan. ’ :

Warunek (2.10) wyrazony w naprezeniach
(2 14) a (Grﬂ + GO:') + [ty - 3 ) (Jzo + Jﬂz) =0

spetniamy - tozsamosciowo wpxowadzajqc funkcie  @* (r,z) za pofrednictwem
nastgpujqcych rownan

(215) _ Opp+ Ogp= (8 —r‘l)cb agz+az,,—azfﬁ .
Rowna.me (2 2)3 po uwzglqdmemu (2 8) i (2. 15) doprowadzamy do postaci
(2.16) O [—0pi+ 1=t 3, (r) - OrD¥)+ 3, [~ ap+ 3, (r+ D¥)]=0
i spelniamy tozsamosdciowo okreslajac funkeje ¥* (r, z) réwnaniami
@1T) . BV =0omr L0 ()~ 0B, 0,V = — Gk (g + ).
Z rovman (2. 15) 1(2.17) otrzymujemy
—6@ +3'P+J 13(1‘){) o

;)',gé —;‘1 F 3, P! 6r(rx),
O, =0, (D% + ¥) - &, ¥*,

=0, ¥ -8, x

(2.18)

Rozw1qzujqc (2.12) wzgledem' odkszta%cen i uwzgledniajac (2. 18) otrzymujemy

(2.19) Y= Y(‘P“ ¥ 0.

Zwrédmy uwage, Zze z (2.11) przy uzyciu (2.19) drogg prostych przeksztalcen alge-
braicznych otrzymujemy :
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Wreszcie z (2.13) przy uzyciu (2.20) znajdziemy

Qaupt, = — 279, [0, (13 B* + 1)~ 0, P*]+ PV ¥,
Dopigg= 29~ [0, (1 B* - x)— 0. Y¥]+ VW™,
{2.21) 20 (oot Het thoo) =273y V2 P,
D6t =20V (12 D% 4 2K2 1)+ 27 [0, (8, F* — 8, ) — 45 82 D*],
(P +8) (e — 42 =26V (P @* +2k7 1),
gdzie
=V2-r=2,  p=[e+ 2612 k=Wy+e)jdal'?, 1=y 2kp.

Z dotychczasowych rozwazan wynika, Ze napreienia (2.18), (2.21) spelniaja
tozsamosciowo sze$¢ warunkéw mnierozdzielnosei odksztatcen (2.10), (2.11) oraz
trzecie z rownatt réwnowagi (2.2). Dwa plerwsze réwnania ukladu (2.2) przy uzycin
{2.6) prowadzq do réwnan

3 [(PV2 1) D% +2 (k2 Vi— 1) g +70]+ 8, 2 (2 V2 — 1) ¥* + 6] =0,

2.22
N 202V ¥ +ol4-(r + ) (P V5D P*+2(k* Vo— D x+ne] =0,

gdzie v= [(;6’+2y)/4c:c}1‘r2 Z (2.22) otrzymujemy oddznclne réwnania dla funkcji
oF 1 T,

V2[R V2~ 1) Bt +2(k2 VA—1) g+l =0,

(2.23)
A V2202V~ 1) P +a]=0.

Eliminujge z (2.23) wielkosei Vage, V20, Vix, przy uiycin (2.6), (2.8)

otrzymugjemy ‘ 7

y VZ(PVI-DP*+2(k2Va—1)Xe+6, ¥,—0, ¥, =0,
(2.24 :
VA VA=) P +r1ar(rY )46, ¥, =0.

Z réwnai geometrycznych problemu

i

(2.25)
P K= 3!' Prs. Kog=T~ t @E, Kgp=r oz @z Kpg = a, Prs Ko =_az 'pr P

Yo=8ptlg— Pz V=T gt @y, Vo= 0r, V=g ily+or,

po uwzglednienin (2.19) i (2.20) — otrzymujemy.
(2.26) 2up,=3,P*—d, (ul D% + x)
209 =, ¥ +r=13r [r(p; D*+1)1.



FUNKCJE PRZEMIESZCZEN DRUGIEGC OSIOWO-SYMETRYCZNEGO ZAGADNIENIA 375

Podstawiajac do (2.2) funkcje (2.12), (2.13) otrzymujemy przy uzyciu (2.25) naste-
pujace réwnania rownowagl

[(y+a)(V2—1*2) 4a}¢,+(ﬁ+y 8)d i —2ud, 1+ Y. =0,
(2.27) [(y+s)V"'—-4oc]gaz+(ﬁ+jl—e)@,rc-l—Zar“B,_(ruo)-i—Yz=0,
(ﬂ'i'm)_(vz_rqz)uﬂ'f_za(az¢r_ar?z)+X9209

gdzie k=r=13,(rp,)+0, p,.

Wprowadzajge (2.26) do (2.27) i uwzgledniajac (2.6), (2.8) spetniamy (2.27);
tozsamoS$ciowo, natomiast z (2.27), » otrzymujemy odpowiednio (2.22). Rozwig-
zanie problemu sprowadza si¢ wigc do okreSlenia z réwnan (2.6} i (2.8) funkgji
He(r,2),. 0(r,2) i x(r,z), a nastepnie do okre§lenia funkcji &*(r, z), P*(r, 2),
ktore - otrzymujemy z rownan (2.23), spelniajac. nalozene warunki rézniczkowe
(2.22) i dane warunki brzegowe.

W. Nowackr i W. K. Nowackr [6] uogélnili klasyczny osiowo-symetryczny
problem Lamba na oéfrodek mikropolarny, podajac w szezegblnodci rozwigzania
podstawowe dla obciazen masowych w przypadku drgan harmonicznych w czasie.
PoniZej rozpatrzymy zagadnienie (1.1) dla statycznego rozikdadu pél wektorowych
(2.3), sprowadzajgcego si¢ do dzialania w poczatku uktadu wspélrzednych przesirzeni
nieskonczonej skupionego momentu masowego:

(2.28) Y, (r, =My 2ur) ' 6()6(z),  Xo(r,2)=Y.(r, 2)=0.

Potencjaty @%, ¥ otrzymujemy z rownan (2.24) przy uzyciu transformécji Fourtera
— Hankela i wykorzystanin podrecznika [13]:-

&* (1, 2)= — M, (4m) =1 8, [(1 -exp (— RID) R-1],

@29 YR (r, D)= — M,z (Sm')l 1 3,; [(1—exp(—RH) R"i] .

Przemieszczenie uy i obroty ¢, ¢, otrzymmemy z (2.26) (przyjmujqc x=0) przy uzyciu
{2.29):

ﬁ., (r, 2)= — My 8mp)~ 1 ar[(1 —éxp(—R/l))R“],
o @ 2)=Moz(16n0) ' [2u3 8. {r=1 &, [(1 —~exp(—R/D) R~ ]} -
(2:30) - —d, {r“ &[(1—exp(—RM) R},
e (r, 2)= — M, (16nar)~'[ 243 8, {18, [(‘t —exp(— R/l))R T+
+é, {z8,] (J exp(— R/v))R“’]}]

gdz1e R= (r +z2)1 2. Pola odksztalcen i napr¢zen w ciele otrzymujemy odpowiednio
z (2.19), (2.20), (2.18) i (2.21) przy wykorzystaniu (2.29). Wzory (2.30) autor
uzyskal rowniez na innej drodze [15]. -
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3. ZAGADNIENIE DYSTORSJL

W. Nowackl [7] podal podstawowe wzory i twierdzenia dotyczace wystepo-
wania trwatych odksztalcert w ciele mikropolarnym. Przejdziemy teraz do omoéwienia
problemu dystorsp w przypadku zagadnienia (1. 1)

Podstawowe zagadnienie w napreZeniach formuluja w tym przypadku nastgpujace
réwnania: réwnowania réwnowagi (2.2), rownania zgodno$ci odksztalcen (2.10),
(2.11) oraz warunki brzegowe i réwnania konstytutywne:

. Grot+ 0% =(p+0) Yoot (st —9) Vor,  Tar+ g = (i1 4+0) yor+(—2) Vros
(-3. )  Ouat O = (U0 Yot (U~ ) Vros  Oupt Tog=(p %) Yao+ (4 —0) Vez.
Oraz )
et oy =270 fic, e+ oo =2¥500+ B et fa =27z, + firc,

(3.2) .
!tr!+“?z :(}’+8) J'ci'z_“+‘ (?—3) Kars Hir +#g.-:()’+ﬁ') Kzpt (yu‘o) Cap

Wprowadzoneé tu symbole o°(r, 2)=(s5, 0_’?0’ 52, 0%), B0 (r, D)=l 1 112, 15
1) posiaddja posta¢ zwiazkéw konstytutywnych (2.12) i (2.13). Otrzymujemy je
pr‘zez dopisanie do e, i, Y,K indeksu «zero». Natomiast funkcje y°(r, z)= (j;fﬂ,
¥ 70 veY, %0 (1, 2)= (%, 1Sy k%, K0, k%) okreslaja pole danych dystorsji:

W dalszym ciagu pomijamy w (2.2} obciaZenia masowe i droga analogicznych
rozwazan do przedstawionych w p. 2 uzyskujemy wzory na naprezenia:

Go =08, D% +3, F* 118, (ry®),
Or=—1"1 D%~ ¥F 411 2, () — (6% +0L),
(3.3) |
Opr = (D * — x*)— 0, ¥,
T =8, y* +8, " — (65 +05.),
oraz
2= =20 0. (4 65— ) -6, P+
' +B(V2F* 40,0011 00)~ 20 (B2 b0t 15
2optg9=—2pr~* [9; (pF @* —x*) 0, T*H , _
. +pB(V? ‘I’"—i-a G0 —8,00) =20 (v r~Vag, + ud),
G4 2t ot gn) =271 36) [V2 P* 48,05, — 1 8, (rol) — 201},
20,20 V2 (I° 6% - 2k2 y*) 4+ 27 [0, \OrPF + 8, y¥) — |
~ B E 40, (=2)0.95,~ 2045
.('y+8)(ﬂrz uzr) 2£IV2(1295* 2k2 M+ .
+2k* (5mar+3 Uez)l (}’+8)(ﬂrz—luzr)
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ktére speiniaja tozsamodciowo (2.2);, (2.10), (2.11), jezeli funkcja y™(r,z) jest
rozwigzaniem rownania

a5 V2= 0 (o 00 6 (0% 4 %)
Dwa plerwsze rownania ukiadu (2.2) prowadzq odpowiednio do rdwnan
—6 {(leZ—])gl?*c 2(k2V'2 Nx*1428, (P V-1 F*=
=RO+2(52 V2= 1) 00, — 2002 —k?) &, (8 00, +3r 3,);
C28, (V- PE (T ) (P VE— D) 0% = 2(k2 Vi — Dy * ] =
| RS- 2(2 V2~ 1) 0%, £ 22 K20, [ 8, (ra%) — 8, %],

(3.6)

(3.7

Symbolem R} (i=1,2, 3) oznaczamy wyraZenie identyozne z lewa strong i-tego

réwnania ukladu (2.2) napisanego dla symboli ¢, p°.

Z (3.0) i -(3.7) otrzymujemy
Vo Va—1)@* =20 Vo—Dg*]=

3.8
(33) -2, R°+a Rﬂwz(k2v2—1)(a o2 +8,62),

ViR V)

(3.9)
7 ~L3, (rRY+8,Re42(v? vﬁ—l)[rla (ra) -8, 02].

Eliminujac V2 x* z (3.8) przy wykorzystaniu. (3,5), otrzymujemy

(3.10) VIR VEL)pr= 9, R0+, RO+2 (K2 V2 -1)RO.

Wrzory na przemieszczenia i:obroty majg postad nastgpujaca:
B 2‘[”[6““ ) ‘ - : |

(3.11) 2o @p=—; (j,l.i(p*ﬁ)ﬁ)*f‘a wE_gt

o Qg =r 13, [r(ui@*.—x*)]‘i“az‘-?’*'i'ﬂ"gr- .
Uklad (2.2) przy uZyciu (3.1), (3.2) oraz (2.25) prowadzi do réwnaf réwnowagi
[(r+e)(V2—r=2) ~4o] g, +(B+ y—) 8,k — 208, up=RY,
(3.12) y+e) V24l g, +(B+y—€) 8,50+ 2ar =1 8, (rug)=RY ,
G e (V) 200, 0= 8 ) =R

Przez podstawienie (3. 11) do (3 12) sprdwdzamy, Ze (3.12); prowadzi do (3. 5) ze
wzordw (3.12), ., otrzymujemy (3.6) i (3.7). Nalezy z kolei okresli¢ funkeje y* (r, 2)
oraz funkeje ¥* (r, z), &% (r, z); wyznaczamy je zréwnaf (3.5) 1 (3.9), (3.10), anastqp-
nie- spetniamy- réwnania (3.6),(3.7) 1 warunki-brzegowe.

' W przypadku Jednorodnych rownaf mamy: X,=0, Y =0, Yr_{)' =0,
0=0,  7,=0 oraz y°=0, x°=0, o°=0, u°=0, __0 RO= \_wow-'
czas rozwigzanie z-p.2ip. 3. przechod21 W rozwiazanie z pracy [14] e

Niniejsza: praca stanowi skrdcong wersjg nie publikowanego opracowania.- [16]
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Pesiome

OYHKHUU TIEPEMEIEHMTE HJIA BTOPOM OCECHMMETPUYHOM 3AJAYN
MHKPOIOJISPHOMN DJIACTOCTATHKHA

B pamaxlmnkpbubﬂapnoﬁ SMACTOCTATYKH OGCYXIASTCA 3a7AMa OCECHMMETpHYHOH - nedop-
MAHEH OUECARHOR BexTOpoM TiepeMemerua u {7, z)={0, #;,0) ® BexTOpOM Bpamenns ¢ (r, )=
=(pr, 0, pz). Asrop [14] npeIIOKUN, OTIHHEbIE. 0T ApyrEx nyTeif-[2-5], TyTs PIICHUA. B HANPA-
KEeRWAX ITOH 33U ¥ TIONYHI TIPEZICTABNEHHE TONEH AHAIOTHYHOS H3BECTHOMY NPE/ICTARICHHIO
B. Honamcoro [21.. Hacronmaﬂ paﬁo'ra COCTABIAET DaIIHPEHAS [14] HA cnyqai[ HEOHOPOTHEIX

_ypannenuﬁ INokadwnaeTed, 4To [NA PellieHHs 3a8HAYM C MACCOBLIME HATPYIKAME JOCFATOYHO
3HAHAC HEKOTOPEIX dymmiiit 1 (r, 7}, ¢ (r, 2), M (r, 2), a Taxke B* (1, 2), P*(r, ); cnyyail xe ocra-
TOMHEIX: NedopMalmit oBogHTCH X-OnpemueHo hyHakneEn x* {r, ), a. vaxme *(r, 2), ¥ir, ).
| .
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SUMMARY

DISPLACEMENT FUNCTIONS FOR SECOND AXI-SYMMETRIC PROBLEM OF
MICROPOLAR ELASTOSTATICS

In a frame of a micropolar statics the axi-symmetric deformation described by the displacement
vector u (r, z)= (0, up, 0) and rotation vector ¢ {r, z)=(gr, 0, ¢2) is considered. The author [14] has
proposed a different than in papers {2-5} method of solution of this problem and obtained the
representation of fields similar to the well known Nowacki’s representation. This paper is an exten-
sion of [I14] on the case of nonhomogeneous equations. It appears that a knowledge of the certain
Tunctions x (v, 2), o (r, 2) 74 (r, 2} and @* (r, 2), ¥* (7, 2) is sufficient for solving the problem with
‘the mass loadings, whereas in a case of permanent deformations obtaining of solution reduces
10 the evaluation of the functions y* (r, z) and @*( r, z), ¥* (r, 2).
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