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WYBOCZENIE SKRETNE PRETOW CIENKOSCIENNYCH
O BISYMETRYCZNYM PRZEKROJU OTWARTYM

CZESLAW SZ Y M CZ A K (GDANSK)

Wykorzystujac twierdzenie Castigliano wyprowadzono macierz geometryczna dla skrecania
skrepowanego preta cienkosciennego o stalym bisymetrycznym przekroju otwartym. Funkcie
opisujacy, kat skrecenia przyjeto w postaci tozwiazania réwnania skrecapia skrepowanego. Na przy-
kladzie liczbowym wzigtym z pracy {3} potwierdzono wskazang tam mo?liwos¢ istnienia wiekszej
sity krytycznej dla preta o zmiennym przekroju niz dla preta o stalym maksymalnym przekroju.
Ponadto podano przykiad takiej zmiermosei przekroju, dla ktéref sita krytyerna jest raniejsza od
sily krytycznej preta o statym minimalnym przekyoju,

1. Wstgp

W monografii [1] podano rozwiazanie zagadnienia wyboczenia skretnego i gietno-
skretnego dla pretéw cienkosciennych o stalym przekroju otwartym. W pracach
[2 1 3] natomiast wyprowadzono réwnanie rézniczkowe wyboczenia skretnego
pretéw o zmiennym bisymetrycznym przekroju otwartym, kidre rozwiazano za
pomoca réznic skonczonych. Dla swobodnie podpartego dwuteownika o parabo-
- licznej zmienno$ci paséw otrzymano sile krytyczna wyboczenia skretnego wicksza
niz sily krytyczne pretéw o stalych ekstremalnych szerokosciach pélek. Dla sit
krytycznych wyboczenia gietnego takiej sytuacji ‘nie zaobserwowano.

W niniejszej pracy sprawdzono ten nieco zaskakujacy wynik za pomocg wypro-
wadzonej macierzy «geometryczaejy. Nalezy przy tym zaznaczyé, e aproksymowano
ciggla zmiennod¢ paséw dwuteownika za pomoca skokowej zmiennosci, nie korzy-
stajac zatem z réwnania réZniczkowego dla pretéw o przekroju zmiennym [2].
Funkeje kata skrecenia przyjeto w postaci rozwiazania rownania skrecania skrg-
powanego preta o przekroju statym [1]. PoniewaZ macierz sztywnosci dla tego typu
funkcji kata skrecenia mozna znaleZé w pracy [4], ograniczono sig jedynie do wy-
prowadzenia macierzy geometrycznej. Wykorzystano przy tym sposdb podany
w pracy [3] oparty na twierdzeniu Castigliano.

Nalezy zwrdcié uwagg, ze macierz sztywnoéci i macierz geometryczng dla preta
cienkofciennego o dowolnym stalym przekroju otwartym wyprowadzono juz w pracy
[6] postugujac si¢ twierdzeniami wariacyjnymi oraz w pracy [7] przy zastosowaniu
przemieszczen wirtualnych. W obu pracach przyjmowano jako funkcje opisujace
kat skrgcenia wielomiany stopnia trzeciego, ktére nie spelniaja Téwnania skrecania
skrgpowanego. Podane w tych pracach przyklady dotyczyly tylko pretéw o prze-
krojach stalych, .
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Ze wzgledn na pewng kontrowersyjno$¢ wyniku, otrzymanego w pracy 3,
uznano za celowe niezalezne wyprowadzenie macierzy geometrycznej przy opisa-
nych powyzej réznicach. Przyjeto przy tym wszystkie zalozenia teorii WLASOWA
[1} pretow cienkoéciénnych o nieodksztalcalnym przekroju otwartym.

2. MACIERZ GEOMETRYCZNA

Rozwazmy wycigty clement ik preta cienkosciennego o bisymetrycznym przekroju
otwartym {rys. 1). Réwnanie kata skrecenia @ (z) otrzymano ze znanego réwnania
rozniczkowego skrecania skrgpowanego [1]

d* o d*e

PR R

@n

GJ : '
gdzie k= ]/ 7 Jd jest wspolczynnikiem zanikania, G, sztywnoscig czystego skre-

@«

cania, a EJ, oznacza sztywnos¢ skrecania skrgpowanego. Rozwigzanie réwnania
(2.1) spelniajgce nastgpujace warunki brzegowe na obu korncach preta ik:

8=0,, 0 =0, daz=0,
0=0,, 0'=6 daz=l,
gdzie (...) =d (...)/dz, mozina przedstawié w postaci
(2.2) 0(z)=8"Cq,
oraz gdzie .
&®T—{coshkz, sinhkz, kz, 1},
qT:{ 9; 2 61[ , Bk, 9;‘]}

jest wektorem przemieszezen weztowych, a C jest macierzq kwadratowg 44 wspot-
czynnikow zaleznych od k1 L

Rys. 1.
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Odksztalcenie &, w kierunku osi preta, przy skoriczonym kacie skrgcenla 9 (z), T
obliczono z ogolnego zwigzku teoril sprezystosci:

QRN
(2.3) Ez*ﬂ"é‘;"'l-? e

gdzie u, v, w oznaczajy skiadowe wektora przemieszezenia odpowiednio w kierunku
osi x, y, z {rys. 1).

Pierwszy sktadnik wzoru (2.3) na podstawie teorii liniowej skrgcania skrgpowa-
nego [1] mozna napisaé jako '

(2.4) —=wy—wl",

gdzie w, jest odksztalceniem osiowym preta, a @ oznacza pole powierzchni koficowej
przekroju poprzecznego preta.
Podstawiajac (2.4) i uwegledniajac widoczoe na rys. 1 zwiazki

(2.5) u=yl, w=x0, x*+p?=s?,
otrzymano z (2.3)

. , 1
(2.6) : b =wo—f '+ r2(@)".

Encrgia sprezysta sit wewnetrznych wynosi
) o 1 1 1
Qen - U=E{f [E/.{('r1zf,)2+EJ'w(9”)2.+GJ,1(E)’)‘Z]dz+EJ0fwf,(é)’)2 dz},
T : 0
gdzie A jest polem przekroju poprzecznego preta, E modulem sprezystosed, a Jy
oznacza moment biegunowy wzgledem srodka cigzkosel przekroju. Pierwsze {rzy
skiadniki wzorn (2.7) s3 znane z teorii liniowej i stuza do wyznaczenia macierzy
sztywnoéci, natomiast ostatni sktadnik shizy do wyprowadzenia macierzy geometrycz-
nej,
Wstawiajac pochodng kata skrecenia (2.2) oraz uwzgledmiajac znany zwigzek
, P
(2.8) L Wo="Frs
gdzie P jest sila osiowa, z ostatniego skladnika (2.7) otrzymano
1 : 1 g | 1 :
@9 S EL f w0 dz==y-Pr* " f (C7®) &" Cda=—a" Ko,
o 4] :

edzie przez r=J,/A oznaczono promien bezwladnosci prrzekroju poprzecznego,
a macierz symetryczna

1 .
(2.10) ke=Pr2 [ (CT®) ST Cdz
0]




326 S CZESEAW .SZYMCZAK -

nosi nazwg macierzy geomeirycznej. Uzasadnienie tego oznaczenia otrzymamy,
znajdujac pochodng nieliniowe] czebci energii sprezyste] (2.9) wzgledem wektora
przemieszezen wezlowych q, ktéra na mocy twierdzenia Castigliano odpowiada
wektorowi sit wezlowych f'={H,, B, I"!, H,. BJI'}, -

Jd {1
(2.11) "d't"l“( quG(I) =k gq=f,

gdzie H,, H, oznaczajg odpowiednio momenty skrecajace w wezlach £, &, a przez
B,, B; oznaczono bimomenty w tych sa.mych wezlach, Wykonujge dzialania opisane
wzorem (2.10), otrzymigjemy

Pr?
(2‘12) ’ kG = 7;]5_ [kGU] s f)j: 1: 2: 39 4 >
gdzie
A=2(1—coshx)+xsinhi,
w=kl,

ko111 =keaa=—kgia=x(coshrx—1) [—6 sinh r-}- 2 (2+cosh x)],

1 .
kgao=koqs= " [2 sinh % {cosh k — 1) -+ 25 (1 cosh k) (1 +-2 cosh &)+
+1c? sinh x (cosh & +2) -],

ke12=kgia=—kgas = —keas =(cosh rc— 1) [4(1 — cosh 1)+ x sinh e+ 7],
1
kgoa= oy [ —2sinh x (cosh x — 1)+ 6x (cosh x— 1)~ 3x? sinh k +«* cosh x].

W podobny sposdb mozna oirzymaé macierz sztywnofci k;, ktdra ma postaé [4]

L]

(2.13) k.=

1c? sinh k¢ k2 (cosh k—1) —x3¥sinh x k2 {cosh k1)

#(x cosh xx —sinh ) —x? (1 —cosh x) # (sinh x—x)
x3sinhx k2 (1 ~cosh k)

i + 1 (e cosh k —sinh &)
Rozwijajac wystgpujace w (2.12) i (2.13) funkcje hiperboliczne w szeregi potegowe
otrzymujemy wzory na poszezegdlne elementy macierzy w postaci szeregdw prze-
miennych. Pozostawiajac w macierzy sztywnosei skladniki zawierajace co najwyzej
x%, a w macierzy geometrycznej tylko stale, otrzymamy macierze odpowiadajgce
macierzom z prac [6 i 7], ktére jak wiadomo otfrzymano przyjmujac wielomiany
trzeciego stopmnia jako funkcje opisujace kat skrecenia, Majg one postaé
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L2 01 -1.,2 01
_____ 2 o 1
Pr2 15 ’ T30
(2.14) ke, = e |
I YM :__-____’__ )
ETR4 P2
i : 15
w (1+ Kz) 6(1+ Kz) 12(1+ “2) ( i
' S SR T) o) ~ 10 1+ %0
‘‘‘‘‘‘ 4(1+xz) 6(1+K2) ( ”2)
EJ, 3 0] 7 60 A=
@19 k=t RS
1 13 P ! fCZ Kz
Jlf@ ; 121+ =) —e6l1+=—
r 1 60
Ry oot >
< a1+ =

3. PRZYKLADY LICZBOWE

Wyprowadzone macierze postuza nam do obliczenia sit krytycznych wyboczenia
skretnego swobodnie podpartych dwuteownikéw. Sposéb budowy globalnej macierzy
sztywnoéci Ky i globalnej macierzy geometrycznej K dla calego preta oraz realizacja
warunkéw brzegowych jest dobrze znana [5] i nie bgdzie tutaj przedstawiona. Do
obliczenia sily krytycznej P postuzy nam ukiad algebraicznych réwnas jednorodnych

(3-1) (KL+KG)Q=05

gdzie Q oznacza wektor przerﬁieszczer’i wezlowych po zrealizowaniu warunkow
brzegowych. Sily krytyczne obliczono na podstawie (3.1) za pomoca komputera
ODRA 1204.

Jako pierwszy rozpatrzono dwuteownik o parabolicznie zmiennej szerokosci
pélek (rys. 2a), taki sam, jak w pracy [3]. Ciagla zmiennos¢ szerokosci pétek aproksy-
mowano skokowa zmiennoscia z nadmiarem, z niedomiarem oraz przez Srednia
arytmetyczng na kotnicach odcinkéw (rys. 2a). Ograniczono sig do obliczenia naj-
mniejszej wartodci sity krytycznej, wykorzystujac przy tym® symetrig ukladu. Otrzy-
mane wyniki dla podziatu dwuteownika na » elementéw o réwnej dtugosci przed-
stawiono w tablicy 1. W pracy [3] przy podziale polowy preta na 10 elementéw
otrzymano silg krytyczng P=951 T. .

Dla poréwnania, obliczona $cisle sifa krytyczna dla dwuteownika o statej mini-
malnej (20 cm) oraz stalej maksymalnej (40 cm) szerokosci pdtek wynosi odpowied-
nio 334,3 T oraz 854,0 T. Takie same wyniki otrzymano za pomoca wyprowadzonych
macierzy juz przy podziale polowy preta na trzy elementy. Nastgpnie TOZpatrzono
dwuteownik o odmiennej skokowej zmiennosci pélek (rys. 2b). Sila krytyczna
otrzymana przy podziale polowy preta na sze$¢ elementéw o réwnej dfugosci wynosi
P=261,8 T. Na przykiadzie dwuteownika przedstawionego na rys. 2, ale o stalej




328 . CZESLAW SZYMCZAK

Parabola 2°

E=2100T/em?

. . h(z
- — — Z nedomiarem - . ’-HQ»-|
e z nadmiarem i
——ee a 1
srednia arytmelyczng e 1om
o e
Sy i
E
=
“Rys, 2,
: Tablica 1. Sila Ioytyczna PiT]
— — © Tlo$¢ elementéw ot
2 4 10
Przybhzeme
Z medommrem 626,2 l 855,6 927,2
Srednia arytmetyczna 809,3 92102 940,4
Zz nadmiatem 895,2 937,7 950,1

szerokoSci pétek b=20 cm, poréwnano wyniki obliczert sily krytycznej za pomocy
macierzy opartych na Scistym rozwigzaniu réwnania skrecania skrepowanego K,
K¢ 7 wynikami uzyskanymi za pomoca macierzy uproszezonych K;,, Xg,. Zestawie-
nie wynikéw przy podziale calego preta na elementéw podano w tablicy 2.

Tablica 2. Sila krytyezna P[7T}

Tios¢ elementdéw »
Zastosowanie 1 2 4 6
Mmacieizy _
K., Kg 456,2 3387 334,6 334,3
K.Lm KGu 371,5 334,6 334,3 334,3
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4, UWAGI XKONCOWE

Obliczone na podstawie wyprowadzonej macierzy geometrycznej wielkodei sil
krytycznych wykazuja dobrg zbieznosé do wieikodci $cistych. Nalezy przy tym zwrécié
uwage, Ze dokfadniejsze wyniki otrzymano stosujac uproszezone macierze, oparte
na aproksymacji kata skrecenia 0 (z) wiclomianem stopnia trzeciego. Zwiazane jest
to ze zwigkszeniem wartodci wszystkich elementdw uproszezonej macierzy geo-
metrycznej w stosunku do macierzy «dokladnej», a tym samym zwigkszenia pracy
wykonanej przez sife osiowg przy przemieszczeniach pierwszej postaci wyboczenia
skretnego. W ilorazie Rayleigha

P QK. Q
mln QK. O “
zwigksza si¢ w ten sposéb mianownik w duzo wigkszym stopniu niz licznik, co pro-
wadzi do mniejszych, a tym samym dokladniejszych wartoéci sﬂy krytyczncJ Po-
twierdzono takze wskazang w pracy [3] moZliwosé wystapienia wickszej sity krytycz-
nej wyboczenia skretnego dla dwuteownika o zmiennej szerokosci pélek niz sita
krytyczna dwuteownika o stalej maksymalnej szerokoéci pélek. .

Ponadto wskazano przyktad (rys. 2b), w ktérym sifa krytyczna dwuteownika
o skokowo zmiennej szerokosci pélek jest mniejsza od sily krytycznej dwuteownika
o stalej minimalnej szerokogci pélek. Nalezy podkreslié, 7e dla praktyki inzynierskiej
jest to zjawisko bardziej niebezpieczne.

Na zakonczenie Autor wyraza podziekowanie Panu mgr M. Lipke z Instytutu
Maszyn Przeptywowych (Gdafisk) za pomoc przy obliczeniu przykladéw liczbowych,
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Pesrowme

KPYTHILHAS YCTOMYMBOCTE TOHKOCTEHHBIX CTEPXHEN C BHCUMMETPIY-
HbLIM OTEPBITHIM INMPO@HUIIEM

IIpesicTaBNEH BBIEOJ TeOMETPHYCCKOH MaTpPHOBI TOHKOCTEHHOIC CTEPHHA ¢ OHCUMMETPHY-
HeaM OTEPLITEIM npodmieM. PaGota MumocTpEpOBaHa YACICHABIM IIPAMCDOM ONPSACICHITA KpH-
PHYeCKOM CHTE] MEYTABPA €O CTYNCUATHO MepeMEHHEIMH DOTKaME. DTOT IPUMED IIONTBEPXIACT,
YT KPHTHIECKAA CANA TBYTaBPa ¢ NePEMEHHHIM CeIeHneM MONKET BLITE GONRINE, YEM KPHTHYeCKA
CHITA CTEPKHA ¢ MOCTOSHEBIM MAKCHMANBHEIM CeUCHHEM, KK HOKA3AHO B pabote [6]. Jan Tome
JIPAME] TAKOrO MIMEHEHUs COUeHHS, AJIA KOTOPOTO KPHTHHeCKAS CHIA MCHBINE, YoM RPHTHYCCKAR
CUa CTepHHd ¢ HOCTOSHHBIM MAHHMAJBHBIM CEUYSRUCM,

SUMMARY

TORSIONAL BUCKLING OF THIN-WALLED BARS WITH BISYMMETRIC OPEN
CROSS-SECTION

‘

The geometrical stiffness matrix for thin-walled bars with open bisymmetric cross-section is
derived. The numerical example given contains the calculation of the critical force of the I-column
with a stepwise variability of a flange width. This example confirms the possibility of obtaining
critical fotce for the column with variable cross-section higher than critical foree for the column
with constant maximum cross-section, The same result has been shown in work [6]. Moreover,
the case of variability of the cross-section in which the critical force is lesser than the critical force
for the column with copstant minimum cross-section is shown.
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