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FALA PRZYSPIESZENIA W OSRODKU KONSOLIDUJACYM

RYSZARD DZIECIEL AK (POZNAN)

W pracy rozpatrzono propagacje fali przyspiesZenia w odrodku porowatym o sprezystym
szkielecie nasyconym ciccza, Dla ogdlnego przypadku rownan ruchu ofrodka dwufazowego napi-
sano warunki propagacji tej fali. Podano nieréwnoéé bedaca odpowiednikiem warunki silnej elip-
tycznodci dla osrodka -jednofazowego. Wyprowadzono réwnanie amplitudy fali przyspieszenia.
Jako pizykiad rozpatrzono propagacie fali walcowej w ofrodku konsolidujaeym o modelu Biota.
W oérodku propaguja sig dwie fale podiuzne i fala poprzeczna. Dysypacia energii wywotana wzgled-
nym ruchem cieczy i szkieletu nie wplywa na predkodci propagacji fal, powoduje natomiast tlumienie
amplitudy w miare oddalania sig od Zrédet zaburzenia. Zmiana amplitudy zwigzana jest rowniez

z geometrig fali.

i WsTEP

Celem pracy jest zbadanie fali przyspieszenia w osrodku konsolidujgcym. Pod-

stawe rozwazah stanowia sformutowane przez Biota [2] réwnania ruchu ofrodka
porowatego o sprezystym szkielecie, ktorego pory wypelnione sg ciecza. Otrzymane
przez Biota réwnania ruchu zostaly wykorzystane przez wielu autoréw do rozwia-
zania szeregu zagadnief szczegotowych propagacyi fal w tego rodzaju ofrodkach.
Nalezy tutaj przykladowo wymieni¢ prace DERBSIEWICZA 1 wspdlautoréw [4-8],
prace Jones’A [9 i 10] oraz prace Instytutu Sejsmologii Uzbeckiej Akademii
Nauk [1 1 11-14].

Wymienione wyzej réwnania ruchu byly réwniez przedmiotem weryfikacji do$-
wiadczalnej. Badano propagacie fal w skalach (wapien, kreda, dolomit, piaskowiec,
granit) nasyconych woda i w piaskowcu roponoénym [15 i 13]. Wyniki do$wiadczen
przedstawione w pracy [15] pozwolily jej autorom na stwierdzenie, Ze podane przez
Biota réwnania ruchu oérodka porowatego nasyconego ciecza dobrze opisuja propa-
gacje fal w skatach o malej porowatosci. Do takiego wniosku prowadza tez wyniki
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2. ROWNANIA RUCHU OSRODKA KONSOLIDiJJACEGO
Podane przez Biora [2] réwnania ruchu osrodka konsoliduj}{cego majg postac
NV, + [(A+N) e+ QUL i =p11 e+ pra Ui +b (=T},
(Qup+RUY, y=pia i +p2z U, ~b -0y,

przy czym u; i U, sa wspdhrzednymi wektoréw przemieszezenia odpowiednio szkie-
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letu i cieczy; 4, N, 0, R sq stalymi oérodka [3]; & zwiazane jest ze wspdlczynnikiem
przepuszczalnodci & 1 porowatoscig f ofrodka — zaleznoécia

ur?

k’

w ktorej p jest lepkoscia cieczy; piy, pia, p2s sa wspolezynnikami dynamicznymi
wyrazonymi przez gestosci pg, szkieltu i p, cieczy (odniesionymi do jednostki
objetosci oérodka dwufazowego) nastepujaco:

2.2) b=

Py =Pi1+p12=0—-1) ps,
Pey=pPi2tP22=1p.;

przez p; i p. oznaczono odpowiednio gestosci szkieletu i cieczy. .Wspdiczynniki
dynamiczne spelniajy mieréwnosci [2]

(2.3)

(2.4) P11>0,  p1a<0,  p2>0,  pripa—pl,>0.

Réwnania ruchu (2.1) sa szczegdlnym przypadkiem réwnan

@2.5) A Ful oy +B:ajﬂ Ullug=pyrthi+pi2 Ui+ 0 (1, —U)),
Biajﬂ u ”a,ﬁ' + dejﬂ Uj”aﬂ =2 ;?i + P22 Ua —b(i;— 01) )

w ktdrych funkcje materfalowe sa nastepujace:
A5f =Ngi; 8% +(A+N)33,",

(2.6)
F =078, Crf=R6/,

przy czym
Co Ata AH * Biajn=Bjﬂia, Ciujs=cjﬂzu

3. WARUNKI PROPAGACIT FALI PRZYSPIESZENIA

Rozpatrzmy ruchoma powierzchnig & okreflong réwnaniem
@a.n t=¥(X%.
Jesli przez N, oznaczyrny‘ wektor jednostkowy, normalny do &, to zachodzg
zwiazki [17]
(32 N, T ! N,=ut¥
: e T T u= —— =UF
Ve, we Ve, v : ’

gdzie u jest predkoscia propagacji powierzchni &,

Rozpatrujemy przypadek propagacji w oérodku konsolidujacym powierzchni
niecigglodci &, na ktérei funkcje

out (X% 1) ot (X 1)
i o
w (X%, 1), axe T
SUHX™ ¢ U (X" t)
U, (&% 1), SR

axe : at
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sa ciggle, a nieciagle sa drugie i wyzsze pochodne funkeji o' (X=, £) i U (X%, ). Mamy
zatem do czynienia z fala przyspieszenia. Ze wzgiedu na wygode rozwazania prowadzié
bedziemy w kartezjanskim uldadzie wspdlrzednych. Z réwnan zgodnosci [17] mamy

nastepujace skoki pochodnych:
(3.3) W al=a' Ny, [, J=ua,
. EUj,ale=AJNdNﬂ, [{U.ﬂ"“].;uZAj,

gdzie o i 47 s3 odpowiednio amplitudami fal przyspieszenia w szkielecie i cieczy,
# jest predko$cia propagacji powierzchni &.

Przejdziemy do analizy réwnan ruchu (2.5). Rdwnania te spelnione sa po obu
stronach powierzchni nieciaglodci %, zatem spelnione sg toisamosci
(3.4) T4 w el [BAP U all=1p11 s, o] [p12 Ui, o]+ 0 (g, — U, S
oraz

(3.5 [[Biajﬁ u'f, apll Tt [Ciajﬁ Uj, el =12 e el H P22 UI, wli— b (“i, 1 Ui, J.

Funkcje materiatowe A3, B, C31, wspolczymnild dynamiczne pyy, py,, 2, 1 Wspdi-
czynnik b sa ciagle. Skoki drugich pochodnych funkcji #/ (X=, £) 1 U¥ (X%, 1} okreslone
sq wzorami (3.3). Podstawiajac je do réwnan (3.4) 1 (3.5), otrzymujemy
(.6) (A5 N Ng—pru? 8, ) +(BA N Ny—p1au® §5) A =0,

' (BN Ny—pro 2 8,) @ +(CAP N, Ny—por 2 6,5) A1 =0

albo (w dowolnym ukladzie wspotrzednych)

AP B2P Pi1 P12 a,
(3.7) ([ o ;ﬂ] N, Nﬁ—[ ulg,; =0,
_ B&F CF P12 P2z A;
Tensor
Aialﬁ B« .#
(3.8) [ o "B] N, N,
i B*# Cy

jest tensorem akustycznym. Ze wzgledu na symeirie wzgledem gléwnej przekgtne
macierzy jest on tensorem symetrycznym.

Warunck (3.7) jest warunkiem propagacii powierzchni &. Wynika z niego, Ze
amplitudy @f i 47 sg wektorami wlasnymi tensora akustycznego. Odpowiada im
sze§¢ rzeczywistych kwadratdw predkosci propagacii, ktdre sa wartoSciami wlasnymi
tensora akustycznego. Jezeli te wartodci wlasne sa dodatnie, to istnieja rzeczywiste

u 1 powierzchnia moZe si¢ propagowaé. Warunek istnienia niezerowych amplitud
ma postaé ‘

AsF B~ F
(3.9) det( S Y A L uzgij):o.
B CrfF P12 P22

Z warunku tego wyznaczymy predkosci propagacii. Rozwigzania ukladu réwnan
(3.7) okreslaja wektory @’ i 47 z dokladnoécig do kierunku, a nie dlugosci. Nie okre-
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$laja one zatem rzeczywiste] amplitudy, Réwnanie okre§lajagce zmiany rzeczywistych
amplitud przedstawiono w dalszej czgdci pracy.

Jezeli znane sa amplitudy @' i 4%, to‘odpowiadajacy im kwadrat predkosci pro-
pagacji mozna wyliczy¢ z ukladu réwaan (3.6); skad otrzymujemy

(Asf A 2B A AV G AT AN, N,
pr1a*ad +2p,af At py,y AF A

(3.10) u? )
przy czym pyq aF @ +2p;, @ A pyy A¥ A¥ >0, Z (3.10) wynika, Ze aby dla kazdego
kierunku propagacji N, i dla rzeczywistych amplitud &' i 4' bylo #>>0, musi by¢
speiniona nieréwnosé ,
(3.11) A (A a @ +2B7 P ot A1+ Cf f A AD)N,N;>0
ﬂ‘, A‘, Na .

Nieréwno§é (3.11) jest odpowiednikiem warunku silnej eliptyeznodci (warunek
S-E [16]) dla oérodka jednofazowego.

Tezeli uwzglednimy wzdr (3.2), to warunki propagacji moZemy inaczej napisaé
W postaci

(APP YW =08 (B2 W P12 61) AP =0,

(3.12) ) )
(Biaj'ﬂ Y. ¥ —ri2 dipyal 4+ (Cimjﬂ V¥ g P22 Gy A7=0.
4. PROMIEN AKUSTYCZNY. ROWNANIE AMPLITUDY
Oznaczamy
4.0 DX D)=1t-P(X"),

stad na froncie fali @ =0, przy czym @,,=@,, ¥,,=¥,, ®,,=®, Przemieszczenia
w' (X%, 1) 1 U'(X% 1) mozna z kolei przedstawié¢ jako funkcje X* i @:
ul=m'(X*, @), Ul=M' (X% ),
ktore po podstawieniu do (2.4) i (2.5) prowadza do réwnai
(42) (AP P Dy—p11 I o0+ (B D Dy—p12 8 ) MY o+
+ AP (! gt o Byttt e D tmd D)+
F B (MY gt M o @p+ MY g Dyt MY g Bog)+b (i o~ M7 2)=0,

43y (BB, Dy— 120 ) 40+ (CFF D Pp—p12 0) MY g0+
+ B (! gtm e Pyt po Pt m’ o Dyp)+
F OO (MYt MY Py M7 @yt MY o o) —b (0 o MY, 5) =0
Zgodnie z (3.9) i (3.2) tensor utworzony ze wspdlczynnikéw przy m’pe i M7 gq jest

tensorem osobliwym. Pochodne m g, i M4, moga wige by¢ nieciagle na powierzehni
@=0. W zwiazku z tym przedstawimy 1 i U? w nastepujacej postaci [17]:
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(4.4 4 HX4D= D) S (@), (X 1),

@.5) rixe =3 5,,.@) ¢, (x5,
. T y=0

gdzie

1 [1 ]
S,= |z e,

@=0 (X% 1) a g' i G sa funkcjami klasy C?. Latwo sprawdzié, Ze

as, s, {1t dla  @>0,
S g ST @)= 0 da <0,
{4.6)
(!
SOS():SDs SVS():SV’ S,u Sv— ﬂ']ﬂ RV

gdzie # (@) jest funkcja Heaviside’a. Rozpoczecie sumowania w (4.4) 1 (4.5) od S,
ma na celu zapewnienie ciagloSci przemieszczen i ich pierwszych pochodnych na
powierzchni ®=0. Zakladamy, Ze funkcje S, sa liniowo niezalezne [19]. Nieciagle
sq tylko wyzsze pochodne przemieszezed u' i U'. Po obliczeniu odpowiednich
pochodnych przemieszczeri przedstawionych wzorami (4.4) i1 (4.5). Po podstawie-
niu ich do réwnan ruchu (2.5) otrzymamy

@7 L, UN=8.11 (gl G+ S1£248); G5 85 43 Gl s 815 Go, i 853 G+

o

¥ g - el v ool .o .

+ Svr2[fe2(8a2: Graas 8i1,0 Cyat,as 8vit, 0> Ovin, ol
v=0

gi+1; G{“)-’r—gﬁ)(g:, G)l=0,
(4.8) LD, UN=5ofi(gh: G +S1 f2(gl; Gis 80,43 Go.oi 8.3 Go,13 86 GO+

(=]
E 3 g e o ekl .
=+ Sv+2 [fv+2(gv+2= Gv+23 gv-z—l,a" Gv+1,a’

v=0
gi+ 1,:7 Gi+1,r; gi+1 5 G{+ ;)+$§3’) (gﬁ; GD}ZO »
gdzie .

QS:J (g:, Gs);Ai“ng{:, a,{3+Biajﬁ Giaﬂuptl gi. Pz Gi, tt_b (gi,rﬁGi. t) ’
gﬁ)(g:, 3 G:) =Biajﬁ gi, ocﬂ+ Cimjﬁ G{:, ap P12 gi, it P2z G:-, 23 +b (g:, t G\i'.t) -
Réwnania (4.7) i (4.8) musza byé spelnione dla kazdego X* 1 dla kazdego ¢. PoniewaZ
funkcje S,, v=0,1, 2, ... sa liniowo niczalezne, przeto kazdy ze wspdlczynnikow
przy Se, 81, Syr» mozemy przyréwnaé do zera. Zamiast ukladu rownafi (2.5)
otrzymujemy wigc nastgpujace ukiady rownan: -

(A2 D, DPy—py1101) gl (BAF D, Py—py, ég;),G"f;:O ;.

“4.9) _ ,
(B P Pp—pi26:) 86+ (COF O, Pp—pay 6,5) Gy =0
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(A D Py—p1181) 81+ (B D By, 6,) G+ .
H(ALF Dy gl p+ AL Ppgl 201185+ A Bag gl

+ (B D, Gy y+ B By Gy~ 2p12 G+ B P G~ b (g4 — Go)=0,
{4.10) . . ) :
(B @, Dy—pys ‘51‘}) g{ + (Ciajﬂ 0o Py p150;) G+

+(B Bogy s+ B Pygl o —2p128h A B Dopgh)
+H(CHFP @, G+ CA B, Gy, o—2p22 Gy, .+ Cf Dop Gy +b (g5 — GH)=0;

(AP @y Dy—p1101,) 814, (B B Py—p1,6:) G, o+
+ [Aiajﬂ @agi-e l,ﬂ+AiaJ'B ¢58i+ i,a_szI gi+ 1,x+(Aa_ajﬁ ¢aﬁ—b511)gf+ e
+{B D, G, st B By G§+ 1,0;:2;912 G, 1 F (B2 @yt bd,;) G0+
+21 (g}, G)=0,

(B @, Dp—p126,) g}i+ 2 HCH D, By —pis by)) G'vf+ 2+
+BA ulhy 1,0+ B Prgl, e 201281, (B g+ D) g, 1+
FCHF LG g+ CH Dy Gyt o 2022 Ghpy +(CFF By —06,) Gl 3
+ZP(g, G =0.

4.1

Zaczniemy analiz¢ od ukladu réwnan (4.9), przy czym zalozymy, Ze wszystkie
sze$¢ predkosei propagacji sg rézne i rzeczywiste. Porédwnujac go z ukladem réwnan
(3.12) widzimy, ze g} i G musza byé proporcjonalne do odpowiadajacych im ampli-
tud, tzn.

(4.12) ' gh=rod’
oraz
(4.13). Gl =1 A7,

Przez xy oznaczono skalarowy parametr, przy czym na ogdt ko =1 (X% £). W celu
wyznaczenia tego parametru pomndZzmy pierwsze z réwnan (4.10) przez af, drugie
przez A'. Po dodaniu stronami, wykorzystanin réwnan (3.12) i wzoréw (4.12),(4.13),
otrzymamy rdwnanie rdézniczkowe czastkowe na iq:
(4.14) ai (Aiﬂ.'jﬁ ¢,z ICO, 7 +Ait¥jﬂ @ﬂ FCO, % _2p11 5!’,}' KQ, t) aJ +Ai ((:'['xj'al @a Ko’ F:] +
"I" Cizjﬂ @ﬂ KO, P 2;022 5["]- .TCG, r) AJ+ (Al a‘j+ Ajai) (Bimjﬂ dsm ]Co, 8 +
+ B By 1o, u— 215 815160, + Ko, @ (A" oty + AL Py =211 050 1+
+ 45 Dypa’ +BAF B A+ B Dy AT - 2p, 0 A 4 BEE Doy AT)
+io AN (B P Baf s+ B Dyl - 2p1, 00 A B Dl + CHF B A L+
"|" Cidjﬂ @ﬂ Aj’ a 2p22 aij AJ’ 1 + Cl_l-'!jﬂ djaﬂ A")*“ bKO (ai - Al) (ai _ Ai) =0 .

Niech X< (1), £(1) b'@dzie dana parametrycznie krzywa okreSlong réwnaniami
rozniczkowymi:
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dx* ’ ' o
a_ = [(A[“13+Ai”j°‘)a’af+ (qujﬂ +Biﬂjrz) (Ai a + A a[) +
(4.15) +H{CHP+CF ) AT A7,
dt '

= —2pndd +p (A d+ A aty+p,, AL A6,

Zaktadamy, Ze parametr A wybrany jest w ten spos6b, ¢e dla ¢ =0 mamy 4=0. Krzywa
(4.15) jest bicharakterystyka uktadu réwnan (2.5). Krzywa ta lezy na tréjwymiarowej
powierzchmi @ =0 [17]. '

PrzyjeliSmy uprzednio, ze a' i A* sg wektorami wlasnymi tensora akustycznego Q; ;.
Rzeczywista amplituda r6zni si¢ od tych wektoréw mmoznikiem x,. Réwnanie na
skalar o jest wigc réwnaniem okreslajacym rzeczywista amplitudg. Rézniczkuiac
fonkcje zlozona x, (X “(4), 1 (1)), otrzymujemy kolejno

dlco_aico dX“+51c0 dt - LS 4By g
dn axe i T =lAS ALy
HBEFABE (A D+ Ay (CF CPPyA' Al b, Ko,a—

=2pnd @+ p(ATd+ Aty +p,, AL A7) S1yKo, ¢ -

Suma pierwszych trzech wierszy w réwnanin (4.14) jest wige réwna dicy/dA; sume
pozostalych wierszy, zgodnie z (4.15), oznaczmy. przez ico P (1). Mozemy zatem
czastkowe réwnanie rézniczkowe (4.14) napisaé w postaci rownania zwyczajnego

416 o o b 0
(l) dj.i Ko (’D_ »

w ktorym

@17y PN=d" (42 B+ A2 By’ ,—2p,, digd AL Dpa’+
+B7 @ A g+ B Dy A —2p,, 8, A B Dy AT+
+AN B Dyl gt B Dy~ 2p 00 B Pugad
+CP P D A+ CFf By A 2paa b A+ O P By ATy —
—b(a— A (@' — 4D,
Réwnanie (4.16) otrzymano przy zalozeniu, Ze wszystkie predkodcl propagacii

sq réine i rzeczywiste. Opisuje ono zmiane amplitudy wzdiuz promienia akustycz-
nego. Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

(4.18) Ko =Coxp(— fP(A)dA),

gdzie parametr C jest staly na calej krzywej {A}. Z rozwigzania (4.18) wynika, 7e
jezeli w jednym punkcie promienia jestykg#0, (1o =0), to w kazdym innym punkcie
tego promienia ry %0, (g =0).
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Z kolei wyznaczymy g% i G% traktujac g§ i Gf jako znane. Uktad réwnan (4.10)
ze wzgledu na niewiadome gi i G* jest ukladem réwnaft algebraicznych, ktérego
wyznacznik jest rowny zeru. Funkcje g% 1 G% mozemy wiec otrzymac z dokladnosdcig
do wektoréw kolinearnych z a* i A*. Przedstawimy je w postaci

(4.19) g = d +kY,  Gi=ne AFHEY

Do ukiadu réwnan (4.10) wehodza jedynie wielkosci &% 1 &%, ktére mozna wyznaczy¢.

Przechodzimy teraz do znalezienia réwnania okreslajacego parametr #;. Rozwaza-
my uklad réwnaf (4.11) dla v=0; mnozymy (4.11); przez a’, a (4.12); preez A7,
Po dodaniu stronami, podstawieniu wielkoéei (4.19) i poréwnaniv z {4.16) otrzy-
mujemy rtownanie rézniczkowe

dr,
{4.20) "E_I-’Cl PA)=K,(4),

w ktérym
@421) K (D=—a [Aff DK+ AR Dyl ~2p1, K 60+
+BoS @] s+ B DKL 2012 K Sy AR Pup— b3 el +
F(BAP B+ b5, ) k]~ A [BFS Dk 4+ B Dy ki .—2p120ik] o+
FCEI DL+ CoF By =22y 8y KL+ (B Bup +b:)) 1] +
H(CPP Dy —bdi ) ki)~ [a £ (g5, G)+ A FL2(gh, GPI.

Znajac &, mozna z kolei wyznaczy¢ g i G, korzystajac z ukladu rownan (4.11).
Postepujac analogicznic mamy ogdlnie

| S— k K
gv+2 ’CV+2a +kv+2’
e = k. Tk
Gv+2 ]‘CV+2A +kv+2=

-dre,
W+;c‘,P()L)=K,,(X), v=0,1,2....

5. FALA WALCOWA

Zalézmy, ze w osrodku propaguje sig fala walcowa. Uktady odniesienia {x'}
i {X*} sa walcowymi ukladami wspélrzgdnych x'=X"*=r, xt=X?=9, 3=X3=z
Tensory metryczne i symbole Christoffela sa nastgpujgee:

100 1 00
G.1) gu=8u=10r20], gh¥=g¥=10r20[,
001 0 0 1

1 2 2'4 1
I',=—r, F12=F21:T’ pozostate = 0.
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Zgodnie ze wzorami (2.€) funkcje materialowe maja wartosci
Aii'_‘Aii:Agg:P, Ai%EN/rz ’ Azli:li:Ns
AG=NP, AL=N, A=A Al A= AN,
By1=By;=B33=B;=B}=B}=B}|=0,

11 _ 22 33 12 921 113 i3
CII"”"CZZ_C33_C.12_C21_C13_C31'MR'

(5.2)

Poniewaz front fali jest powierzchniy walca, wiec mamy
5.3)

Zgodnie z (3.8) i (5.3) tensor akustyczny w rozwazanym przypadku jest nasigpujacy:

N,=(1, 0, 0).

P 0 0 QO
0N20 0

(5.4)

00
Q0
0 0
00

N O

0
0
0

a warunki propagacji (3.7) majg postaé

R
0
0

oo O o o O

PO 000 0] pr 00 py, - a'
0ON20000 0 pu#2 0 0 a*
55 00 NoOO| [0 0 p P2 @
: {0 0 OROO pa O 0 pyp OO Al
00 0000 0 piar® 0 0 popr? 0 A2
00 0000 00 py 0 0 pu|f ] 4

Z warunkow propagacji (5.5) otrzymujemy trzy ukiady réwnan:

(5.6) (P—p111?) @ +(Q—p12u?) A1 =0,

(@—pr2ut)a' +(R—pyyu*) 4' =0;
(5.7) (N—pru*)a®—piu* A*=0,
. L1228+ paa A2 =0;
(5.8) (N—p11 4®) & —p 5 u 4> =0,

Pia @ Fpay A2 =0.

Warunki propagacji (5.7) i (5.8) s identyczne i dotycza propagacji fal poprzecznych.
Warunek istnienia niezerowych amplitud tych fal jest ‘nastepujacy:
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N—pt*  —piai l ~0

(5.9)
P12 P22 !

skad otrzymujemy rzeczywiste predkosci (por. {2.4) ):
N i/2

( sz )
R B
P11Paz2

7 warunkoéw propagacii (5.7) 1 (5.8) wynika, 7e istnieja amplitudy fal poprzecznych:

(510} Uy =1z =

2 2
| #0000 i Ak(o, ~ﬁ“,0);
(5.11) -

3 3 p
a,0,1) i A“(0,0, — “).
Paz

Poniewaz zawsze p,, <0, p,,>>0, przeto amplitudy cieczy i szkieletu maja te same
znaki. Amplitudy a* i A% fali poprzecznej w ogdlnodci moga byé przedstawione
w postaci
2 3 2 2 3
a =ad* + fa*, A" =adt+ pA*,

gdzie o 1 f sg dowolnymi skalarami,

Spelnienie ukfadu rdwnad (5.6) jest warunkiem propagacii fali podtuznej. Nieze-
rowe amplitudy istnieja, jeZel

P—p,, — Dttt
(5.12) ‘ Pz 12 Q—pi2 :Jzo’
1Q‘P12u1 R—pas “1|
co prowadzi do rownania [2]
(5.13) (PuPzz—sz)“i_(Rﬂlx +Ppaa—20p2)ui +(PR—-0%) =0,

w ktérym [2]
(5.14) P11P22—pia>0,  Rpy +Pppa—20p1,>0, PR—Q?>0.
Z réwnania (5.13) i nieréwnosci (5.14) wynika, ze istnieja dwa dodatnie kwadraty
predkosci propagacii :;2?&;2. W ofrodku propaguja si¢ zatem dwie fale podiuine
z predkodciami th i ; Odpowiadaja im amplitady
o

(5.15) & (1,0,0), Aﬁ(wﬁtgji—zii, 0, 0), k=1,2.

O+ R—pu :

Dyskusj¢ relacji migdzy predkosciami propagacji a amplitudami znaleZ¢ mozna
w pracy Brota [2].

W dalszych rozwazaniach pominiemy indeks & nad amplituda i pr@dkosmq fali
podinznej, dla kiérej mamy: '




FALA PRZYSPIESZENIA W OSRODKU KONSOLIDUJACYM

P+Q—pu?
g-p 0)’

i_ T ——— —
a —(130: 0)’ A ( Q+R—p2'b12 » 0’

.
(5.16) u=Cconst, t=¥’(xi)=?,

I3
D=t——.
it
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Roéwnania réiniczkowe bicharakterystyki ukladéw réwnaii (2.5) majg postaé

(4.15), ktéra w tym przypadku daje

dr 2
= P +20@) )+ RV = —C,,

di

(5.17)
dt 1y2 1 1 132 dlg dz
= T 2pa @) 2012 (@) (A + pay (A1), T

W celu okredlenia amplitudy wyznaczamy ze wzoru (4.17)
C, |
(5.18) P(l)= “E?_b(alﬁAl)z.

Réwnanie amplitudy (4.16) ma zatem postaé

d I blat— ALy
ﬂ+[_+_(__)],€0=0,

(5.19) i |2 C

a jego rozwigzaniem jest funkcja

Co
5.20 S Y
(5.20) ' g ]/r
mamy wiec
(3.21) : gi=Koa', Gi=igA'.

Podstawiamy g i Gy do ukladu réwnas (4.10) i otrzymujemy ukiad dwéch réwnas

algebraicznych, lintowych na wyznaczenie griGh:

1 .2 1 1 1 bla'—4')
(P—pus uz)gl +(Q@—piau )G1+u(Pg0+QGU)_T_

(5.22) ~bu(gy—Gg)=0,

Blat— ALy -
(Q"‘Pu”z)gi"‘(R“szz u*) G{+u(Qg[1)+RG(1,)———-C—+

+bu(gl—GH—0

Wyznacznik tego uklada réwnad jest réwny zeru; stad

5.23) gi=x @' +k}, Gl=r, A'+kL.
1 1 1
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Po podstawieniu (5.23) do (5.22) otrzymujemy uklad réwnan z niewiadomymi k!
i kL. Jest on taki sam jak (5.22), nalezy tylko zamieni¢ g; i G} odpowiednio na k;
i ki, Ukfad réwnan jest nieoznaczony. Po dodaniv stronami mamy réwnanie

al
(5.24) ki_FEf= — Uy s
gdzie
_b(a* — AN u Pa'+Q{al+ AN+RA
#ho™ C. P+Q—p t®
Przyjmujemy '
(5.25) K =(kE, 0,00,
wtedy
Al
{5.26) K =((k} + fy Ko) pa 0, 0) .

Z kolei wyznaczymy r;, z réwnania (4.20), ktérego prawa strona

1

3

C.u

k3 N C. '
(5.27) K (r)=;1—[b (al—A1)2+—§]—ﬂlrco+"8— ?—J‘CU,

gdzie

biat—A)u

ALy 2 .
ﬁ1=b(a1mA1){yw—a*l—[l+ o (Qa1+RA1)(a‘~A‘)]+ 2C,

Po podstawicniu (5.27) do (4.20) i zamianie zmiennych mamy rownanie

de, [ 1 b(al—AY? K[ 1
(628 - |ty = 5t

dr 2 . G, a' L 2r

ktorego rozwigzaniem jest funkcja

Kt (c1 '3
. =—— |-
(5.29) m=—atHe e

albo wyrazZniej

b(a‘—A1)2]+

C.

ki C1 Coﬁl o 3 [
(5.30) Jclﬂ—a—i“i'(vf'l‘”““(/?]/r ""'gco ,,:-s/z)e
Z kolei
Ci ﬁl
5.31 =l
(5.31) & (CO G 8

B
e~
Cr Ko

—blat—-A Y riC .

3 u
r+— —lroa 4,

3
8

Ko

—_— u.__.rz .
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i CI ﬁl 3 u Mw)
Pl Sy T Ls1 .
532y G ( c + ¢ Tt St edtal.
Zgodnie z (4.4) i (4.5) mamy przemieszczenia
Cod' R
(533 w=— = e"""‘“""l"c'{sz (r~)+
]/r u

R P | .
(630 Yt e anols, (1)t

"
c, B 3 u ;LW) ( r) }

—~ g g2 — o h
+(CO+ Cr!‘ 8 r al S3 { u P

6. WNIOSKI

Tensor akustyczny (3.8) oérodka dwufazowego, opisanego réwnaniami ruchu
(2.5) jest tensorem symetrycznym o macierzy szdstego stopnia. Jego wektorami
wlasnymi sg amplitudy a' i 4%, ktérym odpowiada szeéé rzeczywistych kwadratow
predkosei propagacii. Jezeli te wartoéei wiasne sg dodatnie, to istniejs rzeczywiste
predkosei propagacji i powierzchnia nieciaglosci moze sie propagowad, Kwadraty
predkosci propagaci sa dodatnie, jezeli dla kazdego kierunku propagacji N, i rze-
czywistych amplitud af i 4! spelniona jest nierdwnosé (3.11). Jest ona odpowiedni-
kiem warunku S-E w ofrodku jednofazowym.

W pracy rozpatrzono propagacjg fali walcowej. Z preyktadu tego wynika, Ze
w ofrodku porowatym nasyconym ciecza (model Biota) propaguja sic dwie fale
podiuzne i fala poprzeczna.

Z warunkow propagacji (3.6) widaé, ze uwzglednienic w réwnaniach ruchy (2.5)
wyrazow b (4, —U)}), zwiazanych z dysypacja energii wywolana wzglednym ruchem
cieczy i szkieletu, nie wptywa na predkosé propagacji . Jest to konsekwencja definicji
fali przyspieszenia, w kidrej przyjeto, Ze przemieszezenia i ich pierwsze pochodne
sg ciaggle. Dysypacja energii znajduje natomiast odbicie w wartosci parametru i,
ktéry opisuje zmiang amplitudy w miare oddalania si¢ od Zrédta zaburzenia. Dila
rozpatrywanej w przykladzie fali walcowej, zgodnie z (5.20)

Cy ‘
o e_,,(,,x_"Al)z,-/c,, r:(xkxk)liza, k=1,2.

}

r

KO=

W celu poréwnania wyznaczono réwniez x, dla fali plaskiej
Ko =Co e-blat—a'y x/cr
1 sferycznej

=_C'£ —blal =AYV riC, _ 1/2 k=1 3
Ko P € > r_(xkxk) s - 32; M
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Poniewaz sposéb postgpowania przy wyznaczaniu i, dla fali plaskiej 1 sferycznej
jest taki sam jak w przypadku fali walcowej, ograniczono si¢ tylko do przedstawienia
wynikéw. Wspdlczynniki x, dla wszystkich trzech rodzajow fal mozemy zapisaé
jednym wzorem
n—1
ko=Cor 2 et —AriCr o p—(x,x)'?, i=1, ..,
gdzie n zalezy od geometrii fali: dla fali plaskiej n=1, dla fali walcowej n=2, dla
fali sferycznej n=3. W przypadku cieczy nielepkiej (6=0) lub przy braku ruchu
wzglednego cieczy i szkieletu (a' — A =0) otrzymujemy
n—1

ke=Cor 2

n-1
jak dla jednofazowego oérodka sprezystego. Zatem czynnik r 2 przedstawia
zmiane amplitudy zwiazana z geometrig fali. Z kolei exp [—b (a — AY? ¥/C,] ozna-
cza thumienie amplitudy na skutek ruchu wzglgdnego cieczy 1 szkieletu, Wprowadzajac
bezwymiarowy parametr p=r/ro, gdzie ro=C,/b (a' — A*)? jest diugosciq charaktery-
styczng, mozemy napisaé

n—1 n—1

_ Ko — -
Ko="0"To =p e r.
Q

Na rys. 1 12 przedstawiono zmienno§¢ wspélczynnika &, jako funkcje bezwymia-
rowego parametru p. Dia porédwnania pokazano réwniez o dla osrodka sprezystego.

% ‘ %o
—— odrodek porowaly ?-fazowy o
w54 —— odrodek sprezysty 1-Fozowy 10 g S "
sd A- fala plaska C{
W-Fala walcowd
N S-Fala sfergezna 08

06

a4

a2
1 ! i 1 = a—
7] gz 04 06 08 10 o
P=f'/f’a
Rys. 1.
UWAGA.

Po zlozeniu pracy do druku autor zostat poinformowany przez prof. W. DERSKIE-
GO, %e otrzymal On réwnania ruchu oérodka konsolidujacego (o modelu Biota}
w postaci :
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Tig, g =Pi hy+b (i, U

g =02 U1 _b(ﬂi_r]i)-
W pracy, ktéra ukaze si¢ w Biuletynic PAN, wyjagniono znaczenie gestodei py i p,.
Z poréwnania prawych stron réwnar (1) i réwnan Biota (2.1) wynika, e uzyskane
W niniejszej pracy rezultaty mozna natychmiast sprowadzi¢ do rezultatéw dla ofrodka
opisanego réwnaniami (1), przyimujac p,, =p,, pa, =p, 1 pr5 =0. Zmniejszy siq w tym
przypadku iloéé fal — jak wida¢ z (5.11) nic wystapig fale poprzeczne w cieczy.

Y
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PezromMe

BOJHA YCKOPEHIUS B KOHCOIUANPYIOIENA CPELE

i

B paBote paccMOTPero pacupocrpaﬁcme BONHEL YCKODEHHA B HOPHCTOH Cpefie, ¢ YIPYTEM
CXeIETOM, HACKOIEHHOR KAIKoCcTsI0, [l OMmero Cyyas YDaBHCHHH JBINEHHS IpyxdasHo# cpe-
/5T COCTABIICHRI YOJIOBHS PACHpOCTpaReHus 5Toll Bonusl. TIpuBencHO REpABEHCTBO Gynyyee SKBY-
BANCATOM YCIIOBI CHIBHON SUANTHYHOCTE FAs 0AHoasx0 cpesl. BEBEICHO YPABHCHUC AMILIH-
Tymel BONAGE yeropemms. Kax OpEMep paccMOTPEHO PACHPOCTPAHCHME THIEEEPHYSCKON BOJIHED
T xOHCOMAIDEpYIowed cpene ¢ MoZenpio brora. B cpene pacHpOCIPaHAIOTCS ABC HPONONLHLIE
BOIHE! H TOTEPeusas BonAA, JIUCCHTIALMA PHEPIHY, BE3BAHNAS OTHOCHATE/BHBIM ABIICHICM MKHA-~
KOCTH H CKelIeTa, He BIEAET Ha CKOPOCTh PACTPOCTPARCHES! BOJH, BEISFBACT He 3aTYXAAHe AMIINH-
TYIOLI IO Mepe YAANSHHS OT HCTOUHHER BoIMymenns. V3MeRenne aMILIETY (5 CBAIAHO TOKS ¢ Teo-
MCTPHCH BOIHBL.

SUMMARY
ACCELERATION WAVE IN A CONSOLIDATING MEDIUM

The paper deals with an acceleration wave propagation in a porous medium with fiind saturated
skeleton. Tn a general case of motion equations for a two-phase medium the propagation conditions
of the wave are presented. An inequality, which corresponds to the strong elinticity condition of
an uni-phase medium, is given. The equation for the acceleration wave amplitude is derived.

As an example the propagation of a cylindrical wave in a Biot type consolidating niedium is
considered, Two longitudinal waves and one transverse wave may propagate in this medium. The
energy dissipation involved by relative motion of fluid and skeleton does not influence on the wave
propgation velocities, causes however amplitude attenuation when it moves avay from a disturbance
source. The amplitude change is also due to wave geometry.

POLITECHNH(A POZNANSKA
INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ

Praca zostala zozona w Redakeji dnia 28 Tutego 1977 r.





