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Celem niniejszej pracy jest uogdlnienie wynikéw otrzymanych w czesci T Wyniki te rozszerzono
na ukfady widm czestodci wilasnych pokazane na wykresach widmowych, Przedyskutowano
zardwno whasnofei Sturma tych uktadéw, jak i niektére numeryczne osobliwosci metod wyznaczania
czgstosci whasnych. Ustalono ogdlne cechy zaleZnosci rekurencyjnej miedzy crestosciami wlasnymi
i postaciami drgafi wlasnych oraz zilustrowano je odpowiednio dobranymi przykladami., Nacisk
polozono na zagadnienia wielokrotnych czestoici wlasnych i odpowiadajacych im form drgan.,

.

1. Wstip

W pierwsze] czgdei pracy [6] omdwiono podstawowe zaleznosci zachodzace
pomi¢dzy widmami i formami drgah wlasnych dwéch liniowo sprezystych ukladdéw
mechanicznych S5~ i 8% o skoriczonej liczbie stopni swobody. Analizg przeprowa-
dzono wykorzystujac koncepcje metody przemieszezet, przy czym ukiad S* po-
wstawat z S;”' w wyniku usunigcia kolejnego, pojedynczego wigzu kinematycznego
0 numerze k. Zwigzki rekurencyjne wyprowadzono na podstawie réwnania drgaf
wlasnych ukiadu SF

Ayq—AI bIc\ Wr_1
(1.1) (Ak—M)wk=( )( ):o,

b;f Oy — 11 w

w ktorym 4,y =diag (4, 45, ..., A—,) jest macierzg diagonalng utworzona z wartosci
wlasnych ukfadu SF~', réwnych kwadratom odpowiednich czestofci kolowych.

W tej pracy, ktérej zatozenia nie réznia sig od przyjetych dla czedci pierwszej,
zajmiemy si¢ uogdlnieniem na przypadek ciggu widm czestosc, wynikéw otrzyma-
nych poprzednio dla dwéch kolejnych widm. W punkcie 5 podano i oméwiono
odpowiednio dobrane przyklady i interpretacje mechaniczne, stanowigce ilustracje
rozwazan teoretycznych,

QZNACZENTA

S'=S, dany uklad mechaniczny o # stopniach swobody,.
S? uklad podstawowy metody przemicszczen,
S:“, O<k<n uklad posredni o & stopniach swobody i usunigtych wiczach o numerach
1: 2: wrey k)

(*) Prace wykonano w ramach problemu wezlowego 05.12 ,»Wytrzymalodé 1 optymalizacia
konstrukcji maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez Instytut Podstawowych Pro-
bleméw Techniki PAN.

Rozprawy InZzynierskie — 3



66

BOGDAN OQLSZOWSKI

A=0? parametr okreslany umownie jako czestose,

F=(I%, M, ..., 4 widmo czgstoSei drgan wiasnych ukladu S5,
f# m; krotna czgsto§¢ drgan whasnych,

Zy={f: ly=mi}.

2. WEASNOSCE STURMA CIAGU WIDM czestoscr [5, 14 1 15]

Rozwazmy ciag W=(1', 4%, ..., "), ktdorego elementy sa widmami czestosci

drgan wlasnych, kolejnych uktadéw pofrednich Sy, S;

o S%=8,. Abstrahujge

n**

celowo od konkretnych wiasnosci tych ukladdw, zastosujmy podang w pracy [61,
og6lng zasadg tworzenia widma 1, £>1 na podstawie danego widma AF=1. Zasada
ta polega na bezposrednim wykorzystaniu nastgpujgcej definicji: widmo Ak k1
jest zbiorem elementéw Af takich, ze i ey, i=1,2, ..k, gdzie p=T1"1 A
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jest domknigtym przedzialem na osi
czestodel A, przy czym zaklada sie, ¢
Ar=10, 15~ —c0, Wynika stad réwniez
inne sformulowanie, czesto spotykane
w literatarze [1, 71 14]: elementy widma
k=1 (%) rozdzielajg elementy widma
& (4%~ 1) przynajmniej w sensie stabym,
tzn., A%, S AMTISAQAEI<ATSTTY.
Prawidlowosé te mozna sprawdzié na
przyktadach ciggéw W pokazanych na
rys. la, 21i 3.

Przytoczona definicja pozwala bu-
dowaé wszystkie teoretycznie mozliwe
ciagi Wi analizowad ich ogblne wias-
noéci bez ucickania sig do rozwazan nad

konkretnymi przypadkami szczegélnymi ukladéw S,. Takie ogdlne postawicnie
zagadnienia umozliwia przeniesienie wszystkich wynikéw jego analizy pa dowolne
przypadki szczegdlne, co stanowi podstawowa zaletg tego rodzaju postgpowania.
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Niech W bedzie ciggiem widmowym pokazanym na rys. la, odznaczajacym sig
catkowitym brakiem czestodci wielokrotnych. Na rysunku tym, kolejnym elementom
widm (czestofciom wlasnym) przypisano ich numery porzadkowe. Sasiadujace
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clementy o takich samych numerach polaczone odeinkami skierowanymi uzyskujac
w ten sposdéb uporzadkowang rodzine linii famanych. Kazdy z odcinkow skierowa-
nych okreéla przesuni¢eie odpowiedniego elementu widma, spowodowane usunieciem
jednego wigzu kinematycznego wywolyjacym przeksztalcenie sie - ukladu S w
uktad S% £=2,3,.., 1

Oznaczmy przez N, (A) funkcje okreflajacg liczbg elementéw AF widma %
o wartosciach niewickszych od danej wartosci A, tzn. :

2.1y ‘ Ny (A)y=max i.
’ ' A’:gﬂ.

Na podstawie rys. la stwierdzamy, Ze warto$é funkcji N, (1) mozna obliczyé
w sposéb nastepujacy. Na osi czgstodel widma A* obieramy punkt o wspéirzednej A
i prowadzimy przez niego w gdre, pionows pdélprosta przecinajaca wzmiankowane
linie lamane, przebiegajace powyzej osi widma A*. Liczba tych przecigé jest poszu-
kiwana wartoscig funkcji Ny, (1).

Potraktujmy kazde z widm ciaggu W jako zbidr pierwiastkéw odpowiedniego
wielomianu charakterystycznego. Poniewaz w rozwazanym przypadku nie wyste-
puwja Zadne cz¢stosci wielokrotne, wige kazdemu elementowi widma odpowiada
jedna zmiana znaku wartosci tego wielomianu. Pla problemu whasnego (4, — AT ¢, =0
ukladu S¥, jego wiclomian charakterystyczny wg (A)=det (4,—AD>0, gdy A<if..
Wynika stad, Ze linia famana nr 1 (faczaca elementy o numerach 1) moze by¢é inter-
pretowana jako «linia pierwszej zmiany znaku» oddzielajaca «obszar» dodatni
(A<4}) od «obszaru» ujemnego (A* <1< 1¥). Nastgpna, druga zmiana znaku wy-
stgpuje «wzdhuzy linii tamanej nr 2 itd. Cala rodzina tych linii pozwala wigc wyrdznié
na rys. la kolejne «obszary» stalego znaku, na przemian raz dodatniego a raz ujem-
nego {zakreskowane).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze warto§é funkcji N, (1) jest réwna liczbie
pierwiastkéw 17 wielomianu charakterystycznego w, (1) takich, ze A*< 4, i moze
by¢ obliczona bez znajomosei tych pierwiastkéw jako liczba zmian znakéw wyste-
pujacych w ciagu liczbowym L=(w, (A), wy (), ..., w, (D)), w ktérym z definicji
przyjeto wo (A)=1. Jest to wlasnodé podstawowa odkryta po raz pierwszy przez
Sturma [5 i 10]. Wykres funkcji &, (1) dla widma 1", n=35, z rys. la przedstawio-
no na rys. lb. ' : ‘

Ny rys, 21 3 pokazano bardzie] ogdlne przypadki ciagdéw W, w ktérych wystepuja
widma o wielokrotnych czgstosciach wlasnych. Okazuje si¢ jednak, ze réwniez
i w tych przypadkach, odpowiednie ciagi liczbowe L=(wo (D), wg (A), ...,wx (1))
zachowujg opisana powyzej, podstawowa wlasnoéé Sturma.

Wykorzystanie wlasnosci ciagdéw Sturma stato sie podstaws wielu nowoczesnych,
komputerowych metod obliczania czestosci i wektoréw whasnych [2, 3,4, 7, 11,
12,13 i 15), odznaczajacych si¢ wysoka sprawnoécia i dokladnoécia obliczen.
Zasadnicza idea wszystkich tych metod jest obliczanie wartodci funkcii Ny (1) dla
kolejnych, odpowiednio wybieranych wartosci argumentu 1. UJzyskang w ten spos6b
informacj¢ na temat liczby czgstoéci wiasnych 2F spelniajacych warunek A¥<A,
wykorzystuje si¢ najpierw dla szybkiej lokalizacji poszukiwanych czgstosci, a, nastgp-
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nie dla obliczenia ich dokladnych wartodci. W tym ostatnim etapie, dla przyspieszenia
procesu iteracji, stosowane sa odpowiednie metody interpolacyjne.

Z punktu widzenia zastosowan praktycznych postugiwanie sig funkcja N, (1)
jest szczegolnie efektywne w zagadnieniach dotyczacych badania zjawisk rezonan-
sowych, w ktorych z reguly interesuje nas odpowiedz na pytanie, czy w da-
nym przedziale (4}, A7) osi czgstosci 4, stanowigcym tzw. pasmo rezonansowe ukladu
S, znajduja sie czestodei wlasne tego ukladu, czy tez nie. Liczba czestodci wiasnych
wystepujacych w rozwazanym przedziale wynosi N, (4;)— N, (4;). Obliczanie war-
todci tych czestodcl jest tutaj jednak zbedne, co decyduje o ef‘ektywnosci pos-
tepowania [12].

3, OBLICZANIE WARTOSCX FUNKCH N, (1)

Omowimy teraz kilka problemdéw ogdlnych, zwiazanych z wykorzystaniem
whasnosci ciggu Sturma, dla obliczania wartodcl funkdii N, (1). Zwrécimy przy tym
uwage na pewne osobliwodci, kidre przy numerycznej realizacji przedstawianych
w daiszym ciggu idei postgpowania wymagaja w praktyce stosowania calego szeregu
dodatkowych zabiegéw i chwytow obliczeniowych [2,3,7 i 51]. Szczegdly te,
jakkolwiek bardzo istotne, nie mieszcza si¢ w ramach obecnej pracy i dlatego zostang
potraktowane tylko marginesowo.

Bezpodrednie wykorzystanie wlasnosci Sturma wymaga okreélenia znakdw Icolej-
nych elementéw ciagu L={wy (1), wy (1), ..., w, (1)), w ktorym w, (1) =det (4;— AI)
jest i-tym minorem gldwnym macierzy A4,— Al Najprostszym sposobem postepo-
wania jest wigc obliczenie wartosci det (4;—Al), i=1,2, ..., n, i ustalenie na tej
podstawie liczby zmian zpakéw w ciagn L. Jezeli 14 2%, k=1,2,..,n, to w tym
przypadku proces obliczen przebiega w sposéb regularny. 1 tak np. dla clagy W
zrys. 3, gdy A3<A< 1], mamy z doktadnoscia do znakow: Ly =(4, —, +, —, —, —),
skad wynika, Ze N5 (1)=3. Podobnie regularna sytuacja wyst¢puje réwniez i wtedy,
gdy A=2% o ile jednak A* jest pojedyncza czestodcia wilasna. Na przyklad dla W
z rys. la, gdy A=13, otrzymujemy L, =(+, —, —, +, 0, —), skad po wykresleniu
zera wynika, Ze Ny (A)=3. W ogdlnosci nie mozna jednak wykluczyé takiego przy-
padku, w ktorym 1 jest réwna wielokrotnej czgstodci wiasnej i kiedy w L pojawia-
Ja sig ciagi zer, Przypadek taki ma miejsce np. dla W z rys. 3, gdy A=21] i kiedy
L3=:(+,0,0,0,0, 0). Tym razem obliczenié N; (1) na podstawie L nie jest bezposred-
nio mozliwe {7 i 15]. Jezeli jednak uzmiennimy 4 i nadamy mu warto$é A+e, gdzie
£>0 jest dostatecznie malg liczba, to Ly =(+, —, +, —, —, —}iN; (A+ &) =N (D)=
=3. Dla A—e otrzymujemay Ls;=(+, +, +, +, —, +) i N; (A—&)=2. Na tej pod-
stawie mozemy stwierdzic, Zze rozwazana warto$¢ 1 jest trzecia z kolei, pojedyncza.
(4N =1) czgstodeia widma A°. Osobliwosé spowodowana jest tym, Ze 45 jest czgstoscia
wiclokrotng widm A%, k=2, 3, 4, :

Badanie liczby zmian znakéw w ciagu L mozna réwniez przeprowadz;c w inny
sposéb [7]. Wprowadzmy dla ilorazu kolejnych minordw gléwnych macierzy A, — A7
oznaczenie f, (A)=det (4,~AD)/det (4;_, — A =w, (0)/w;.; (1) i rozwazmy ciag
L'=(fa (A), fi (A, ., £, (), w ktérym z definicji przyjmujemy f, (D=1, W przy-
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padku regularnym, tzn. gdy A ¢ ¥, k=1, 2, -y My Warto$¢ funkeji N, (A) jest réwna
liczbie ujemnych elementéw ciggu L', Pojawienie si¢ elementu ujemnego oznacza
bowiem, Ze kolejne minory gléwne 1éinig sig znakiem. Dla rozwazanego poprzednio
ciggu Ly =(+, —, 4+, —, —, —) otrzymujemy zgodnie z-definicig f; (1) ciag L=
=(+, —, —, —, +, +) o trzech elementach ujemnych, co oznacza, e N (H)=3.
Jednak dla ciggu L,=(+, —, —, +,0, —) otrzymujemy juz clag Ly=(+, —, +,
-, 0, ob) wykazujgcy pewne osobliwosci, W tym przypadku wartoé¢ funkciji N, (1)
musimy zdefiniowa¢ ogdlniej, jako réwng liczbie niedodatnich elementéw ciggn L’
z zastrzezeniem, Ze chodzi tylko o elementy o wartosciach skonficzonych. Sytuacja
zupelnie osobliwa wystepuje w przypadku ciagu L;=(+,0,0,0, 0, 0), ktérego
odpowiednikiem jest L,=(+, 0, 0/0, 0/0, 0/0, 0/0). Uzmiennienie A do wartosci
" Ade daje jednak wynik L;=(+, —s =, =, +, +). ktoéry mozna juz interpretowad
W sposéb regularny.

W zwigzku z pojawiajgcymi sie osobliwodciami powstaje pytanie, jaki sens
ma postugiwanie si¢ ciggami .. Okazuje sie mianowicie, ze W pewnych przypadkach
[7] ciagi te mo7na generowaéd na drodze rekurencyjnej, znacznie sprawniej od ciggdw
L. Diatego tez obydwa z oméwionych sposob6w obliczania liczby zmian znakéw
w ciagach Sturma znajduja zastosowanie z niemal réwnym powodzeniem. Z, przy-
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toczonych przykladéw widaé jednak wyraznie, ze powodzenie to musi by¢ okupione
zastosowaniem wlaSciwych algorytmdw, w ktorych wiele uwagi poswigca si¢ np.
problemom stabilnosci numerycznej, nabierajgcej znaczenia decydujgcego przy
rozwigzywaniu zagadniefi o duzym wymiarze (2, 3,4, 7, 11, 12, 13, 1 15].

Dla uzupelnienia ogélnych informacji na temat obliczania wartosci funkcji
N, (1) rozwazmy jeszcze przypadek majacy co prawda znaczenie przede wszystkim
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teoretyczne. Oznaczmy przez @, (4) =4, ()/4,_, (%) iloraz dwoéch wielomiandw
wzglednie pierwszych A, (1) i 4,_, (1), powstajacy z ilorazu kolejnych minoréw
gléwnych f, (A) =wi (A)/w_, () w wyniku podzielenia obu tych minoréw przez
ich majwickszy wspdlny podzielnik,

Poniewaz krotnodci poszezegdlnych pierwiastkéw wielomianow wy_, (4), w (1)
. moga sie r6znié co najwyzej o 1 [6], przeto wielomiany 4, (A), 4, (4) maja tylko
plerwiastki pojedyncze, Wynika stad, ze pierwiastkami wielomianu 4, (1) sa czestoscl
wlasne o wzrastajacej krotnoéci, w tym takZe i nowe, a pierwiastkami wielomianu
Ay 1 (1) — czestodci whasne o malejacej krotnosei, w tym takze i znikajace. Czestodei
nie zmieniajace krotnodci nie sa pierwiastkami zadnego 7 wielomianéw Ai_, (A,
Ay (). Tak wiec zera funkcji ¢, (1) odpowiadaja czgstosciom o krotnosci rosnacey,
bieguny za§ — czgstofciom o krotnosei malejacej.

Na podstawie powyiszege stwierdzamy, ze funkcja ¢, () informuje nas tylko
o zmianach, jakie nastepuja w widmie uktadu S;~', po przeksztalceniu go w ukiad
S przez usunigeie k-tego wigzu kinematycznego. Zauwazmy, 7e przy przekszial-
cenit tym liczba czestodci A, << 2 powigksza sig o 1 (4N, =1), gdy ¢ ()< 0 i nie zmie-
nia sie (AN, =0), gdy ¢, (1) >0. Jak sig okazuje, AN, =0 rowniez i wtedy, gdy ¢, (A) =
== 400,

Funkeje ¢, (1) mozna przedstawié w postaci

G 21 ()= Ay A3 0) == 2 o
gdzie g, € A1, i=1,2,..,1 sq réznymi czestosciami wlasnymi ukfadu S§~* o krot-
nodciach my, i=1,2,. = >'b%, ([6]-

JeZy
Drigki temu, Ze d(i‘)k/d)ué —1 funkcja ¢, jest monotonicznie malejaca. Jej wykres,

sporzadzony dla pewnego przypadku szczegélnego, pokazano na rys. 4a, na kirym
naniesiono réwniez wartoéci funkeji AN,. Rysunck 4b ilustruje dwa wykresy funkeji:
N._; i N,. Zgodnic z definicja (2.1) funkeji N, jej wartosci w punktach nieciagtosei
sg rOwne granicom prawostronnym, '

Oznaczmy przez & ={po (1), 91 (1), ..., pu (A)) ciag, w ktdrym z definicji przyj-
miemy @, (A)=1. Zgodnie z okresleniem funkcji ¢, (1), wyrazy tego ciagu mogg
przyimowaé dowolne wartosci liczbowe z przedzialu (—oe, 00), przy czym s one
_zawsze, okrelone lub réwne 4oo. Jezeli w ciggn & wykredlimy te jego elementy,
ktére maja warto§ci nieskoficzone (a wigc nieokreslonego znakw), to pozostale
clementy tworza juz cigg regularny, przy czym wartos¢ funkcji N, (1) jest réwna
liczbie niedodatnich elementdow tego ciagu.

4, BEZMASOWE WIEZY KINEMATYCZNE

W dotychczasowych rozwazaniach przez n oznaczaliSmy liczbe kinemtycznych
stopni swobody ukladu S, i milczaco zakladalidmy, Ze jest ona réwna liczbie jego
dynamiczaych stopni swobody. Przyjmiemy teraz Ze liczba m tych ostatnich
mozZe byé mniejsza od » i wprowadzimy do rozwazaf N tzw. bezmasowych stopni
swobody. W tym przypadku wige bedziemy mie¢ n=m+N (rys. 17).



O RERURENCYJNOSCL WIDM CZESTOSCI DRGAN WRASNYCH. II 1

W prszadku ‘wystepowania wigzow bezmasowych rekurencyjne réwnanie
czgstosci podane w pracy [6] przybiera nieco ogdlniejsza postaé

et
(4.0 D et

gdzie =1, gdy wigz k odpowiada dynamicznemu stopniowi swobody (tzw. wiez
masowy) i «=0, gdy wigz & jest bezmasowy. Jak wynika z rys. 5, ilustrujacego gra-
ficzuy sposéb rozwigzania réwnania (4.1) w przypadku « =0, przy usuwaniu wiczéw
bezmasowych zachodzi relacja ;"> A%, i=1,2, .., m’, gdzie m’ jest liczbg usunie-
tych poprzednio wigzéw masowych,
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Rys. 5

Z podanej na rys. 19a ilustracji ciggu W dla ukladu z rys.-17 wynika (por. rys. 3),
ze rowniez i w przypadku wystgpowania wigzdw bezmasowych ciagi widmowe
zachowuja podstawowa wlasno$é Sturma i omdéwione poprzednio sposoby obliczania
wartofci funkcji N, (1) nadal pozostaja w mocy. Rys. 19b przedstawia cigg widmowy
ukladu z rys. 17a, w ktérym powigkszona zostala sztywnosé jego $rodkowego przesta.

5. INTERPRETACIE MECHANICZNE

Z algebraicznego punktu widzenia dowolny uklad S, stanowi pewien okreslony
operator liniowy I dzialajacy w przestrzeni R® i odwzorowujacy ja na siebie.
W ujeciu metody przemieszezetn mechaniczny sens odwzorowania L: R'—sR"
polega na przyporzadkowaniu kazdemu n-wyrazowemu ciggowi liczb rzeczywistych,
opisujacemu stan przemieszczenia nkladu S,,, takiego samego ciggu okreslajacego
stan obciaZenia tego ukladu,

Wiasnofci operatora L wynikaja z mechanicznych wlasnoscr ukiady S, i dlatego
sa niczalezne od rodzaju bazy przyjetej w R”. Przyjecie bazy ma natomiast zasadniczy
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wplyw na macierzowa postaé operatora L. Przyjmujac odpowiednie bazy w R"
mozemy wiec dzieki temu uzyskiwaé takie reprezentacje macierzowe operatora, jakie
sa najwygodniejsze dla przeprowadzanych rozwazaf.

Przy postugiwaniu si¢ uktadami po$rednimi S¥, dzialanie operatora L zawgzamy
do podprzestrzeni R R, przy czym odwzorowanie L: RF— R* moZe byé wtedy
interpretowane badZ za pomocg ciagéw k-wyrazowych, badz tez n-wyrazowych
o n-k zerowych clementach,

Ustalmy nastgpujgce dwa izomorfizmy /y, I, nazywane w dalszym ciagu izomorfiz-
mami naturalnymi.- Izomorfizm [ : stanowi przemieszezenia, w ktorym przez u;,
i=1,2, ..., n oznaczono przemieszczenie i-tego wigzu ukladu §,, odpowiada wektor
(ciag) w={(u,, tz, ..., 4,)¥, u, € R. Tzomorfizm [,: stanowi obcigZenia, w kidrym
przez P, i=1, 2, ..., n, oznaczono obciazenie i-tego wiezu ukladu S, — odpowiada
wektor (ciag) P=(Py, Py, .., P)7, P, ER. ~

Bazg naturalng w R", ktdéra oznaczymy przez (e}, tworzy n rzeczywistych ciagow
liczbowych ¢'=(e, e}, ..., e}, .., €)), i=1,2, ..., n, takich, ze &, =5} (symbol Kronec-
kera)., Dzieki okrefleniu izomorfizméw I, i 7,, bazie (¢); w R", odpowiadaja bazy
standw przemieszezefi i obcigzen ukladu S, pokazane na rys. 6a, b.

a b 1.
‘ l L ] .
1 2 3 4 ... n A&
{T
i I I B |
1 2 3 4 n A4
' |
[ I
1 3 4 n L
1
1 1 I [ ]
17 2 3 4 n A

Rys. 6

Istotng cechy izomorfizmu naturainego /, (1) jest to, e przemieszczenie u,
(obciazenie P;) itego wigzu ukladu S, jest réwnoczeénie i-ta wspdlrzedna wektora
u (P) liczona wzgledem bazy naturalnej (e);.

Macierzows  reprezentacja naturalng operatora L, odpowiadajaca przyjgciu
bazy (e;} w R", jest kanoniczny uklad réwnarfi metody przemieszczen
G0 (K—iM)u=P, A1=6*,

w ktérym przez K i M oznaczono nx n=wymiarowe macierze sztywnosci i bezwladnodci

ukladu S, a przez u i P— jego wektory przemieszczenia i obcigZenia o czgstodei

kotowej 8. Macierz K — AM nazywana jest macierza sztywnosci dynamicznej ukladu S,.
Réwnanie (5.1) mozna przeksztalcié do postaci standardowej

(5.2) (d-iDv=R,
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poshugujac si¢ rozkladem macierzy M na czynniki tréjkatne metoda Choleskiego [9],
(K- AM)u=(K—ICTC)u=(KC*—1CT)Cu=P,

i wprowadzajac oznaczenia '

(5.3) v=Cu, R=C"TP, A=C-TKC-!,

gdzie C jest macierza gornotrdjkatna.,
Na podstawie (5.3) otrzymujemy

(5.4) u=C-1v, P=C'R,

skad wynika, ze wektor u (P) powstaje jako kombinacja liniowa kolumn macierzy
C~1(C™) o wspdlezynnikach rdwnych wartofciom kolejnych elementéw ciggu
2 (R). Elementy ciagu » (R) mozna wige interpretowaé jako wspdhrzedne wektora
u (P) wzgledem bazy (), ((¢);) utworzonej w R" przez kolumny macierzy C~* (C7).

Standardowa reprezentacja (5.2) operatora L odpowiada wige przyjecin w R*
dwu baz wzajemnych (¢); i (¢),, ktérym poprzez izomorfizmy I, i 7, odpowiadaja
bazy standw przemieszczen i obciazen pokazane na rys. 7a, b. Na rysunkach tych
przez y,,, ¢;; ozhaczono odpowiednie elementy macierzy €1, C¥.

a b lﬂ‘ﬁ 1021 lCm'écﬂ 4 4(:"1
V1='T A ! 1 i ! .
€2z 4032 C42¢ 4%2
| )
A4 2 3 4 - n b
€33 r4a$ 4%3
L1 ‘
4 1 3 4 - n L
N Chn
Yy 1 2 3 4 . 0 _ L o
V=1 Rp="1 i I
n |¥on |dsn |S40 | Snnl—2 871 2 3 «4 n L
Rys, 7

Najprostsza reprezentacjg operatora L uzyskuje si¢ wykorzystujac dla utworzenia
baz wzajemnych w R" jego unormowane wektory (formy ) wiasne. Oznaczmy przez
V! macierz o rozmiarach n xm;, ktérej kelumny sa wzajemnie ortogonalnymi i unor-
mowanymi wektorami wiasnymi operatora L w reprezentacji standardowej, odpo-
wiadajgcymi my-krotnej czestosci wlasnej p;. Jezeli / jest lezba roznych czestodci
wlasnych tego operatora, to macierz F=(V*, V2, ., V) jest jego ortonormalna ma-
cierza wlasna,

Wiasna reprezentacje operatora L

(5.5) (A—-iDw=F
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otrzymamy z (5.2) postugujac sie przeksztalceniem

(5.6) o="Vw
i wprowadzajéc oznaczenia
5.7 F=VTR, A=VTAV=diag(,, s, ..., 1).
Na podstawie (5.4), (5.6) i (5.7) stwierdzamy, ze
(5.8) . u=C~*Vw=Uw, P=CTVF=UTF=MUF,

gdziec U=C~'V jest macierzq wlasng operatora L w reprezenfacji naturalnej,
przy czym UF MU=I |[6]. .

Z. (5.8) wynika, ze elementy ciagu w (F) mozemy interpretowac jako wspdirzedne
wektora u (P) wzgledem bazy (e); ((e)3), jaka w R* tworza kolumny macierzy
- U (MUY,

Wiasna reprezentaqa operatora L wymaga wigc postugiwania si¢ dwiema bazami
wzajemnymi (e); i (e)s, ktérym odpowiadaja bazy stanéw przemieszezei i obcigzen
ukladu S, pokazane na rys. 8a, b. Na rysunkach tych przez u,,, p;; oznaczono
odpowiednie elementy macierzy U, MU. Elementy bazy (e); sa kolejnymi formami
drgan wlasnych ukladu S, eIementy za$ bazy (¢), sa obciazeniami wprawiajacymi
ten ukiad w takie drgania wymuszone, ktérych formy sg formami odpowiednich
drgan whasnych,

a ' b Byt Uar
Ha yz"—-—r r-—r 5-‘n4
W1=’-"t 1 2 3 4 T n F1=1 ﬂ’ 2
’f A
o Uzt US’f‘ tiqt Unt |
wp=t U2 Uzz Usz [ TN -~ T’—I N, Haz 0 Unz
AL -7 up o v & £ M fze Ha™ Y i j_/—

pd Uiz Uz 47 4N
Wa=1 Uty U238 =T Un3 F 1 ™ )
? U3z U4y 7 3T £ Ui He™y__ %7 Hn3 &

F=1 27 ¥\ Hen/ T tan ? \ Pan
" binN\g,/ U *,’ \i,./“”"

Rys. 8

Jako ostatnig, zajmiemy sig rekurencyjna feprezentacjac operatora L zawg¢Zonego
do podprzestrzeni R*e R*:

o Ay =AM by )(wk_l)m(Fk_l) '
) | ( B ae—M\w |\ F [

Reprezentacja ta powstaje z (5.2) napisanego dla dktadu $*

X Ap—r— A By )(‘?’k—l)_(Rk—1)
(5.10) (Ak—ﬁ,I)?J,C:( b;?_l S o 7\ & =Ry
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po zastosowaniu transformacji - .

Vg Vit 0wy
G- ( v )=( 0 1)( w )

w kidrej przez ¥j_, oznaczono ortonormalna standardows macierz wiasng ukladu
St71, 1 po wprowadzeniu oznaczefi

Aku-le:-lAk—l I/kd:diag(ﬁ,’j'l, "{":g,_ls eer iﬁ:i):
bk:VI?—l bkgls

()

Na podstawie (5.4), (5.11) i (5.12) otrzymujemy |
.13) (uk—1)=ck_1(7’k~1)=(cr:_11 ?k)(Vk—l 0)(th1):(Urcﬁ1 yk)(Wk—l)’l
u v 0 Vi 0 1 w 0O i w
Pk_l) T(Rk_1)_(c,;’;1 0)(1/,(_1 0)(1«1_1)_ '
G194 (P SN R IV Vo N F T
_ :(Mk_lUk_l 0)(Fk_1)
mpUcy e\ F I

. 7 . . .
gdzie przez (yk ), (CI, ) oznaczono k-tg kolumng i k-ty wiersz macierzy C, 1
kx

(5.12)

CT, a przez mi — k-ty wiersz macierzy M, nie zawierajgcy clementu my,.
Jak wynika z (5.13), clementy ciagu w mo#na interpretowac jako wspélrzedne
wektora u wzgledem bazy (e);, jaka w R* tworza kolumny macierzy

(Uk—l '}’k)
B 0 Vieke ’
Baza ta jak widaé powstaje z k—1 unormowanych form drgaf wiasnych ukladu
S§¥=1, do ktérych zostaje dolgczona forma drgania wymuszonego, okreflona
przez ostatnia kolumne macierzy C 1 (rys. 9a). Bazg wzajemna (e), w R* stanowia
kolumny macierzy

(Mk—-l Uiy O )

" ¥

T
my Upy &

ktérym odpowiadaja obcigzenia ukladu Skpokazane na rys. 9b.

Zajmiemy si¢ teraz badaniem szczeglnego przypadkn drgah wymuszonych
uktadu S¥, jakie wykonuje on pod wplywem obcigZenia tylko jedng sita skupiong
dziatajaca w punkcie k. Zauwazmy przy tym, Ze jezeli .., =0, F#0, to na podstawie
(5.14) mamy réwniez P,_; =0, P#0. Z (5.13) wynika natomiast, e jezeli w=0, to
takze u=0. Zwrdémy tez uwage na fakt, Zze rozwazane drgania ukladu St staja slg
jego swobodnymi drganiami wlasnymi, gdy F=0. W przypadku jednak gdy w=0,
drgania te przeksztalcaja sig w drgania wlasne ukladu S~°,
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Odpowiedz ukladu S obcigzonego sita ¥ o czgstoSei 4 ¢ A41 obliczymy na pod-
stawie réwnania (5.9) uwzgledniajac nieosobliwosé macierzy Ay_;— Al
(Ar_ 1 =ADWe_ 1 +B,w=0,

b wy_ i +(ag—)w=F.

a b e
- ~.
NI A R
wp=t T2 T T =1 T X TN L\

A
(
o]

N,

=

!

\\
g

=

Rys. ¢

Mamy zatem

W1 =— (A1 ~AD " by w,
(5.15) —bf (Ay_y ~ D) by w (g~ D w=F,

1

[aw—2~ 3 ~Dw=F

i
Iub (por. (3.1)

(5.16} pe(Dw=F.
Mozemy teraz przyjac¢

(5.17) F=¢, (1)

1 wtedy zamiast (5.15) i (5.16) otrzymamy wzdr
(5.18) '

Wiea=—(Ap_~ )" by, W=I

okreflajacy drgania wymuszone sita (5.17). Ten sam wz6r opisuje réwniez drgania

wiasne ukfadu S* po podstawieniu wartosci A=2ie A* takie), Ze @, (A)=0, i=
=1,2, ...,k

?
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Poszukiwanie odpowiedzi ukladu S} w przypadku obciazenia go sita F o czestodei
A=p, e I*~1 musimy przeprowadzi¢ nieco inaczej. Napiszmy réwnanie (5.9)
w postaci

(ALﬁ1~ﬂaDWL_1+bLW=0
(5.19) (A_s— s Dwy_ +b, w=0,
(b;:)rwk—l +(b;c’)T ka 1 Hag—p)w=F,

gdzie A;_ =diag (i, sy, ..., )=p; I. Wobec tego, ze A, —p; I=0 spelnienie
pierwszej grupy rownan (5.19) jest mozliwe tylko wtedy, gdy b, w=0.
Rozwazmy najpierw przypadek, gdy b, =0. Zamiast (5.19) otrzymujemy

(A;c’— 1 )ul' I) W;:__ 1 + b;: w 20 3 (b;c')'l" W;;__ 1 + (akk - ﬂi) W :Fs

przy czym pierwsza grupa réwnan (5.19) spetniona jest dla dowolnego w,_,. Ozna-
cza to, Ze niewiadome amplitudy form drgan wlasnych w;.,k_i, j€Z, ukiadu S¥
pozostaja nieokreélone i drgania te mogg wystgpowaé zupehie niezaleznie od dzia-
lajacego obcigzenia F, ktére nie ma na te drgania zadnego wplywu, Pozostale
niewiadome w,_, i w sa od tego obciazenia zaleine i obliczamy je tak samo,
jak dla przypadku 2 ¢ 2*~1, otrzymujac

(5.20) W= (A~ DB, w=1,  F=g(u).

Jezeli” F=gp, (4)#0, to drgania w,_,, w ukladu S¥ okreSlane przez (5.20) sg
jego drganiami wymuszonymi. W tym przypadku jedynymi drganiami wlasnymi
tego ukladu sg omawiane powyzej drgania w, . Drgania te s3 réwnoczeénie drga-
niami wiasnymi ukladu S, gdyz przy dowolnych w, , i w,_, =w=0 spelnione
sa dwie pierwsze grupy réwnan (5.19). W rozwazanym przypadku nie nastepuje wigc "
zmiana krotnodci m;' czestosci wlasnej g,. Jezeli jednak F=¢, (1,)=0, to (5.20)
okre$la drgania wiasne ukladu S* odpowiadajace czestosei pozornie nowej g,
jakosciowo rézne od my drgan wlasnych wlwl, jeZ,. W tym przypadku naste-
puje wzrost krotnosci czegstosci g, i powigkszenie wymiaru podprzestrzeni wlasnej
odpowiadajgcej tej czestodci.

Przyjmijmy teraz, Ze w=0. Uklad réwnan (5.19) przybiera postaé

i~ m Dw/_; =0, B w,_ +(B)T w,_, =F,

przy czym podobnie jak w poprzednim przypadku niewiadome wy_, pozostaja
nieokredlone. Wobec nicosobliwoéei macierzy A, ,—u; I mamy jednak w,_, =0
1 ostatnia grupa réwnan upraszeza sig:

(5.21) BT w,_, =F.

Poniewaz w,_, =w=0, przeto mamy tu do czynienia jedynie z drganiami w,_,
o -nicokreslonych amplitudach, wystgpujz;cymi niezaleznie od dzialajacego cbcia-
#enia F. W przypadku gdy (b)" w,_, =F#0 drgania te, w liczbie m,, sa drganiami
wiasnymi ukladu S%', gdyz spelniaja pierwsze dwie grupy réwnan (5.19) dzieki
temu, 7e w,_; =w=0. Jezeli jednak (b;)” w,_, =F=0, to mamy do czynienia z drga-
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niami wiasnymi ukiadu S* 7 koniecznosci spelnienia warunku F=0 wynika, Ze
formy drga.ﬁ wlasnych ukladu S* powstajg jako odpowiednie kombinacje Jiniowe
form wj t_1» J€Z,. Liczba liniowo niezaleznych form drgan whasnych tego uktadu;
odpowiadajgcych czgstodel g, maleje wiec o 1, co dwiadezy o zmniejszaniu sie krotnogot
tej czestosei.

Rozwazmy teraz otrzymane wyniki pod katem mozliwoéci wywolywania rezonan-
su w ukdadach S§ 1 S*~' za pomoca wymuszefi dzialajgeych tylko w punkcie k.

Rezonans w ukladzie S¥ z czgstoseia A € A* objawia sig, zgodnie z podang po-
przednio interpretacja, wystepowaniem w tym ukladzie drgan o skoiczonych ampli-
tudach, okreslonych przez (5.18) lub (5.20), wymuszonych obcigZeniem o zerowej
wartodei (F=0). :

Jezeli chodzi o rezonans w ukladzie S;~' z czestofcig A=y, € A7, to mozliwe
s4 tu dwie interpretacje wynikajace z (5.18) lub (5.20). Wyobrazmy sobie, Ze przy-
czyna wystgpowania drgai ukladu jest wymuszenie kinematyczne o ustalonej war-
todel w=1 1 czestodci A, dzialajace w punkcie k. Jezeli czesto$é wymuszenia A=y, €
e A1, to jak wynika z (5.17), (5.18) i (5.20), mamy dla j& Z;: w; ..y =00, F=00,
o ile tylko by #0 (¢;#0). Jezehi b;, =0 (c;=0), to wywolanie rezonansu w ukladzie
nie jest mozliwe przy czestoscl /"szi. Dzielac wy .., W, F przez liczbg nieskoii-
czenie wielkq, otrzymujemy druga interpretacj¢ rezonansu w ukladzie Sy~ %, wedlug
ktérej w=0 przy nieokre$lonych w; ,_,, F, jeZ;. '

Z rozwazah przeprowadzonych poprzednio nad obliczaniem odpowiedzi ukladu
w przypadku b;?é 0, w=0 wynika, 7e mozliwosé wywolania rezonansu o czgstosel
H, $wiadezy o tym, Ze czgsto$é ta nie powigksza swojej krotnosci. W szczegélnosei
krotno§é nie zmienia sig, gdy F=0 (lub jest nieokreflona) i maleje o 1, gdy F+#0
(lub jest nieskoriczenie wielkie) (por. (5.21)). Wniosek ten, jak zobaczymy, jest
bardzo istotny dla zastosowan, ktére ilustrujemy ponizej kilkoma przykiadami.

Kierujac si¢ powyzszymi interpretacjami_ stwierdzamy, ze iloraz
(5.22) | Flw=p,(2)

mozna interpretowaé jako sztywno&¢ dynamiczna uktadu S%, ktora zgodnie z wlasnos-
ciami funkdji g, (1) informuje nas o zmianach jego wlasnoéci dynamicznych, rejestro-
wanych w punkcie k, w zaleznosci od czesioscl dzialajacego w tym punkcie wymusze-
nia F, Tak wige sztywno§é dynamiczna Ffw: 1) zeruje sig, gdy A € A* jest czgstodcia
nowg lub o wzrastajacej krotnosci (rezonans w ukdadzie Sb); 2) osiaga warto§¢ nieskori-
czong, gdy Ae "1 jest czgstodcia znikajgcg lub o malejacej krotnodci (rezonans
w ukladzie S '); 3) jest dodatnia, gdy A& (by, 2;441), i=0, 1,2, ..., g; 4) jest ujemna,
gdy Ae(z, b). i=1,2, ..., g, g+1, gdzie przez z;, b; oznaczono kolejne zera (2) i bie-
guny (b) funkcji ¢, (1), przy czym b, =0, b, ;=00 Oraz z,,{<oo.

Mimo Ze pojedyncza funkcja ¢ (2) nie daje zadnych informacji na temat cz¢-
stodci powtdrnych o niezmieniajgcych si¢ krotnofciach, to jednak mqg funkeii ¢, (1),
i=1,2, ..,k dostarcza pelnej informacji o widmie A¥.

leustru;emy teraz dotychezasowe rozwazania konkretnymi przykladami, w kté-
rych gléwny nacisk polozymy na jakoSciowa strong zagadnienia.
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Przyklad 1. Niech ukiadem S, bedzie belka pokazana na rys. 10a, ktorej prze-
ksztalcenie w uklad podstawowy S9 wymaga wprowadzenia czterech wigzéw kine-
matycznych (rys. 10b). Usuni¢cie pierwszego wigzu i zastapienic go reakcja F
jest réwnowazne z rozwazaniem drgafn
wymuszonych ukladu S} z czgstoscia A
(rys. 10c). Warto$¢ ilorazu Fj/w jest Q 5B —@ 7y %
zgodnie z (5.22) réwna wartoéci funkcji ‘ '
@ (1) pokazanej na rys. }la. Drgania b
wymuszone ukladu S; staja sig jego
drganiami wlasnymi, gdy ¢, (1)=0.
Roéwnanie to okreéla czestosé wlasng A7,

Po nadaniu wartodci zero realgcii
pierwszego wigzu i okreflenin na tej J
podstawie czgstosei wlasnej A1, mozemy
przysiapic¢ do usuniecia drugiego wiezu e
1 zastagpienia go reakcjg F (rys. 18d),
Otrzymany w ten sposéb uklad S? wy-
konuje drgania wymuszone z czestoscia
A. Wartodel A7 i A2 zmiennej A, dla
ktorych ¢, (1) =0 (rys. 11b) s3 czestos- : Rys. 10
ciami whsnymi ukladu S2, ktérym '
odpowiada zerowanie si¢ sily wymuszajacej F. Przy wymuszaniu z czestodcig A= Al
uklad S7 drga w taki spos6b, ze w=0, przy czym Fjw=oc0. Na rys. 10d odpo-
wiednig forme drgadl pokazano linig przerywana, przy czym widaé wyraZnie, Ze nie
r6zni si¢ ona od formy drgan wlasnych ukladu 5! pokazanej na rys. 10c.

Kontynuujge opisany sposob postgpowania, kolejno pozbywamy si¢ dzialania
wszystkich wigzow kinematycznych ukladu podstawowego postugujge sie kazdo-
razowo odpowiednig funkcja ¢, (4), i=1, 2, 3, 4, dla wyznaczania nowych czestodei
whasnych,

Z wiasnofci rozwazanego ukladu wynika, Ze za pomoca wymuszenia dziataja-
cego w punkcie k& uktadu S% k=2, 3,4 moina wywolywaé rezonanse ze wszyst-
kimi czgstodciami A€ A~ * ukladu S¥7* (rys. 10cf). Oznacza to, e kolejne widma
nie zawieraja czgstosci powtdrnych i spetnione sa nierdwnosei 45, < 471 < 4 < 21
$wiadczgce o tym, Ze elementy widm A*~' i A* przedzielaja si¢ wzajemnie w Sci-
stym sensie. Zostalo to uwidocznione na rys, 12 przedstawiajgcym ciag widmo-
wy W uldadu z rys. 10a.

© Przykiad 2. Rozwazmy uklad S, pokazany na rys. 13a, ktérego drgania wymu-
szome opisane sa réwnaniem

(5.23) (K—AM)u=P,
gdzie
A= T’ 07 M=I, K=Ad 23 22 —gj
3E 2 -2 R
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Pla ukfadu S} mamy
(23— A)u=P,

skad ¢, ()= P/u 23—J (rys. 14a). Warto§¢ A=A} =23 jest czgstoScia  wlasng
ukladu S, ktérej odpowiada forma drgania pokazana na rys. 13B.
Dla ukladu S3 otrzymujemy '

: - 23—-4 9 uy_{0

R ( 9 234)(1;2)_(1’)’

skad ¢, (A}=Pfu, =23~ 1—81/(23— 1) (rys. 14b). Z réwnania ¢, ()=0 otrzymu-
jemy dwie czestosci wlasne ukladu S2:; A7=14,0 i 12=32,0. Formy drgan wlas-
nych tego ukladu pokazano.na rys. 13c, d. Zniknigcie z widma czgstodei A=

=23,0 wiaze si¢ z mozliwoécia wywolywania w ukladzie S; rezonansu z tg czestoseig
| — przez wymuszenie P dzialajace w punkcie 2. Wynika to z faktu, ze b, =950,
dzieki czemu z ukiadu réwnat (5.24) po podstawieniu 4=23,0 otrzymujemy: 9u, =0,
9, =P, skad u,= P/9 u, =0 (rys. 13b).

Przeksztalcenie macierzy ukladu réwnan (5.23) do postaci rekurencyjneg wymaga

zdstosowania transformacji

S LA W
01 2

gdzie U jest macierza utworzona z unormowanych form drgan wiasnych ukladu 52,
W wyniku przeprowadzenia transformacji otrzymujemy zgodnie z (5.9)-(5.12):
14— 0 0 wi\ (0
o 322 —2_21/5. wy =10,
0 —22)/2 322 [\w, P
skad @, (}.)=32—}L—('—22|/—2—)2/(32—A):32—1-968/(32—1) (rys. 14c). Pierwiast-
kami réwnania ¢, ()=0 sa czestosci wlasne ukladu S;: A]=0,892 i 15=63,1.
Odpowiadajgce im formy drgafd wiasnych pokazano na tys. 13e, f. Powtdrna
czestoscia wlasng ukladu S, jest A} =1}=140, tym razem bowiem wywolanie
rezonansy z ta czestodcia,.w ukladzie 53 nie jest mozliwe z uwagi na to, ze b, =0.
Forma- drgan pokazana na rys. 13c jest-w rozwazanym pfzypadku formg wlasng
zaréwno dla uktadu 7%, jak tez i dla S,. Ponjewaz forma ta jest antysymetryczna,
a wymuszenie dziatajace w punkcie 3 symeiryczne, wigc znajdujemy tu wyjadnienie -
przyczyny, dla ktérej wywolanie rezonansu z czestoscig A=14,0 w rozwazanym przy-
padku nie jest mozliwe (b, =0). Cigg W dla ukiadu z rys. 13a pokazano na rys. 14d.
Przykiad 3. Uldad Ss drgajacy podiuznie (rys. 15a) sklada si¢ z pigciu jednako-
wych mas m i szecin sprezyn 0 jednakowych sztywnoéciach k. Przy przyjete] nume-
racji stopni swobody réwnanie drgan wymuszonych tego uk}adu ma postaé

2-2 0 0 -1 0 :
0 2-4 0 -1 -1 | mo?
(5.25) ) 0 0 2-4 0 —1ju=Pj i=-7=
+ -1 —1 0 2-24 0
0 -1 -1 0 2-j
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_Rys. 16 ,

Przy kolejnym usuwaniu trzech pierwszych wiezéw kinematycznych stwierdzamy,
ze 9 (1) =21, i=1,2, 3, przy czym krotno$¢ cz¢stoei wlasnej g, =2,0 za kazdym
razem wzrasta o 1 (rys. 16a, by c). Uklad.'Sg sktada sig wige z trzech identycznych
poduktadéw, zupehie od siebie odizolowanych za pomocg wigzow 41 5 i stanowig-
cych jak gdyby powielenie ukladu S1. W ukiadzie S} mogg wyste;poWaé trzy zZupelnie
od siebie niezalezne drgania wlasne o tej sameJ czqstosm Jn —20 ktére pokazano
na rys. 15 B, ¢, d.

Na podstawie réwnania (5.25) otrzymujemy bezpoérednio =:dla uktadu S§%:
pg (A)=2—21—2/(2—1). W widmie 1* pojawiaja si¢ dwie czcstodci istotnie nowe
11‘1* i A bedace p1erw1astkam1 réwnania ¢, (4)=0,"ponadto za$ wystepuje czestosé
powtorna A3 =23=p] o zmniejszonej krotnosci (rys. 16d). Czestosci tej odpowiada
podprzestrzef wiasna o wymiarze 2, rozpigta na dwdch liniowo niezaleznych for-
mach wlasnych pokazanych przykladowo na rys. 15 e, f.
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Usunigcie ostatniego z wigzdw (o numerze 5) sprawia, Ze w widmie ukladu Ss
pojawiaja sig cztery czestosci istotnie nowe: 17, i=1, 2, 4, 5 (rys. 16¢). Wystepujaca
nadal w tym widmie czgsto§¢ powtdrna A3 = 41 jest juz tylko jednokrotna i odpowia-
da jej forma pokazana na rys, 15g. o “ ' '

=

a° 2
a 1 ° 1 {11110

ke ; 2 1 T
2 ? i
A 1.2 2 4 -

B 3 il
23 12,3 ST 7‘4 i il
- p ?‘i i A 1 M%2 3 |
‘25 ] 7(5

- 1 2 3

Rys. 19

Przyklad 4. Rozwaimy jeszcze uklad S5 pokazany na rys, 17a. Usuwanie jego
trzech pierwszych wigzéw kinematycznych odbywa sig w sposéb podobny do opi-
sanego w poprzednim przykladzie. W efekcie otrzymujemy ukfad S pokazany
na rys. 17¢, d, e, o potrdjnej czestosci whasnej (rys. 18c), drgajacy trzema zupelnie
od siebie niezaleznymi formami Wlasnymi. Poniewaz wiezy 4 1 5 sa bezmasowe,
ich nsuwanie nie powigksza juz liczby czestoéci wlasnych lecz jedynie modyfikuje
widmo w sposéb pokazany na rys. 18 d, e, Na rys, 19 a przedstawiono ciag widmowy
W uktaduy z rys. 17a o jednakowej sztywnoséci wszystkich trzech przesel, a na rys. 19b
ciag W dla ukladu, w ktérym powiekszona zostala sziywnos$¢ jego §rodkowego
przesta. '

Przykiad 5. Na zakoficzenic omowimy jeszeze uldad S5 z rys. 20a, dla kidrego
przyjeto uklad podstawowy pokazany ma rys. 20b. W wynikn zwolnienia wiezéw
o numerach 1, 2,3 i 4 otrzymuje si¢ uklad S? o poczwérnej czestoéci wlasnej u?
(rys. 20k), ktorej odpowiadaja cztery liniowo niezalezne formy drgan (rys. 20 c-f).
Zwolnienie wigzn nr 5 sprawia, Ze pojawia sie nowa czestosé wlasna ui (rys. 20 k)
o odpowiadajgcej jej formie z rys. 20 g. Potrojnej, powtdrnej czestosci whasnej

5= 5 odpowiadaja trzy liniowo niezalezne formy pokazane na tys. 20 h—j.
: . [ .

6. ZAKONCZENIE

W pracy omowiono ogdélne wlasnodci ciggdw widmowych, Etanowiqce podstaweg
" jakodciowej analizy widm czgstosci drgah whasnych, ukladéw konstrukcyjnych.
Postepowanie przedstawione w przyktadach 3, 4 i 5 punkiu 5, w wyniku ktdrego
uklad S, rozpadal sig na niezaleZnie od siebie drgajace poduklady o jednym stopniu
swobody, moze byé¢ bezposrednio uwogdlnione na przypadki podukladéw bardziej
ztozonych o wielu a nawet nieskoriczenie wielu stopniach swobody [15]. Kolejne
zwalnianie pojedynczych wigzéw kinematycznych mozna zastapié réwnoczesnym
zwalnianiem dowolngj liczby tych wigzow.

v
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BOGDAN OLSZOWSKI

W ten sposéb dochodzimy wige do sformutowania nie omawianych dotad za-

gadnief,, majacych istotne znaczenie dla zastosowan praktyczoych. Omowienia
tych zagadnien stang si¢ tematami oddzielnych opracowan autora.
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PeamwmMme

OB PEKYPEHTHBIX CROMCTBAX CHEKTPOB COBCTBEHHGIX YACTOT
KOJEBAHWIA 4. 1T

CraThs WMeeT Nebio 0Gobiuenne PeayabTATOR, TONYYeHELX B | YacT, Ha cayuail PANOB Yac-

TOTHBIX COEKTPOB, VK&3AHHBIX ¢ MOMOIOEIO COOTBETCTBYIOMIEX CHEKTPAILHBIX rpadmxon, OOCyx-
FAROTCA IWITYPMOEEIE CBOMCTBA 9THX DSJOB M HEROTOPHE OCOOEHHOCTH CHOCOGOB BEMECICHHA
COGCTBEHHBIX YACTOT. Y CTAHOBICHE OOMIME 9epThl PEKYPEHTHOMH 3aBHCHMOCTH CODCTBEHHBIX 4acTOT
¥ PopM xoZeGaHHll ¥ IPOHITICCIPUPOBIREE! COOTBSTCIBYIOUMMY TPEMEpaMy. B paccyxacHasx
ocoBoe BHEMaHEE YACHSETCA BOIPOCAM MHOIOKPATHEIX CODCTBEHEEIX YACTOT B COOTBETCTBYIOUIHX
xonebanuit.
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SUMMARY

ON THE RECURSIVNESS OF EIGENFREQUENCY SPECTRA (PART II)

The aim of this paper is to generalize the results obtained in the part 1. These results are extended
on the sets of eigenfrequency spectra vizualized by means of spectral diagrams. Sturm properties
of the sets as well as some numerical singniarities of eigenfrequency calculating procedures are
discussed. The general features of the recursive dependence for eigenfrequencies and cigenmodes
are established and illustrated by appropriate chosen examples. Emphasis is laid on the problems
refering to multiple eigenfrequencies and corresponding eigenmodes.
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