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O REKURENCYJINOSCI WIDM CZESTOSCI DRGAN WEASNYCH
CZESC 1

BOGDAN OLSZ O WS K I (KRAKOW) (%)

Praca dotyczy podstawowej zaleznosci rekurencyjnej zachodzacej migdzy czestodciami wias-
nymi i postaciami drgai wlasnych dwoch dyskretnych ukladéw mechanicznych réznigcych sie miedzy
sobg dzialaniem wigzow kinematycznych, Rozwazania sg bezposrednio zwigzane z koncepcia metody
przemieszezen nakladania wiczéw a nastepnie ich uwalniania. Celem pracy jest usystematyzowa-
nie podejicia do zagadniefi modyfikacji widm czestodel wlasnych w mechanice konstrukeji.

1. WstEp

Celem pracy jest oméwienie podstawowych problemdw jakoéciowej analizy widm
czgstodei drgan wlasnych, zwigzanych z zastosowaniami metody przemieszezen
w dynamice konstrukcji. Zasadniczym tematem pracy sa zaleznoSci rekurencyjne
tych widm, majace bezposredni zwigzek z koncepcja nakladania a-nastepnie kolej-
nego usuwania odpowiednich wigzéw: kinematycznych. Koncepcja ta sprowadza sic
do generowania, dla danego. uktadu mechanicznego, okreflonego ciggu uktaddw
pomocniczych o wzrastajacej liczbie stopni swobody. ‘W konsekwencji, widmo
czgstofei drgafi wlasnych danego ukltadu, analizowanego za pomoca metody prze-
mieszezefi, otrzymuje si¢ nie bezposrednio, lecz Jako wynik szeregu przeksztalcen:
kolejnych widm ukladéw pomocniczych., Badania wlasnodei tych przekszialcen,
na przyklad z punktu widzenia ich wplywu na efektywno$é okreslonych metod
ni]merycznych stosowanych przy obliczaniu czqstdéci Wlasnych majg znaczenie
podstawowe zardwno z teoretycznego jak i praktycznego punktu widzenia. Bad anija
takie wykraczaja ]ednak poza ramy obecnej pracy.

Praca =z zalozema zawiera wiele informacji, ktére mozna odnalesé w cytow anej
literaturze. Zestawienic tych informacji wydaje si¢ autorowi celowe po pier wsze
dlatego, ze sa one w wigkszoéci przypadkéw rozproszone po r6znych monografiach
i czasopismach zagranicznych, po drugic za$ dlatego, ze jak dotad bralk jest jakich-
kolwiek publikacji krajowych poruszajacych omawiany temat.

Dazeniem autora bylo, aby tak zaplanowana praca nie miata Jjedynie tylko cha-
raktern przegladowego. Dlatego tez znalazly si¢ w niej réwniez pewne oryginalne
ujecia i interpretacje majace ma celu stworzenie, na ile to bylo mozliwe,
pelnego i jasnego obrazu wszystkich zaleznoéci rekurencyjnych. Do oryginalnych

(*) Praca wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12 » Wytrzymatosé i optymalizacja
konstrukeji maszynowych i budowlanych”, koordynowanego przez Instytut Podstawowych - Pro-
. bleméw Techniki PAN,
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przyczynkéw autora mozna zaliczyé wprowadzone przez niego po raz pierwszy pojecia
i interpretacje czestosci powtérnych, istotnie i pozornie nowych oraz znikajacych.
W drugiej czedci pracy oryginalnymi sg diagramy widmowe pokazane na rysunkach
1, 2, 3, 12, 14d i 19 oraz pewne interpretacje rekurencyjnych zaleznosci pomigdzy
czestodciami i formami drgan whasnych. Rozwazania ilustrowane sa odpowiednio
dobranymi przykladami.

2. WPROWADZENIE

Przedmiotem rozwazai beda drgania whasne liniowych ukfadéw mechanicznych
o skoficzonej liczbie stopni swobody.

Liczba stopni swobody uktadu nazwiemy liczbg n liniowo niezaleznych zmiennych
kinematycznych u;, i=1, 2, ..., n, niezbednych dla jednoznacznego okreflenia stanu
przemieszezenia tego ukladu. Zmienne u; bedziemy nazywac stopniami swobody
i traktowa¢ je jako wspélrzedne wektora przemieszézenia w=/(u, iz, .oy Up) -

Kazdy uklad wystgpujacy w dalszych rozwazaniach jest odpowiednim modelem
matematycznym pewnego rzeczywistego obiektu mechanicznego, analizowanego na
gruncie metody przemieszczen. Dla ukladu o » stopniach swobody wprowadzimy
oznaczenie S,.

Ukladem podstawowym S° nazwiemy ukiad powstaly z S, przez takie uniern-
chomienie wszystkich wigzéw kinematyczoych, %e u;=0, i=1,2, ... n Kolemne
‘zwalnianie (usuwanie) tych wigzdw, w porzagdku wyznaczonym ich rosngca nume-
racja, pozwala utworzyé ciag (S5, S7, ..., S5 1), tzw. ukladow posrednich takich,
7¢ uklad 8%, O<k<n jest okre§lony jednoznacznie warunkami u,=0, i=k+1,
k+2, ..., n Z okrelenia tego wynika, ze uklad SF ma k& stopni swobody.

Drgania wlasne ukfadu S, sg opisane kanonicznym ukladem téwnan metody
przemieszezen o postaci macierzowej

(2.1} (K—AiM)u=0, i=w?

Macierz K—AM nazywana jest macierza sztywnofci dynamicznej [1 1 18l W (2.1)
przez K i M oznaczono nxn wymiarowe, symetryczne i dodatnio okreslone macierze
sztywnosci i bezwladnosei ukladu S,, a przez o -— czgsto§é kotowa jego drgan
wlasnych. W dalszym ciggu parametr A=m? bgdziemy umownie nazywali czestoseiq.

Czestodeig wlasng ukladu §, nazwiemy kazda, taka wartodé parametru A, dla
ktérej réwnanie (2.1) ma niezerowe roniqzanie u. Oznaczmy przez A, i=1,2, .., 1
wszystkie czestoSei wlasne ukladu S, a przez o', i=1, 2, ..., n odpowiadajgce tym
czestofciom jego formy drgan wlasnych.

Rozwazmy przypadek ogdiny, kiedy niektdre z czqstosm whasnych 1, moga byé
wiclokrotne i dlatego 1,<4,<, ..., <4, Jezeli uktad S, ma /<n réznych czgstoscl
wlasnych He =1, 2 ., I o odpowiednich krotno$ciach m,, i=1,2, ..., I, to wtedy

< B <<y i 2 my,=n. W tym przypadku mamy
(2.2) o=k 41 =dny b2 ==t =hes 151,200,

gdzie n; = > my, [5].
i=1




o REKURENCYJ’NOSCI WIDM CZESTOSCI DRGAN WHASNYCH. T 53

Ciag wystepujacych w (2.2) numeréw (indeksdw) czestodci A; takich, ze =i,
0ZNACZYmMy przez '

(2.3) Zi=(moy+ 1, i +2, L m—1, m).

Zamiast (2.2) mozemy teraz napisaé Hi=Ay JeZ,, i=1,2, .., 1

Ciag pu=(u;, fta, ..., #), I<n nazwiemy widmem czgstodei drgai wlasnych
ukladu S,. Poszczegdlne czestosci y,, i =1,2,..,7 moga byé interpretowane jako
clementy widma g Widmo ukfadu S* oznaczymy przez M=, 1, o 1), g<k

Kazdej m-krotnej czgstodci wiasnej A, odpowiada ms; liniowo niezaleznych form
drgafi whasnych o', i==1,2, .., m,. Podprzestrzefi R™ < R" rozpigta na tych formach
(wektorach) bedziemy nazywad podprzestrzenia wlasng H (4,) odpowiadajaca cze-
stosci ;. W przypadku, gdy dla pewnego J, Jest m =1, podprzestrzen wlasng okresla
Jedna forma wlasna u'. Wymiar podprzestrzeni whasnej H (2,) jest zawsze réwny
krotno$ci m, czgstosei A, tzn. dim H (A)=m;.

Dla vogdlnienia rozwazaf uméwimy si¢ nazywaé czgstodcia wlasna o zerowej
krotnodci kazda czestodé A taka, ze A#dy, i=1,2,..., n Czestosel A, kiora nie jest
zadna z czgstosci wlasnych 2, i=1,2, .. n, odpowiada zgodnie z powyzszym pod-
przestrzen wlasna o zerowym wymiarze. Dzigki temu uogélnieniu mozemy wpro-
wadzi¢ jedno oznaczenie H (1) dla podprzestrzeni wlasnej odpowiadajgcej dowolnej
czgstosci A oraz jej ogdlng definicje
2.4) H(Ay={u#0: (K—AM)u=0}.

Rozwazmy dwie dowolne formy drgaf whasnych w" e H () i v € H (11;) odpo-
wiadajace réznym czgstodciom wlasnym g, # ;. Zgodnie z okresleniem (2.4) mamy
(K—‘u[ M)u=0, (K-uMywr=0,

skad
K= My, K=y, M,

(2.5) (5 K=y (u)" M, ()" K= T Mus,
Poniewaz ze wzgledu na symetrie macierzy K i M mamy K=K" { M=MT, przeto
@Y Kur=r)" K o' 1 )" M= ()" Mws. Odejmujac stronami tozsamosei (2.5)
otrzymujemy 7

(s — ) ()" Mur=0,
skad, wobec tego Ze u,# 1, wynika
(2.6) @)Y Mwr=0 1 () Kuw=0.
Na podstawie (2.6) stwierdzamy, 7e rozwazane formy " i u* drgafn wiasnych sa
wzajemnie M-ortogonalne i réwnocze§nie K-ortogonalne. Poniewaz jednak formy
te byly przyjete dowolnie, ale tak se " € H (s ws e H (i), w1y, przeto wszystkie
podprzestrzenie wlasne H (u,), i=1,2, _...,[ s parami wzajemnie K- i M-ortogo-
nalne. :

W dalszym ciggu rozwazan bedziemy sig postugiwaé réwnaniem (2.1) przeksztal-
conym do tzw. postaci standardowej

Q.7 (A—ADv=0,
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gdzie 7 jest macierza jednostkowa. Przeksztalcenie polega na rozkladzie macierzy M
na czynniki tréjkatne M =C7T € metoda Choleskiego [11]. Dzigki temu otrzymujemy

(K—AM)u=(K—-ACT CYyu=(KC~ 1—AC"‘") Cu=0.
Mnozqc lewostronnie przez c-T i wprowadzajac oznaczenia
(2.8) ' ' v=Cu, A=C-TKC,

ottzymajemy (2.7).
Przy poshigiwaniu sig standardowa postacia (2.7) réwnania drgan wiasnych

uldadu S, podprzestrzen wiasng odpoww.damca dowolnej czgstosm A zdefininjemy
W sposob nastepujacy:

(2.9) G(ﬂ):{;;&o; (A—M)v=0}.

Dla dwéch dowolnych wektordw o' e G (p), v°€ G (ug), i#j otrzymujemy
zgodnie z (2.9) nastepujace tozsamodci:

(A= Dv=0," (4—p D=0,
Av'=p;0",  Avi= v,
(@) Avr=p, (@°)T0", (@) do’= g, (@)%
Poniowaz ()7 A =(@)Ae* | (@) o' =()' o, wiec
(= ) @) =0,
skad po uwzglednieniu, Ze u,#p;
(2.10) (WMT*=0, (@)Y 4v*'=0

Wobec dowolnosci wyborn wektoréw v e G () 1 e G (), w2 (2.10)
wynika, Ze wszystkie podprzestrzenie wlasne G (i), i=1, 2, ..., / sa parami wzajemnie
ortonormalne (tzn. l-ortogonalne) [5].

Qznaczmy przez ¥, macierz o rozmiarach X m;, ktérej kolumny sa wzajemnie
ortogonalnymi i unormowanymi wektorami wlasnymi @/ € G (), j=1,2, ..., m,
takimi, 7e (09T v*=4,,. Macierz V=(V,, Va, ..., ¥}) © rozmiarach nXxn bedziemy
nazywad macierza wiasng macierzy A. '

Za pomoca transformacji

2.11) . v=Vw
mozemy przekszta%qié (2.7) do najprostszej postaci
(2.12) ‘ (A—ADw=0,

gdzie A=VTAV=diag (4, A,, ..., 4,) jest macierzg diagonalna.
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3. REKURENCYINE ROWNANIE CZESTQSCH

Zalozmy, ze dla ukladu S - znane jest fozwiaciauie problemu whasnego

(3.1 . (Ak—1—lu)f’k—1ﬁ0
i sprobu_]my na te_1 podstaw;e 21 13] rozw;qzac problem whasny
(3 2) o - (A= A2, =0

dla uktadu S% Obydwa problemy przedstawiono -w postaci standardowej i przy
wZzyciu oznaczen A4, v; odpowiednio dla macierzy o rozmiarach Ix/ i Ix1.
Napiszmy (3.2) w postaci rekurencyjnej

Ay — AL by Ug—1

3.3 =0,
@3 ( .brf.ni g — A A4
gdzie b)_, =(ay1, G2y .o G4 1—1) 1 Zastosujmy ortonormaing transformacje zmien-
nych ' : v o

: U1 k-1 Wiy
60 s )
gdzie V,_; jest unormowana macierzg wlasng problemu (3.1). Po podstawieniu

(3.4) do (3.3) i lewostronnym pomnozeniu przez transponowang macierz transformacji
otrzymujemy

Ay — 4 by W1 _
. =0,
¢ S wz)( v
gdzie A,y =diag (i1, Ayy ooy - ) =Vi_ Apeq Vie 4, BT =hT_ Vet

Prrzeksztalcajaci przyrownujqc do zera wyznacznik macierzy ukladu réwnan (3. 5)
otrzymujemy poszukiwane rdwnanie rekurencyjne:

A /1 I b E—1 r—1 E—1
k—1"" 3 _ _ e Yy 2 — A=
0o N )en [ S [[e-n=0.
' ‘ ‘ i
okreslajace czestodci whasne A ukladu S* na podstawie obliczonych w poprzednim
kroku czgstosci wihasnych 4;, i=1,2, ..., k—1, ukladu S* ‘
Rozwazmy przypadek ogdlny, gdy w widmie ukladu S¥~* wystepuje / réznych
czgstodcl whasnych uy <y, <, ..., <y, I<k—1 o odpowiednich krotnoéciach s, 21,
i=1, 2, ..., I. Réwnaniu (3.6) mozna wtedy nadac inna, ogdlniejsza postaé, wylaczajgc
przed nawias najwickszy, wsplny podzielnik w (1) wszystkich sktadnikéw:

3.7 Wi (3) wh (1) =0,

przy czym [13]

(3.:8) wh ()= H(u =it [ ] u—a,

G D= ] [~ Zcf [Tw-».
LEF =1 J%i

J&T
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gdzie
J={j:e;=0}<(1,2,..,0D),

By i
D) bl m= D m.
J=mgog+1 h=1

Zajmiemy sig z kolei okrefleniem zbioru wszystkich pierwiastkéw rownania
(3.7). W tym celu rozwazmy najpierw wielomian w% (1} i zauwazmy, Ze wartodci
A=p, s¢J, nie mogy byé jego plerwmstkaml gdyz zgodnie z definicjg zbioru J
dla s¢J jest ¢,5£0 1 dlatego

whp)=—c2 [ [ u—po#0.

Jeks
Jir

Pierwiastkéw wielomianu w% (1) nalezy wigc poszukiwaé w zbiorze A*={1: 1>0,
A py, 1 ¢Jy=(y, 83, ..., 0) stanowigcym ciag przedzialéw otwartych J,. W przypad-
ku jednak gdy A€ 4%, mamy [] (u;—2)+#0, dzigki czemu :

LES
LAGES § (P TAOY
i¢y
gdzie [13]
(3.10) (3 =gy — A~ Zw—w

Réwnanie w4 (A)=0 ma wigc doktadnie te same pierwiastki, co réwnanie ¢, (1) =0
lub réwnowazne

(3.11) B — A

Postaé rownania (3.11) jest szczegdlnie dogodna dla analizy, Na rys. 1 pokazano
przyktadowo, graficzny sposéb wyznaczania, pierwiastkéw tego réwnania dla pew-
nego przypadku szczegdlnego, w ktérym J=(2, 3, 4, 6).

Jak wynika z (3.11), w kazdym przedziale otwartym 8, € A% znajduje si¢ doktadnie
jeden, pojedynczy (m; =1) pierwiastek A= p* wielomianu w% (1). Kazdy z tych pier-
wiastkéw bedziemy nazywaé nowym elementem widma u*. Ich poloZenie w poszcze-
golnych przedziatach &, zalezy od konkretnych wiasnosci ukladu SF i mozZe sig
zdarzye, e puy=p;=pt"", jelJ, tzn. ze pierwiastek g; jest tylko pozornie nowy
(por. rys. I). Jest to jednak mozliwe tylko wtedy, gdy

o,
c
(3.12) == g1+ Zw‘ jel.
Hi= Hj
i=1
W przeciwnym razie, tzn. gdy akﬁéa ; wszystkie pierwiastki A=p% wielomianu
w5 (1) spelniajg warunki g p, =g, j=1,2, ..,/ i dlatego beda nazywane

pierwiastkami istotnie nowymi.
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Na podstawie (3.8) bezposredmo stwierdzamy, ze wielomian w* (1) ma dwa
rodzaje pierwiastkow A=g;: 1) m-krotne, gdy ieJ oraz 2) m;—1 krotne, gdy
i ¢J. Pierwiastki te bedziemy nazywaé powtérnymi elementami widma s (rys. L)

oy
< TS
b
oln 8 /A8

>

Oznaczenia
prerwiastkdw
® powldrne
% pozornie nowe
®  istotnie nowe

Rys. 1

Zbiér wszystkich pierwiastkéw réwnania (3.7), stanowiacy widmo 4* ukladu
S¥, otrzymujemy jako sume mnogosciowa dwu zbiordw pierwiastkéw: wielomianu
wh (4) i wielomianu w% (A). _

Reasumujac dotychczasowe rozwazania dochodzimy do podstawowego wniosku
czestos¢ whasna pf ™' e pF1 o krotnodci m, staje sig czestodcia wlasna ue ko
krotnosci: 1) m,—1, gdy i ¢ J, 2) m;, gdy ieJ, ag#a;, 3) m+1, gdy i€, ay=a,.
Tak sformutowany wniosek jest jednak stuszny tylko w przypadku, pgdy m,>1
i nie obejmuje np. pojawiania sie nowych czestodei w widmie 4¥, ktorego istotny sens
polega na tym, e czgsto$é 2 ¢ 4*~1 staje sie czestoseig A c . Jezeli jednak umowi-
my si¢ traktowad kazda czesto$¢ A ¢ pf~1, 4 ¢ 4t jako czestosé wlasng o krotnosci
m=0, to wtedy mozemy sformulowaé wniosek ogdlny, prawdziwy zaréwno dla
pojawiania si¢ nowych czestodci w widmie u*, jak réwniez dla zmkama pewnych
czgstodci z tego widma (rys. 1).

Ogolnie mozemy wigc stwierdzié, 7e dowolna .czgsto§é whasna 1 ukladu Skt
o krotnodei m (m=0, gdy 1 ¢ p*~1) staje sig czestodcia wlasng ukiady S% o krotnosci
m=m-1, m lub m+1 (m'=0, gdy A¢ g5 [5, 18] :

Oznaczmy cigg utworzony ze wszystkich czgstoéci wlasnych ukladu S¥ przez

=(A1, 43, ..., A1), gdzie AA<AE<, .., <A* | nazwijmy go A-widmem tego ukladu.
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W razie potrzeby, dla uniknigeia ewentualnych nieporozumies, bedziemy sig réwniez
postugiwaé nazwa u—w1dmo dla okredlenia widma w jego dotychczasowym rozu-
mieniu. : :

W widmie A* bedziemy wyréznial k elementow, traktuige kaida z czestosci

Ak i=1,2; .., k) jako odrgbny element zbioru i*. Przykladem A-widma na rys. 1
jest zbi6r oémiu punktéw obrazujacych wszystkie czgstosci uktadu S5t A7, 43, ..., A5
Jego p-widmo sklada sig tylko z szeSciu clementow: U3y Hay oo He-

Zpikajacym elementem. widma AF-! nazwiemy czesto§é A% Pyt p g d,
ktora w widmie A* wystepuje z pommiejszona krotnodcia. -

Jak wynika z rys. I, kazdemu elementowi ¥~!, znikajacemu z widma A1
odpowiada jednoznacznie okredlony, nowy element A’J‘ pojawiajacy sie w widmie A%,
przy czym zachodzi relacja A5<Af"!'. W widmie A* pojawia si¢ ponadto jeszcze
jeden nowy element A% spetniajacy relacie Ai~! < A%, w ktdrej A" jest najwigkszym
co do wartosci elementem znikajacym z widma 1%~ 1. Wszystkie pozostale elementy
widma A rézne od nowych, sg elementami powtornymi tego widma. Widzimy wiec,
ze liczba elementéw widma ¥ jest zawsze wigksza o 1 od liczby elementéw widma
JE=1 co jest zgodne z liczbami stopni swobody. ukladéw SE—1 i Sk,

Tak wigc ustaliliémy najprostszg regule, wedtug ktdrej widmo A*~* przeksztalca sig
w widmo A%, Reguta ta pozwoli nam teraz okreli¢ podstawowe zaleznodci pomigdzy
elementami’ obydwu widm. '

Rozwazmy odwzorowanie N: Rt —-N dodatniej pétosi liczbowej Rt zmiennej A -
w zbidr nieujemnych liczb calkowitych N. Warto§¢ odwzorowania oznaczymy przez
N () i okredlimy ja [5] jako liczbe czestosci wlasnych 1, nie wigkszych od dangj
czestosel A, tzn.

(3.13) . N)=max ;.
St PV
" Na rys. 2 pokazano trzy wykresy funkcji N (1) sporzadzone dla przypadku
z rys. 1: 1) dla widma A%, 2) dla widma A*~? po usunigciu z niego elementow
znikajacych oraz 3) dla widma A%, Ponadto'na tym samym rysunku pokazano réwniez
wykres funkcji AN (1) ilustrujgcy zmiany wartoci funkCJI N (1), wywolane zmiang
widma A*"! na widmo 7.

Funkgja AN {A) przyimuje tylko dwie Wartoscz 0 il mformuchce nas o tym,
czy liczba czestosci wiasnych JA; mniejszych od danej czgstodci A pozostaje bez zmiany
(AN=0), czy teZ powieksza sig 0 1 (AN=1). Poréwnujgc rys. 1 i 2 stwiexdzamy, ze
przyrost AN =1 funkcji N wywolany jest zmiang uporzadkowania czestosci -wlasnych
w pewnych obszarach widma, jakie nastepuje w wyniku ,,przemieszczania sig¢ elemen-
téw znikajgcych na nowe miejsca”. Przemieszezenia te uwidoczniono na rys. 1
i 2 za pomoca ponumerowanych sirzalek pokazujacych, Ze elementy zmieniajace
polozenie przenoszq si¢ z prawego na lewy konmicc kazdego z przedzialow,
w ktorych AN=

Zastandwmy si¢ teraz nad konsekwenqam1 opisanego przemieszczania sig
okreflonych: elementéw widma. Zniknigcie elementin na prawym koficu pewnego
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otwartego przedzialu osi czgstodel 1 rdwnoczesne pojawienie sic nowego elementu
na jego lewym koficu sprawia, fe wszystkie czesto§cl zawarte w tym przedziale
muszg otrzymaé nowe indeksy o wartosciach powigkszonych o 1, Tak wiec w prze-

a'@ @ ©)

N
9 (3
8 b LIIAT )
g‘ ] I —— (2)
3 _ A B by
2 ]
1 L
0 =il . -
A
ANA
: I 00 o
ol ('chn T oo A
wOSES R
e W ehpd e

Rys. 2

dziatach, w ktérych AN=1: ¥=1¥"1, a co za tym idzie i< i¥~1, W przedziatach,
w ktérych AN=0 mamy jednak A%~*=3% czyli A%~ 1<Jl" Ogdlnie wigc

(3.14) Aol

Otrzymaliémy zatem ten sam rezultat, jaki wynika réwnicz bezposrednio ze znanych

~ twierdzen Rayleigha [3,4, 5 i 18].
Rozwazmy ciag %= (ps, Y2, ..., ¥} przedzialéw domknigtych y;=(1f-1, A;=%),
i=1,2, ..., k, przy czym zaldzmy, ze A5~ '=0, A¥~'=c0. Na podstawie przeprowa-

¥t [32] %3

i

|

Rys. 3
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dzonej analizy mozemy teraz podac prosta definicie widma A* okreSlajacg sposob
jego rekurencyjnego powstawania na podstawic danego widma A*—1,

Widmo A* jest zbiorem elementéw A% takich, ze ey, i=1, 2, .., k.

Na rys. 3 pokazano kilka z poéréd rdznych teoretycznie moiliwych postaci
widma A* zbudowanego wedlug powyzszej definicjii na podstawie danego widma
AL

4. FORMY DRGAN WLASNYCH UKLADU Sk

Na podstawie znajomogci widma A* mozemy przystapi¢ do obliczenia form
drgat wlasnych odpowiadajacych jego poszezegdlnym elementom. Obliczenie to
przeprowadzimy na podstawie réwnania (3.1) przeksztalconego za pomocy transfor-
“macji (3.4) do postaci

@1 (Ao s = AD) Wy, =0

i réwnania
Ay b W
3.5 k—1 k Lt 3 .

4.1, Czestosé p; o niezmienionej krotnosci my, i€J, ag#a;
Po podstawienin A==yg; w (4.1) i (3.5) otrzymujemy réwnania

(4.2} (Ae—s— s Dy wy_y =0,
Ay —p 1 b Wi
43 ) k—1 i k k=1 —
6 (" )
ktérych macierze w rozwazanym przypadku maja ten sam defekt m,. DZIle temu
¢ [ eJ, mamy

ry
= > B,
J=nj_+1
skad wynika, Zze b, =0 dla kazdego je Z; (por. (2.3)). Tak wigc macierze obydwu
téwnan (4.2) i (4.3) maja zerowe wiersze i kolumny o indeksach j € Z,. Oznacza to,
ze kazdemu rozwiazaniu w,_, réwnania (4.2) odpowiada rozwigzanie w, =(w, ,, O)7
réwnania (4.3). Podprzestrzenie wlasne G*~1 (u,), G* (1) uktadéw S*~! i S* maja
wigc nie tylko ten sam wymiar my;, ale sg identyczne, z tym jednak zastrzeZeniem,
7e G* ' (g) jest podprzestrzenig przestrzeni o wymiarze k—1, a G* (g;) — pod-
przestrzenia przestrzeni k-wymiarowej.

Na podstawie powyzszych rozwazah stw;erdzamy, ze formy drgan wlasnych,
ukladéw S7~' 1 S* , odpowiadajace dowolnej czestosel p; o niezmieniajacej sie
krotnodei m;, moga by¢ catkowicie identyczne. '

Zwréémy jeszcze uwage na nastgpujacy istotny fakt. Podstawiajgc rozwigzanie
w,=(We_y, 07 do (4.3) otrzymujemy dwie tozsamodci:

(4.4) (Akfl_ﬂiI)w:-nlEO?
(4.5) blw,_,=0.
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Spelnienie pierwszej z nich wymaga, aby jedynymi réznymi od zera elementami
wektora w,_, byly elemnty w;.k_l, J€Z; Druga tozsamos¢ spelniona jest dzigki
temu, ze by =0, j& Z,. Podprzestrzenie wiasne G*~* (), G* (y,) sa wigc zbiorami
generowanymi przez m; liniowo niezaleznych wektoréw odpowiednio Wy, 1 W,
ktérych wszystkie wspolrzedne o indeksach j¢ Z; sa réwne zeru,

4.2. Czesto$é u; o wzrastajgcef krotnosci m;, ield, ay=a,

W tym przypadku defekt macierzy rdwnania (4.3} wynosi m;+1, przy czym
macierz ta réwniez 1 tym razem ma zerowe wiersze 1 kolumny o indeksach je Z,.
Wynika stad, Ze oprécz m; rozwiazad o postaci w, =(w,_,, 0) takiej samej jak dla
przypadku @, #a;. rownanie (4.3) posiada teraz jeszcze jedno rozwiagzanie liniowo
niezalezne od poprzednich, odpowiadajace czgstosci pozornie nowej A=y, Roz-
wiazanie to mozZna ofrzymaé w nastepujacy sposéb.

Nadajmy dowolne wartosci tym wspdhrzednym w;, wektora w,, dla ktérych
je€ Z,, pozostale za$§ obliczmy z réwnania

Ay_y— T by, Wiy
)
powstajacego z (4.3) po podstawienin g =a; (por. (3.12)) i wykresleniu zerowych
wierszy i kolumn. Macierz réwnania {4.6) ma defekt réwny 1 i dlatego mozemy je
rozwiazaé jednoznacznie np. wzgledem w. _ | ustalajac liczbowa warto$é w. Zauwazmy
réwniez, ze A,_,—u; I’ jest juz macierza nieosobliwa, ktéra moZemy odwrdcic.
Tak wiec

4.7) wily ==y~ 1) ow
lub
b w :
‘d S L : .
Wi #I~A§_1, jtZ,.

Réwnanie 5" w, | +(a;— p;) w=0 spetnione jest przez w,?, tozsamosciowo dzigki
(3.12).

Tak wige podprzestrzenn wiasna G* (,u[) pOWSta_]e w rozwazanym przypadku
jako iloczyn kartezjafski G*~' (u) X wi, w ktérym G*~1' (u;) jest podprzestrzenig
wilasng ukladu S*~* o wymiarze m;, a wi — Wektorem o dowolnych (w szczegblnodci
réwnych zeru) wartoéciach wspdtrzednych wi ,, _] € Z; 1 dowolnej, ale roinej od zera
wspdlrzednej wf, =w. Pozostale wspo_lrz_qdne e JEZ; okreSlone sg przez (4. D.

Powyisze rozwazania pozwalaja stwierdzi¢, ze wszystkie formy drgan wlasnych
ukladu S¥~', odpowiadajgce dowolnej czesto§ci g o wzrastajacej krotnodei m,
moga by¢ réwnoczeénie formami drgan wiasnych ukladu S% ktéry ponadto ma
jeszcze dodatkows forme drgaf wlasnych, okreslona przez wektor wy. Charakte-
rystyczng cecha tej formy jest to, ze wl =w#0, podezas gdy w, =0. Oznacza to, Ze
forma ta jest Jakoscmwo nowa pomimo, %e¢ odpowiada tej samej, pozornie nowej
czestoscl A=p;.
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4.3, Czestosé¢ py o malejgeef krotnosci my, i¢J

Wobec tego, ze tym razem i ¢ J, mamy ¢, #0, co oznacza, Ze nie wszystkie ﬁvspél—
rzedne by, j € Z, wektora b, sa réwne zern. Wynika stad, Ze macierz roéwnania
(4.3), jakkolwiek jej defekt w rozwazanym przypadku wynosi m; — 1, moze nie mieé
weale zerowych wierszy i kolumn. Jest to przyczyna, z powodu kidrej rozwigzania
w,_, réwnania (4.2) o dowolnych wspéirzednych w;’ k—1» J € Zy, nie moga w przy-
padkn ogdlnym stuzyé dla zbudowania rozwigzan réwnania (4.3) o postaci w, =
=(wy_y, O)T. Rozwigzania o tej postaci istnieja tylko dla takich w,_,, ktére spetniaja
warunek ortogonalnodci (4.5), pomimo Ze b}k;éo, jeZ,.,

Podprzestrzen wlasna G* (u;) jest wige teraz taka podprzestrzenig podprzestrzeni
wiasnej G** (), ktéra jest orotogonalna wzgledem danego wektora by i ktdrej
wymiar wynosi n;—1. -

Reasumujac mozna stherdzm ze istnieje m,—1 form drgad wlasnych uldadu
S*, odpowiadajacych dowolnej czgsto$el g, o malejacej krotnofci my. Formy te sa
odpowiednimi kombinacjami liniowymi m; form whasnych ukladu S¥~?, odpowia-
dajacych tej samej czestosci p;, i sq ortogonalne wzgledem danego wektora b,.

;o
4.4, Czestosé p, istotnie nowa

Poniewaz w tym przypadkn mamy p,=pi# 570 j=1,2, .., preeto defekt
macierzy réwnania (4.3) jest réwny 1. Ustalajgc warto$é liczbowa ostatniej wspodl-
‘rzednej wektora wy, mozenty w sposob jednoznaczny obhczyc pozostale wspolrzedne
tego wektora na podstawie (4.3) :

wk—l =—(dyo1— g D™ bpw
Iub : ‘

bjkw

Wig-17 mk—_-l—, =12, .,k=1

Réwnanie b7 wy_; +(a— ;) w=0 spelnione jest tozsamoSciowo dzigki (3.11).

Tak wigc forma drgat wlasnych ukladu S¥ odpowiadajaca czestodci istotnie nowej
H; jest forma. jakoSciowo nowa. Podprzestrzen wlasna G* {y;)y ma wymiar réwny 1,
i jest generowana przez te forme. -

5. ZAKONCZENIE

Wyprowadzone zwigzki rekurencyjne dla crestodci i form drgan wlasnych
majg znaczenie podstawowe. Pozwalaja one bowiem zbudowal odpowicdni cigg
W=(1', A%, .., A), ktérego elementy sa widmami 2*=(Af, 1%, .., 19, k=1,2,.,n
kolegjnych ‘ukladow pofrednich S¥. KaZde z widm A* jest zbiorem pierwiastkéw wie-
lomianu charakterystycznego w, (1)=det (4,—AI). Z analizy wlasnodci ciagn W,
bedacej rdwnoczesnie analiza wlasnoéel odpowiedniego ciagu wielomiandw charak-
kterystycznych, wynika, Ze znajduje tu zastosowanie znane 'z algebry twierdzenie
Sturma [9 i 12]. Odpowiednie uogdlnienia tego twierdzenia stanowia dzi§ najwaz-
niejsza podstawg nowoczesnych programéw na maszyny cyfrowe, odznaczajacych sig
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bardzo wysoka sprawnoécia i doktadnoscia obliczen wartodei i wektoréw wihasnych
[14 1 17].

W drugiej czgbei pracy omdéwiono uogdlnienia wynikdw rozwaiaf czedei plerw-
szej na przypadek ciagu widm czgstodel, Zamieszezono w mej rdwniez odp0w1edme
przykiady ilustrujace rozwazania teorefyczne,

LITERATURA CYTOWANA W TEXSCIE

1. R.E.D. Bisnop, G. M. L. GLADWELL, S, MICHAELSON, Macrefzowa analiza dl,aan WNT,
Warszawa 1972,

2. D. K. FappieEw, W. N, FADDIETEWA, Wyiislitielnyje metody liniejnoj algebry, Fizmatgiz,
Moskwa 1960,

3. F. R. GaNtMARER, Tieorfia matric, Izd. , Nauka”, Moskwa 1966.

4. F.R. GantvareR, M. G. KRuIN, Osicillacfornyje matricy i jadra { malyje kolebanija mecha-
nideskich sisifern, Gostiehticorizdat, Moskwa 1950. .

5. 5. H. GouLp, Variational methods for cigenvalue problems, Oxford University Press, Lcmdon
1966,

6. K. K. Gueta, Vibration of frames and other structures with banded stiffness matrix, Int, J.
num. Meth. Engng., 2, 221-228, 1970.

7. K. K. GupTa, Solution of cigenvalue problems by Sturm sequence method, Int. J. num, Meth.
Engng., 4, 379-404, 1972,

8. K. K. GurrA, On a combined Sturm sequence and inverse iteration technigue for eigenproblesm
solution of spinning structores, Int, J. num, Meth, Engng., 7, 509-518, 1973.

9. A. Mostowsky, M. STaRK, Eclementy algebry wyiszei, PWN, Warszawa 1958,

10. G. Peters, J. H. WiLKINSON, Eigenvalues of Ax=A Bx with band symmetric A and B, Compn-
ter J., 12, 398-404, 1969,

11, A. RarstoN, Wstep do analizy numerycznej, PWN, Warszawa 1971,

12. A. TurowiCz, Geometria zer wielomianéw, PWN, Warszawa 1967.

13. V. H. WiLxinsoN, The algebraic eigenvalue problem, - Clarendon Press, Oxford 1965,

14. F. W. WiLLiams, W, H. WITTRICK, An auwfomatic computational procedure for caleulating
natural frequencies of skeletal strucutres, Int, J, Mech. Sci., 12, 781-791, 1970.

15, F. W. WiLrLiams, Natural frequencies of repetitive structures, Quart, J. Mech. Appl. Math,,
24, 3, 285-310, 1971.

16, F. W. Wiriams, Rapid analysis of the effects of structural modifications on inconveniently
situated eigenvalues, Comp. and Str., 3, 1465-1471, 1973, S
17. F. W. WiLLtams, W, H. WrrTRIcK, Efficient calculation of natural frequencies of certain

marine strucutres, Int. J. Mech. Sci., 15, 833-843, 1973,
18. W. H. WrrTRICK, F. W. WILLIAMS, A general algorithm for computing natural frequencre.s‘
of elastic strictures, Quart. J. Mech. Appl. Math., 24, 3, 263284, 1971,

- Peswome

OB PEKVPEHTHBIX CBOMCTBAX CIIEKTPOB COBCTREHHLIX YACTOT I{OJ]EEAHI/]]?I
.1

B craton PACEMOTPEHE! OCHOBHEIE DEKYDEHTHEIE COOTHOLIOHNA MEKNY YACTOTAMHA M HOPMAME
cobcrrenHE KOMeGanmif, ABYX JUCKDETHRIX MEXAHHYECKHX CECTEM, OTHHYAIOMIEXCA AcHcTBHEM
OOHOH KuHEMATEYECKON CBA3H. PACCY/ICHHA HEMOCPENCTBCHHO BHBOMATCT W3 KQHUCHOIHH MeTOHA
nepemememﬁ' HAKIAARIBAAMA, 4 3aTeM IIOOUCPOAHOTO ycTpaHeRms cBfmiefl. Tnarmol samaueit
CTATEM ABIACTCA CHCTEMATH3AEs NMOZXOMA X PCLlCHAIC BONPoCos MOAE(EKANmA cnekTpoB cob-
CTBCHALIX koNeOanail MEXaHAUSCKHX CHCTEM,
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SUMMARY

ON THE RECURSIVNESS OF EIGENFREQUEMNCY SPECTRA (PART I)

This paper deals with fundamental recursive dependence existing between eigenfrequencies and
eigenmodes of two discrete mechanical systems differing one another by the action of 2 kinematical
‘constraint. Considerations are directly connected with displacement method concept of putting
on the constraints and then removing them in turn. The aim of the paper is to sytematize the appto-
ach to-cigenfrequency spectra medification problems in strucufral mechanics.
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