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STATECZNOSC GLOBALNA PRZESTRZENNYCH KATOWNIKOWYCH
DZWIGAROW KRATOWYCH(*)

JAN MISTAK i DARIUSZ TRZESNIEWS K I (WARSZAWA)

Przedstawiono rozwiazanie zagadnienia stateczno$ci globalnej przestrzennych trojpasowych
diwigaréw kratowych poddanych dzialaniu obciazed zachowawczych, Diwigary te dzicki swym
zaletom {moZliwosé przenoszenia ziozonych obcigzen) znajduja szerokie zastosowanie w wielu
konstrukcjach inZynierskich, szczegdlnie z zakresu budowy maszyn (dZwignice) oraz budowniciwa.
Dla prawidlowego ich zaprojektowania, oprdcz wyznaczania sit wewnetrznych, niezbedne jest
okredlenie globalnych wilasnosci wyboczeniowych, Ze wzgledu na zachowawezy charakter obciazenia
zastosowano statyczne (gulerowskie) kryterium utraty statecznoéci. Uzyskano ukiad jednoroduy
dziewigciu rownan réznicowych liniowych o stalych- wspélczynnikach stanowiacych przemieszcze-
niowe réwnania statecznodci diwigara. Stosujac metode numeryczng obliczono krytyerne wartosci
obcigzeft zewngtrznych. Praca ilustrowana jest liczbowymi przyktadami.

WsTEP

Zagadnienia statecznodci plaskich ukiadéw pretowych w stanie sprezystym sg
szeroko omawiane w licznych monografiach i publikacgjach, z ktdérych wainiejsze
podanoe w wykazie literatury, W literaturze tej sg zawarte podstawowe pojecia sta-
tecznodei i szereg przykladow zastosowan,

Przedmiotem badan jest regularny dzwigar przestrzenny o trzech pasach rowno-
leglych zloZony z dwdch plasidch dzwigarow prostokatnych z przekatniowymi wy-
kratowaniami, tworzacych ze soba kat prosty, obciazony w wezlach ukladem sit
zachowawczych P, lezacych odpowiednio w dwu plaszczyznach diwigara (rys. 1).
Dzwigar zbudowany jest z prostych pretéw o danych sztywnoéciach na zginanie
i skrecanie — w ogdlnym przypadku réznych, lecz nie zmieniajacych sie wzdiuz ich
diugodci. Przyjeto, ze jedna z gléwnych osi bezwladnoéci przekroju poprzecziego
prgtléw lezy w plaszczyZnie utworzonej przez érodki cigzkodci przekrojéw poprzecz-
nych tych pretéw, Tak wige kazda z dwu plaszczyzn rozwazanego diwigara jest
siatka Scifle plasky, dla ktore] mozna postawi¢ zagadnienie tarcz i plyt siatkowych.
Do rozwiazania zagadnienia wykorzystano najbardziej zblizony do- rzeczywistosei
schemat obliczeniowy, jaki stwarza model sprezystego dZwigara opartego na dyskret-
nej strukturze sigtkowej.

Prace H. Fracriewicza [3] 1 W. Gurtkowskiggo [7] nalezg do podstawowej
literatury z zakresu mechaniki oérodkéw siatkowych, Ogdlne rozwiazanie statecz-

{*) Praca wykonana w ramach problemu weztowego 05.12 (temat 08.7) ,, Wytrzymatosc i opty-
malizacja konstrukeji maszynowyeh i budowlanych”, koordynowanego przez IPPT PAN.
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nosci dowolnego ukladu pretowego oraz przyklady szczegdine przedstawili J. Baurr
i W. Gurkowskl w pracy [1]. H. FrRACKiEwICZ w pracy [4] przedstawil przyblizong
metode obliczania stateczno$ci konstrukeji pretowych, rakiadajaca przyjecie uprosz-

3
Pam) C,

Rys. 1.

czonego modelu utraty statecznoéci. J. MISTAK opierajac sig na tej ogolnej metodzie
badania statecznosci opracowal metodg obliczania statecznoéci plaskiej postaci zgi-
nania dswigarow kratowych, obcigZzonych zachowawczymi i niezachowawczymi
sitami zewnetrznymi [8, 9, 10, 11, 12, 14]. -

H. FrRACKIEWICZ i J. Misiak [5] zbadali wplyw szeregu parametrow konstrukeyj-
nych 1ia statecznoéé plaskiej postaci zginania dzwigarow kratowych, a w pracy [6].
. przedstawili metode rozwigzania statecznoéci plaskiej postaci zginania diwigardw
kratowych poddanych dziataniu sity skierowanej do bieguna, J. DREWNIAK 1 J. MiIsSIAK
w pracy [2] rozwigzali zagadnienie statecznodci plaskiej postaci zginania ramowych
dzwigardw prostokatnych.

Cz. WoZNiAK w monografii [17] przedstawil przyblizona teori¢ badania statecz-
noéci plyt siatkowych o réznych strukturach wewnetrznych,. postugujac sig schema-
tem obliczeniowym modelu o§rodka widknistego. Ponadto szereg przykladéw szcze-
golnych dotyczacych statecznoéci ukladéw pretowych przy obciazeniach sitami
potencjalnymi zebrano w monografiach {151 18]. - '

- Dotychczas brak jest w literaturze opracowan z zakresu globalnej statecznodcl
przestrzennych dzwigaréw kratowych, przy ktorych projektowaniu ograniczano sig
do wyznaczania ich statecznoéci lokalnej.

* Praca niniejsza stanowi wige pierwsza probg rozwigzania tego zagadnienia.
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1. BLEMENTY GEOMETRYCZNE DZWIGARA

Modelem matematycznym dZwigara jest model ofrodka dyskretnego .opisany
w pracach H. FRaCKIEWICZA {3 i4]. Punktami tego o§rodka s wezly rozpatrywanego
dzwigarz. Wezlem lezgcym na wszystkich pasach przypisuje si¢ pewien nporzadko-
wany spos6b liczbg ¢ (problem zostal sprowadzony do zagadnienia jednowymiaro-
wego, co pozwolifo na znaczne uproszezenie warunkdw brzegowych) ze zbioru
liezb calkowitych. Liczby te leza na linii prostej; ich wspdlrzedne oznaczamy przez &.

Diwigar zanurzony jest w plzestrzem' Euklidesa sparametryzowanej kartezjati-
skim ukiadem wspdlezednych x* (x=1, 2, 3). PoloZenie poszczegolnych Wgziow
okreslone jest promieniami wektorami:

(1-1) ro=i al, l'1=11a"~f+izb, }1251.'25“{430

2. METODA ROZWIAZANIA

Przyjeto nastgpujacy model utraty stateéznos’ci zgodny z metoda przedsta!,wmnac
przez H. FRQCKIEWICZA w pracy [4]. Nad dzw1garem (rys. 1) rozpina sig dwie
siatki zbudowane z pIQtOW sztywno-sprezystych (EJ=w), polaczonych ze soba
przegubowo oraz przez sztywne faczniki polaczone przegubowo z dzwigarem (rys. 2).
Powstaje w ten sposob ukdad skladajacy si¢ ze sztywno- przegubowych tarcz i spre-
Zystego dzwigara.
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Weztom tarcz nadajemy przemieszczenia V i V, powodujac przejscie ukladu
sztywno-przegubowych tarcz i sprezystego dzwigara w konfiguracjg wygieta. Zgod-
nie z zatozeniem prety tarcz po nadaniu tych wychyleri pozostaja proste, a dzwigar
wygina sig sprezyécie. Wychylenie tego ukladu. z konfiguracji tarczowej w konfigu-
racj¢ wyboczeniowa typu plytowego powoduje, Ze w sztywno-przegubowych tarczach
pojawiaja sig pewne niezréwnowazone skladowe, ktdre przez sztywne taczniki beda
obcigzaé dzwigar w poszczegélnych wezlach. Skladowe te sa funkcjami tarczowego
stanu napicé i zalozonego wychylenia plytowego. W efekcie problem sprowadza si¢
do rozwiazania zagadnienia dzwigara obcigZonego tym szczegblnym obciazeniem.
Jezeli do réwnah réwnowagi dZwigara obcigzonego w weztach dowolnym obciaze-
niem wstawimy to szczegdlne (niezréwnowazone w_.obrgbie tarczowego stanu napiec)
" obcigzenie, to otrzymamy ostateczng postac wyboczeniowych réwnai rownowagi
rozpatrywanego dZwigara.

Obciazeniem krytycznym dzwigara nazywaé bedziemy taka wartosé obciaZzenia
zewnetrznego, przy ktorej jest mozliwa rédwnowaga-ukladu zlozonego ze sZtywno-prze-
gubowych tarcz i sprezystego diwigara w xonfiguracji wygigtej. Obliczone w ten
sposGb krytyczne obcigzeriie jest traktowane jako warto$¢ przyblizona.

Nalezy dodad, Ze przyjety matematyczny model utraty statecznosci, dla dzwigarow
typu katownika ogranicza dokladnodé ostateczuego 10zwigzania, dajac zerowe prze-
mieszczenia weztéw pasa wspdinego. Blad wynikajacy z tego ograniczenia nie jest
zbyt duzy, gdyz uzyskane wyniki pomiaréw na stanowisku badawczym wykazaly
znacznie wieksze wartosci przemieszezen wezlow nalezacych do paséw bocznych
w stosunku do przemieszezen weziow pasa wspdlnego.

Zgodnie z przedstawionym schematem rozwigzania problemu statecznosci roz-
patrywanego dZzwigara mozna podzielic na nastgpujace etapy: 1) okreélenie tarczo-
wego stanu napie¢ dla rozpatrywanych dwéch tarcz:; 2) wyprowadzenie réwnai
rownowagi diwigara obciazonego w wezlach dowolnym obcigzeniem; 3) obliczenie
obciazenia niezréwnowazonego w obrebie tarczowego stanu napie¢; 4) wyprowadze-
nie wyboczeniowych réwnan réwnowagi déwigara i ich rozwigzanie.

2.1. Tarczowy stan napigcia

Rozpatruje sie uklad dwu siatek scisle plaskich (rys. 3) obciazonych ukiadem sit
tarczowych zewnetrznych  P% (1), s P P2 1y s PZ (s Pl (1) oo Pl e
P2 1) o P3 gy Siatki te sg zbudowane =z prostych pretéw sztywno-sprezystych
polaczonych przegubowo w wezlach, Dla siatek takich nie zachodzl potrzeba wpro-
wadzenia wszystkich poje¢ z liniowej teorii tarcz siatkowych (odnosnie do plaskiego
stanu odksztalcenia i plaskiego stanu napiecia), gdyZ innych obcigZen zewngtrznych
niz sity lezace w ich plaszczyznach przenies¢ nie sg w stanie. Nie moze w nich powstac
inny uklad napig¢ wewnetrznych niz uktad okreslony sitami T}, Ty, Ta, Ts, Tr, T
T,, Ty, lezacymi w plaszozyznach tarcz. Ze wzgledu na przyjeta metode rozwigzania
i zwiazany z nia model, wydiuZenia pretéw oraz przesunigeia weztow w plaszezyZnie
tarczy sa rowne zeru. Inne skladowe stanu przemieszczenia, np. prostopadie do
plaszczyzny tarcz — tak jak w przyjetym modeln wyboczenia—nie s§ sprzgzone
7 sitami wewnetrznymi | ze wzgledu na te przemieszczenia rozpatrywane tarcze s
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po prostu mechanizmami. Tak wiec zagadnienie tarcz kratowych w zakresie
. potrzebnym do rozwigzania gléwnego problemu, tj. stateczno$ci diwigaréw prze-
strzennych wg przyjetego modelu, sprowadza si¢ do okreslenia napieé wewnetrz-
nych w pretach.

Roéwnania réwnowagi weziow tarcz. Rozpatruje sie uklad sit wewnetrznych
T., T,, Ty, Tyizewngtrznych tarczowych Pl iy o Pioays oo B3 1)y s P2y dla
jednej tarczy oraz sit T), Ty, T\, T i P11y, .., P w P31y o0 Py dla tarczy
drugicj. Nastgpnie piszemy wektorowe réwnania réwnowagi sit dla charaktery-
stycznych wezléw (rys. 3) 4,, By, i A, C,:

z rownowagi wezta 4,, B,

~Ty 48T+ (1 +3) T, +(1+6) P2 =0,

2.2) .
(148 T~ (1486 T, 40T +(1 +8) P2 =0;
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z réwnowagi wezta 43, €,
T A48T+ (1+8) Ta+{§+ ) P =0,
(14-6) Ty — (1 4+8) T+ L, {1 + ) P3=0.

Poniewaz rozpatrywane zagadnienia okreélania stanu napieé w siatkach powierzch-
- niowych z przegubowymi wezlami sa zagadnieniami statycznie wyznaczalnymi,
wiec do ‘wyznaczania skladowych sit tarczowyoh T, Ty Ti, T i T,, T3, T\, Tu
wystarczaja réwnania (2.2) i (2.3) polaczone z odpowiednimi warunkami brzego-
wymi, Nie trzeba tu rozpatrywaé zwigzkéw geometrycznych czy fizycznych. Sy
w pretach tarcz wyrazone beda przez zewnetrzne 9bciqienie i metryke diwigara

¢

jako ﬁ_mkcji wspolrzedne; . /

(2.3)

2.2. Zagadnienie zginania diwigara przesirzennego obciqionego w wezlach

Rozpatruje si¢ diwigar obciaZony w poszezegdlnych wezlach obcigZeniem zew-
n@t]’znym W pOStaCi sit Pi (1) = P:; (m)> o Pg 2y Pg (1)s Pi (L) ++e» Pi (0 Pg (1) *»
P} ), odpowiednio prostopadiych do dwu plaszezyza  diwigara (rys. 4). Zaga-
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Rys. 4.

dnienie zginania plyt siatkowych opracowane zostalo w pracy [3], gdzie wypro-
wadzono podstawowe zwiazki i réwnania niezbedne do rozwigzania zagadnienia
piyty w przemieszczeniach. Ponizej przedstawiono wobec powyZzszego w duZym
skrécie (opuszczajac szereg niezbednych do uzyskania rownaf rownowagi wypro-
wadzen i przeksztaicefl) zagadnienie zginania rozpatrywanego dzwigara. '
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Rownania réwnowagi diwigara. Na rys. 5 przedstawiono uklad sil zewngtrznych
jak i wewnetrznych, dziatajacyeh na charakterystyczne wezly diwigara. Rozpatrujac
strate tych wezléw, otrzymujemy nastgpujace wektorowe rownania réwnowagi:

~M~Mu— (1 +) M, — (1 +)M; —(1+)M, =0,
—(1+HM,—(1+HM,—(1+5) M, =0

4. — M, = (1+8) Ms—(14+8) My — (14+8) M, =0
(1+ON, — (14N, =N+ (1 +8) P, =0

(L +3) Ny — (1+8) Ny — 8N, +(1 4 8) P, =0,

gdzie Ny 0Zndcza sﬂy pop1zeczne W przekro;u iqczmkow przed wgzlamz N, sﬁy
poprzeczne w przekroju lacznikow za wezlami, M, momenty gnace W przekrOJu
tacznikow. przed . weztami, M, momenty gnace w przekroju igczn,rkow,,_ za, wez fami
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M’JM ST 4P
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- Frr-aiiv,

R;fs:‘ 5.

Sily te 1 momenty sg wynikiem oddziatywania wezldéw na taczniki. Oznacza to, ze
taczniki oddziatywujg na wezly takimi samymi sifami i momentami, ale o przeciw-
nych zwrotach. Poniewaz uklad sif i momentéw jest samozrgwnowaZony, przeto
pomigdzy sitami I momentami musza by¢ spelnione nastgpujace zw1azk1

(2.5 Ny=—-N,, M,=-M,+éxN,.

R
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Piszac rownania réwnowagi poszczegdloych pretdw, otrzymamy zgodnie ze
wzorami (2.5)
M, =e, xN, —M,,
RLs(e —e) XN~ M,  My=(e,— €)X Ny—My;,
26  (+VL=e,x (1 +)N,—(L-+HM,  (1+)Mz=e;3 X (1+)N;—
—(1+HM;,

—ﬁ1=élxﬁ1_ﬁ1, M]_=é1><N1'“‘M1-

© Uwzgledniajac- w réwnaniach (2.4) zaleznosei (2.6), a nastgpnie wyrazajac sily i mo-
menty przez skladowe w bazie podstawowej, otrzymamy skalarowe réwnan_ia réw-
nowagi w nastepujacej postaci: T '

aberd +mig,, —abent+mi gy, —(1+8)m; g —(14+9) mtg,, —omi g, =0,

| - abcni‘+abcnf+mlzgzz—(l+5)m§§22*5’”f322=0,

—aben? —abenfy+mpgas—(1+9) M3 g3 —0m, g33=0,

—(1+8)aben3+(1 +_§)‘m;éll —(L+8)ymj g11— 01 g1 =0,

@7 bt (L4 0) 1] g2 — (1 +8)m 82—} £22=0,
| (1+§)abck§+(1 +Ic5)m; g1y~ (1+8)mh gy ~dmi g =0,

—aben }+(1+0)mi g3 —(1 + )M ga3—0m gaa =0,

(I oyn—(1+) 5 =7+ (1+8)p3 =0,

(L4-8)n2 —(1 +8)nfy—Sn+(1+8)p3 =0,

gdzie symbolami m i n} oznaczono {zZw. skladowe obiektéw wzajemnych stanu
napiecia.

Stan odksztalcenia charakteryzuje si¢ wektorem przesunigcia Vg, wezidw dZwigara
prostopadiym do jego plaszczyzn i wektorem obrotu £y weziow dzwigara lezacym
w jednej jego plaszezyznie. Po odpowiednim polaczeniu ze sobg zwi\aczkéw fizycznych
7z obiektami podstawowymi stanu napigcia i po odpowiednich przeksztalceniach
otrzymujemy nastgpujaca posta¢ skladowych obiektow wzajemnych stanu napigcia
(w przemieszozeniach): .

[<5 .
m= = b (2 + e )],
(2.8) |

2 6a, 3 3
my= [ac (R0 + 264 1)1
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Aba,
3

(2.8) mi =

ad [2ab (s 1y + Lir ) +200+ ?-ﬁ(za)) —6V5l+
fed.

Ty - ~
YES [@* (@G0 Q) -b* (e~ 21,
Aaal ~ —
my = YE [~ 6Py +2ab (R 1)+ Q0 1y+ 2800+ 2801+
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I
5 e, . X .y ‘s N
UL S 2ac (R, +H00 nF2Q0 2620 +6¥V 51+
wa, N .
+ B3 [aZ (Q(1§+ 1) #’Q(iﬁ))“ C2 (9(35.(-_1) _Q(sg))] .
gdzie
iy a & é a a
o= — y :-"i, ')::——l’ (S:_-l_’ }b:__L, ”z_ﬂ_,,
A a4 ay a; a a,
(2.9) by b, 5, b, b, by b
T, KE T, H=—, y=—, pPT 7 =", T T
i€ a ay a &y ay ay

A=(a2+b2)1"2,- B=(a2+c2)”2.

Posta¢ koncowa przemieszczeniowych réwpan réwnowagl diwigara otrzymamy,
wsiawiajac skladowe obiektéw napigé (2.8) do skalarowych réwnan réwnowagi (2.7).

Zagadnienie warunkow brzegowych dzwigara,. Szezegdlowo zagadnienie warun-
kow brzegowych plyty siatkowej zostato omowione w monografii [3]. Ponizej przed-
stawione zostang istoine elementy tego zagadnienia dla rozpatrywanego dzwigara.

a) Brzeg sztywno zamotowany. Na brzégu tym wszystkic skfadowe Stanu prze-
mieszczenia sg réwne zeru | jezeli sztywno zamocowany jest brzeg 4,B,C, (rys. 6), to

[V](-:;-é,,)zo» [V](fmﬁ,,)zoa . [W(;:.&")zba

(2.10) N :
[Plecey=0, [9%¢=ey=0, [Qe=y=0-

b) Brzeg swobodny mieobciazony.” Jezeli swobodny brzeg zewngtrziny nie jest
obcigzony, to skladowych stanu przemieszczenia nie znamy. Natomiast cbcigzenie
jako oddzialywanie fikcyjnego tacznika na wezel brzegowy réwne jest zeru. Dla
brzegu 4,B,C; (Rys. 6) otrzymamy ' ‘

[N, +Ni+Nple—e, =0, [ﬁl}(é=§n_1):0’ [N:](‘E:ﬁn_l):(t

e

(211) - o ° - L8
M, +Mi+Mulg=¢,_)=0. M. ]z, 0= 0> My )e=g, =Y
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Wyrazajac napigeia (2.11) przez przemieszczenia (przez zwiazki fizyczne) otrzymuje
si¢ przemieszezeniowa postal tych rownai, z ktérych okresla si¢ poszukiwane prze-
mieszezenia wezldw fikeyjnych AgB,C,. Na podstawie (2 11) dla brzegu A4,B,C,
swobodnego nieobcigzonego w1emy, Ze obciazenie nj), Moy A0 Hioy Moy

nn(o), m" oy ’"1(0): i Loy ml(o), P PR mho), mlm), mn(o), m“(o) wezlow  jest  rodwne

wr, n(ﬁn) g;

Anikn)

Bofe-1) Rys. 6,

2.3. Obcigzenie diwigara wywolane tarczowym stanem napigcia

Zgodnie z przyjeta metodg rozwigzania nalezy z kolei okreélié warto$é obcigzenia
-szezegolnego, obciazajacego dzwigar w wezlach, pochodzacego od tarczowego stanu
napi¢c. Sposob polaczenia wezldw sztywno-przegubowych tarcz i sprezystego dzwigara
Jest taki, ze umozliwia przeniesienie tego obcigzenia z tarcz na dzwigar. W procesie
zmiany konfiguracji z tarczowej w plytowy poszczegdlne prety tarcz pozostaja
proste, zatamujac si¢ w wezlach. Ponadto nie moga dokonywaé obrotéw w plasz-
czyznie tarcz, jak rowniez nie posiadaja zadnej sztywnosci skretnej. Jak juz zostalo
powiedziane poprzednio, zastosowany model (sztywno-przegubowy) wyboczenia
dzwigara pozwala dla wezlow pasa wspdlnego (przy wstgpnym zalozeniu zerowych
wartoéei skladowych ich przemieszezer) okredlic jedynie trzy skladowe ich obrotu.
Nadajemy zatem weztom B, i C, przemieszozenia V(g) i V(,f). Prety tarcz zajma
polozenie pokazane na rys. 7. Suma rzutéw sit T, i T, odpowiednio na kierunki
e?ied dzialajgcych na wezly B, i €y, a pochodzace od oddziatywania poszezegdl-
nych lgcznikéw — wyraza sie-wzorami

(48P = —Tia+(1+) T a — 1+ Ty ey —(148) T5 o,

2.12 v v v .
(_ ) (1+5)P§:_T1a1+(1+5)Tl al“(1+§)T115’~11“(1+5)T30'-3-
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Poszezegdine katy obrotu lacznikéw okreslone sa nast@pujécymi WZOrAN :

g = Yery=Ve Ve . Vo
L g ’ b2 7 s
2.13) | ... 1@1 » 1{3’22 _ ._jl/vgu |
. VeV _ Vo _ Ve
Gy =T, Gy T e, n-
' £11 ¥ 233 ]/guu

Rys. 7.

Podstawiajac wyrazenia (2.13) do (2.12) i dokenujac odpowiednich przeksztatcen
otrzymamy sity Pae.1y 1 P3ggr1) obeiazajace dzwigar w poszczegolnych wezlach:

o Tl.(f) - i TI(E)+fL(E+l) Tygvn | T2\¢+1-)
Pg(§+§)= V[ a_‘ + V{E+l)' - R +4' A + b +

a
Tiera
3 )
+ V(:+z>[ a ] ,
{2.14) . : :
. 1Tl . T1(g)+T1(.s+ o Tueerry | Tagrny
P§(§+1)—._— V{;){ a i +V(§+L) - a + B + c +

. T
+ V(€+2)|: 15+ 3)] -
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Tak otrzymane obcigzenie dZwigara wywolane tarczowym stanem napigcia podsta-
wiamy do réwnan réownowagi (2.7) zastgprjge nimi skdadniki (14+8) P2 i (14+8) P2
zgodnie z réwnaniami '

(2.15) ' (1+d) Pg:Pg(é-i-])s (1+9) P§:P§(f+1»;

2.4. Réwnania rdéwnowagi wyhoczonego diwigara

Dokonujac w rownaniach rownowagi dowigara (2.7) podstawied (2.8) oraz
(2.14) i (2.15) otrzymujemy ostatecznyg postaé réwnan réwnowagi wyboczonego
dzwigara. Nalezy zwrdci¢ uwage, Ze na skutek ograniczen wynikajacych z przyjetej
metody (co zostalo juz wyjasnione) z rownan réwnowagi dzwigara (2.7) otrzymuje
sie ostatecznie uklad dziewieciu rownan o nastepujace} postaci:

EL'Q\lf}‘l‘E;lzQ(I¢+1)+'E1139(16+2)+Ezi2 Q(Q§+1}+E;2 Qé%l)"'Elll Q(lc)_l'
+E, Qe y+ES B4+ E] S+ EL, f‘_?(16+ o HEL Q%+
+E o+ EL Vi y+HE Vi HEL Vier =0,
By Qb Esy Qg+ B3y Qi yHEL, QT EL O+ ES, S+
+E, Ol HE V=0,
By Qe iy H S QB Qo FES Qs oy HE Qg +E3 Qs
+E§2Q?e+1jfl‘Ef IV/(i,‘):()’
Efl Q(la+_1)+E?3 Q;¢+2)+E‘2‘3 ‘Q(?L‘+2)+Ef1 Q€¢J+Ef2 Q(luH 1)+Ef3 §(16+2)+
+Egz ﬁ(zeﬂ)"‘ﬁg I7(1:+1)=01
{2.16) Efy Ry 0yt Qe 1)+Ef2 ﬁ{1‘:+ 1)+E§1 ﬁf{)"'ES;z Q(EH)“‘“
+E O B Vi B Vi + B Ve o+ B3V n=0,
EEZ Q(lf-i- 1)+E163 Q(1¢+2)+Eg3 Q(3?5{-2)_*”5’1161 Q(IE)"—Elﬁz Q(IH 1)+Evf3 Sv?(le+2)+
+Evgz é?&ﬂ)‘i'Evg Iv/‘{‘:=+.t)=0a
By Qs oyt B Qi 0 HEL VB, Qe o+ E] Q8 +ED, Qi it
+£7, bés»rz)'?'Ef Vi HE] Vier yHEL Ve r 2y=0,
By Qs iyt ED Qi HE33 Qg HEY, Qi T B3 Qo+ ES Oy oyt
+£3, ﬁ(z«u z)"‘(E?"‘Efp) V{5)+(E29+E29p) 17(:+ 1,+(E§+E§p) Pz 2y=0,
B3 ey 1 Qe oy B3y Qs oy HE L Qe oy HE31 Qi+ B3 QG+
FER QG HET HED Vi HEV HED) Ve 1y HEN +E ) Vi 2)=0,

24
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Operatory réwnati (2.16) wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

ﬁbzﬁa“r dato  4acint+atw

EiixElli\:gaa E}zz 43 —“7_7—"‘ FE
4a*
— —2az,
¢
a*b* (z—44) a? ¢ (y—4n)
E;2=E122:E;2=Efz'% 4 E;lef2=E§2=Ef2= FEE
S att=2a*b* A 2w 24
Eile?S =-—A3——’ El,=E},=— b Eiz:E%: - e
‘ a® b?(24+71) aty—-2a*c’y
By =Bl =Ef=El,=—— 5 Eu=Bh=—"""fpi
a® ¢ (2n+wy) 6abcl Gaco
E;L:E?1=E§3=Efs= T g E’;:-}_*Aa——%_ﬂif’
Ei=Ef= ;zéabcﬂ . __()Eco'
VR b
o 6abcn Gabp , Gab f
2 - B3 - o2 B E2=_?W,
2.17) 6abe 2%
~ Y
Ei:E?:E;i—-——BT’ E221=E§3=—,7.,
L, [AaB*A+btt 8h L, b2
E,=— T—I- 7*5' xb], E21=E23=—“‘F""“**,
3 3 2t
Esl—E3§~ T4
dg’ et ptcty - 8c¢? 5 cty—2a%cy
El,= —(#w:?}—- +—a~-r+ pel,  Ei =E],=— B
- 4o 4a?b?itatt
E3 =El =pc; E¥=FEf=au, £E},= —( -b—+4A5"—u——+ 2(1;1),
B Wy 86ty  4a?bid-bir '
Egl:E§3: R £3,= "(‘ a +-- 43 "_‘f‘b'()’
L. - Gbey P
B3 —EiZ?-- ,
o U gt p b ptaty '
: E%_—“_—E?S =ay, Elz:-— (——.C ﬁ"’ *7;7 + 2avi,
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o 2 d . 8¢28  da?c?p+ct
T R e e ]
b a a B-
[ed.] :
6bcé 6ab). Gax
.EIZWE;)':— 2 Efzz—x"_ ;
&a A bZ
o o o 6abl . Gac
E13=E23=E22: VERE E”=b—2,
6by
E?x =-‘E293-= T
2¢y . ™ 2 2y
pe facir _Eﬁ?’ EMog - 6acy
B- BZ
Ell :'7'6‘%
12 (,'2 3
Ged ‘ - 12b8
Ej= “Eééz"aT, Elll:E;‘=faT,
N
E}'=—12b ("C_‘;‘-I-B's"-l-? ,
Efpz--»f‘ il..f_f?._’ E29p= -ﬁc[T”n—{_ﬁ(ﬁ.ﬂ__,_T'(“_?l_?_ Tz(gﬂ' ,
Qo . “ A b
B - C[f}.&é:a] s b [T lm]
3p a4, a I3 ip a, a y
Fit= __b[ 7'11(6)'*'1"11(",%1'; _{_‘LTu (1) 4 Tieeny ]
i a; a B ¢ ?
Enz,b_[___f'@*” ]
3)1" Ay a

Uklad réwnan (2.16) jest jednorodnym ukladem réwnan réznicowych o stalych
wspolczynnikach. Zawiera on jako niewiadome dziewig¢ skladowych Qf, Q2 Q3,
01, 02, O, O3, ¥, V stanu przemieszczenia wezldw diwigara oraz zewnetrzne
obcigzenie P. Warunkiem istnicnia niezerowych wartosci wymienionych skiadowych
jest, aby wyznacznik charakterystyczny macierzy tego ukladu napisanego dla wszyst-
kich weztéw diwigara, utworzonej ze wspdlczynnikéw przy tych skltadowych, byt
Towny zero. Warupek ten sprowadra si¢ do rownania n-tego stopnia wzgledem obecia-
Zenia zewnetrznego (wspolezynniki przy skiadowych stanu przemieszczenia w oma-
wianym ukladzie rownan, maja postad wielomianowa wzgledem tego obcigzenia).
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Stopien m tego réwnania. zalezy od ilofci weztdw diwigara, sposobu zamo-
cowania jego wezléw brzegowych w ten sposdb, Ze jest rowny sumie stopii swobody
wszystkich weztéw diwigara. Z rozwiazania tego réwnania otrzymuje sig m
wartosci obcigzenia P. Ze wzgledéw technicznych najbatdziej interesujgca jest naj-
mniejsza warto§é tego obciazenia P, =Pi,. Warto§ ta okredla krytyczng wartoéé
obcigZenia danego diwigara. - '

3, PREYKLADY OBLICZEN NUMERYCZNYCH

Zastosowana w hiniejszym opracowaniu metoda rozwigzania, aczkolwiek przyj-
mujaca pewne zaloZenia upraszczajace, jest dla celéw inZynierskich wystarczajgco
doktadna, a poza tym bardzo efektywna. Obliczenia z przedstawionych réwnan
statecznoéci (2.16) krytycznej wartosci zewngtrznego obcigZenia dokonuje sig za
pomoca meatody, _numerycznej, ktdéra zostala opracowana. na maszyng cyfrowa
CDC-3170 w jezyku FORTRAN. Wszystkie obliczenia mimeryczne przeprowadzono
dla pretéow o przekrojach osi0w05ymetrycznycf1 przy nestepujacych stosuniach
sztywnosci zginania i skrgcania pretéw: = fi=y=0d=»A=g=1, e=rw=p=v=p=
=1=p=0,8 oraz wymlarach gabarytowych a=1m, b=c=0,5 m.
Rozpatrzono dzwigar przedstawiony na rys. 1. obcigzony w brzegowym wezle
pasa dolnego (B,) potencjalng sita P. Zagadnienie rozwigzano przy tym typie obcig-
‘zenia dla czterech dZwigaréw o réznej diugosci 7 przy b=c=0,5a. Otrzymano
nastepujace wartosci sit krytycznych dla poszczegolnych diwigarow:
a) dwuobwodowy
y=2ai PL.=69914 a,;
b) tzyobwodowy 7
. Iy=3a: P, =42l64a, P} =611724a,,
" 3.1y ¢) czteroobwodowy ,
ly=4a: P, =30497 a,, P‘k,m3 5630 a,, PI.=6,2746 q,;
d) pigcioobwodowy '
ly=5a: PL.=23790a, PL.=35421a, Pi =364644a,
P =6,3317 a,.

Nalezy zwrécié uwage, ze w celu uzyskania wynikéw niezaleznych od konkretne;
wartodcl sztywnoéci zginania i skrgeania poszezegolnych pretow d#wigara, podzielono
wszystkie réwnania (2.16) przez sztywnoé¢ zginania @, (Nm?) pasa wspéloego.
Z rozwiazania tych réwnafi otrzymano ratem wartoci obcigzeri krytycznych podzie-
lonych przez te sztywnodé (Pi/a,). Przykiadowo, dla przekroju Furowego preta
o wymiarach: d,=0,0215 m i d,,=0,015 m (PN-64/H-74200), 2, =0,001648 MNm? -
najmmejsze sﬂy krytyczne dla poszczegolnych dzwagarow WYNOSZa
(3.2) Py, =1152187 N, PL, =6948,72 N, Pl =502605N, PL —392070 N.

- Kazdej z obliczonych (3.1) sit krytycznych dla danego diwigara.odpowiada inna
kolejna -postaé jego wyboczenia. Postacie te mozna okreélic z réwnan (2.16) przyj-
mujac za znana warto§é jednego z przemieszczen plytowych wezléw -dZwigara.
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Na rys. 8 1 9 przedstawionc postacie wyboczenia diwigardw 3 i 5—cio obwodowych

przy dziataniu pierwszej (najmniejszej) sity krytycznej. Otrzymane réwpania réwno-

wagi wyboczonego diwigara umozliwiaja nie tylko okreslenie krytycznych obcigzen

zewngtrznych i postaci wyboczenia dzwigardw, ale rowrniez pozwalaja na przepro-

wadzenie szeregu analiz: zbadanie wplywu sposobu przyloZenia obcigZzenia, rodzaju

podparcia, stosunkn sztywnoéci poszczegolnych pretow, stosunku wymiaréw gaba-
rytowych (a, b, ¢) i innych na statecznoéé diwigara. .

Rys, 8,

pL. =302070([N]

Rys. 9.
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Peswnme

IJIOBAJIBHASL VCTOMYMBOCTE TIPOCTPAHCTBEHHBIX YTOIKOBBIX GEPM

TIpencTapneso penieryue 3aiavy riobanpHod yerofmsoCTa IpOCTPAHCTBEHHRIX TPEXNOACHbIX
depM TONBEPrHYyTEX AEHCTBHIO KOHCEDBATABHBIX HATPY30K. ITH depMp1 Grarosaps CBOHEM AOC-
TOMHCTBOM (BO3MOKHOCTS NEPeaays CHOKHEbIX HATPY30K) BAXO/AT UIRPOKOE IPHMEHEHME B MEOTHX
HHAXCHCPCKEX KOHCTPYKIIMAX, ocoOeHHO B obnacTa anaowpoemm (kpamb), a TAKKC CTPOH-
TeNBCTRA. 8 MPABENLHEOTO HC TPOEKTHPOBAHMSA, KPOME OIPEIEIEHAL BHYTpeHHMX cuil, Eeobxo-
JIMMO OIPEIeNHTs TIo0ansHbie CBONCTBA IPOTOIBHbLIX H3rHGOB. 3-33 KOHCEPBATHBAOTO XAPAKTEPE
HATDY3KM TIPHMEHEH CTaTwyeckyii (3iinepoBcruif) KpuTepHd MOTEPH yerofiymsocta., Ionyuera
OAHOPOARAS CHCTEMa NEBATH AHHeHHHIX PAR3HOCTHEIX yPABHEHAH C mocToARELM KO3hGMIEENTA-
MK, COCTABIAIOMMX YpPAaBHEHUA yeroiuMBocT# (epMbl B HEpeMCLICHIAL. Flpumerss YucIeHHErit
METOJl, BLIMECIEHB] KPUTHUGCKYE 3HAMEHHH BHCIIHHX HATPY3OK. PaCora RUTIOCTPHPOBANA MHCIO-
BLIME TPHMEPAMH.
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SUMMARY

GLOBAL STABILITY OF SPATIAL ANGLE-BAR, TRUSS-GIRDERS

The problem of global stability for spatial, three-flange trussgirder under conservative loads
is solved, The girders under consideration are commonly used in engineering (machinery, building
construction) due to their capability to carry complex loads. In a design process, however, special
care must be given to prevent bucking.

The static (Eulerian) stability criterion is applied. Linear, homogeneous system of equations
in finite-differences is obtained; it describes stability of the girder with respect to displacements,
The critical loads are determined and numerical exampies given,

TNSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNES
POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 13 stycznia 1978 r.





