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WPLYW SPRZEZENIA ZJAWISK TERMICZNYCH I DYFUZII NA

KONCENTRACJE CZYNNIKA DYFUNDUJACEGO W  PRZYPADKU

DZIALANIA CHWILOWEGO ZRODLA DYFUZJI W OSRODKU
SPREZYSTYM

WALENTY DUDZIAK i ZOFIA SOBCZYNSKA-KONCZAK (POZNAN)

W pracy wyznacza sig rozklad koncentracji i temperatury w nieograniczonym ciele stalym,
towarzyszacy procesowi termodyfozji. Proces ten jest wywolany dzialaniem chwilowego srodia
dyfuzji przylozonego do pobocznicy nieskonczonego walca o promiéniu ro. Rozwigzuje sig sprze-
, Zone ze sobg rownania przewodnictwa cieplnego oraz dyfuzji wykorzystujac do tego celu prze-
ksztalcenia Laplace’a 1 Hankela., Uzyskane rezultaty pordwnuje sie¢ z rozwigzaniem klasycznego
niesprzezonego rownania dyfuzii Ficka, W przykladzie liczbowym wyznaczono wartosci wspolczyn-
nikow termodyiuzji oraz opierajac sig na nich sporzadzono wykresy rozkladu koncentracji 1 tem-
peratury.

WSTEP

Zagadnienia termodyfuzji w cialach stalych sq rozwiazywane na drodze do-
swiadczalnej juz od dawna. Szczegdlnie rozwinigte sg prace badawcze nad obrébka
cieplno-chemiczng poprawiajaca wlasnosci mechaniczne metalu. Takie zabiegi jak
naweglanie, azotowanie, wegloazotowanie itp. doczekaly sig bardzo bogatej litera-
tury omawiajacej technologie proceséw, strukturg i wlasnodci mechaniczne otrzy-
manej warstwy powierzchniowe] w zaleinofci od temperatury i czasu ftrwania
procesu. Migdzy innymi zagadnieniom tym po$wigcona jest praca SerTa [23], oma-
wiajaca metody badan procesu dyfuzji oraz zawierajaca zestawienie wspolezynnikéw
dyfuzji wyznaczonych eksperymentalnie. Dynamiczny rozwdj tej dyscypliny nastapit
w latach powojennych. Znalazlo to odbicie w calym szeregu prac [1, 2,3, 5, 7,81 121

Réwnolegle pracowano nad stworzenietn teorii lumaczgcej mechanizm atomowy

powstawania zjawiska termodyfuzji czy dyfuzji. Do najbardziej przekonywajacych
teorii nalezg: 1) teoria wakanséw, 2) teoria migdzywezlowa oraz 3) teoria zamiany
atomow w wezlach. Nie bedziemy tutaj omawiali tych teorii, gdyz sam mechanizm
termodyfuzji nic jest przedmiotem niniejszej pracy. Zamteresowanych odsylamy do
prac [2, 6, 10, 11, 13, 24 1 25].
My wykorzystamy fakt, Ze procesowi obrébki cieplno-chemiczne] towarzyszy
zotiana whasno$ci mechanicznych ostodka oraz pojawienie sie stanu naprezenia,
odksztalcenia oraz zmiana pola temperatury. Obrdbke cieplno-chemiczng traktowac
bedziemy jako proces termodyfuzji polegajacy na wprowadzeniu do ciata stalego
obcego skladnika w obecnoéei podwyiszonej temperatury.
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Zajmiemy si¢ makroskopowym opisem zjawiska termodyfuzji podanym przez
Popstricacza [18, 19 1 20] i NowacxigGo [15, 161 17]. Opis ten jest nogdlnieniem
opisu podanego przez Ficka w roku 1815, w ktérym pominigto wplyw gradientow
temperatury i odksztalcenia na wielko$¢ strumienia dyfuzji. Zdaniem SHEWMONA [24],
opis Ficka odpowiada przebiegowi zjawiska dyfuzji w gazach, natomiast nie cha-
rakteryzuje tego procesu w cieczach, a zwlaszcza w ciatach stafych.

Celem ninigjszej pracy jest jakosciowa ocena wplywu temperatury na rozklad
kongcentracji czynnika dyfundujgcego w ciele stalym o wiasnodciach sprezystych,
otrzymanego wg opisu Nowackiego i pordwnanie z rozwigzaniem uzyskanym wg
opisu Ficka. Rozwazania zilustrowano przykladem liczbowynt.

Rozwazymy nieograniczony obszar sprezysty, w ktérym dziata Zrédto dyfuzji
jak na rys. 1. Zrédlo ma charakter chwilowy. Przyklad taki wybrano ze wzgledu na

WarunKI poczarkawe Warunil Drzegowe
art) { =0- air,t), Cirt) < oo
t=0 : P
Cfrt) , =0 [
t=0

fr
I

é(r-n,)

~
\
!
\
1
1
!
!
f
/
/
e
s e e o

=6, s
Ul G .
NG A
N
! !
! I
PR {
i i X
P PPt B SR N
/ e ™I N
( )

Rys. 1.

mozliwos¢ uzyskania stosunkowo nieskomplikowanego rozwiazania matematycz-
nego, mimo iz jego realizacja praktyczna jest utrudniona. Dla celéw analizy jakoscio-
wej zjawisk okaze sig on, jak zobaczymy, bardzo przydatny. Zagadnienie potraktu-
Jjemy jako quasi-statyczne.

1. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwazmy nieograniczony obszar sprezysty, w kiérym na pobocznicy nieskos-
czenie dhugiego walca o osi z i promieniu r, zrealizowano Zrédlo dyfuzji w postaci
(rys. 1)

d(r—rg)

U=0’0_2—n‘;0_5(t)’
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: L G (r—ro)
przy czym o, ozracza wydatek zrodia >
7

oraz ¢ (¢) sg funkcjami Diraca od-

powiednio dla wspotrzednych miejsca 1 czasu. Zaltéimy, 7e w chwili t=0 srodek
znajduje sig w stanie naturalnym. Za punkt wyjécia:-do rozwazaf przyjmiemny ukiad
réwnah termodyfuzji podany przez NowacKiEGo [15]

1
], i

I
(1.1) ( 2__.'Czal)CJrﬁoV2f)—‘—0‘,

#Vz”i+(;‘+#)3,i+7T 0,1+]’c6’ﬂ'=0,
L0 a* a2 8
Vv fﬁ‘l‘a—x;”FTrg, at‘*a.

W ukiadzie réwnan (1.1) @ oznacra wzgledne pole temperatury odniesione do
temperatury poczatkowej Ty, ¢ jest wzgledna koncentracjg skfadnika odniesiona do
koncentracji poczatkowe] c¢o, @ | o oznaczajg odpowiednio intensywno$¢ zrédel
ciepta i dyfuzji, u; sa wspétrzgdnymi wektora przemieszczenia, a ¢ dylatacjy ofrodka,
e=u, ;. Wielkosel K, K3, 00, Boy ¥r» Ve sa stalymi charakteryzujgcymi wlasnoscei
cieplne i dyfuzyjne ofrodka, natomiast A i g sg stalymi sprezystoéci Lamégo.

Jak latwo zanwazyé, rownamia- (1.1}, 1 (1.1}, sa sprzgZone za poSrednictwem
funkeji & i c. Natomiast réwnania przemieszezeniowe (1.1); moga by¢ rozwigzywane
niezaleznie, jezeli funkcje € i ¢ s juz wezedniej wyzraczone. Te ostatnie réwnania
w ninigjszej pracy wykorzystane nie begda, gdyz interesujq nas wylacznie zmiany pol
temperatury | koncentracji. Ich rozwiazanie mozna znalezé w pracy [4).

Dla rozdzielenia réwnan (1.1}, i (1.1), wykorzystamy metode podang przez
W. NowackiEGo [15] polegajaca na wprowadzeniu pomocniczych funkeji rozwia-
zujgcych ¥, 1 x» zwigzanych z temperaturg 1 koncentracja zaleznosciami:

1
(1.2) 9=(V2*h_@1)x1~%81x2,

(1.3) e=—fiy V2 ;cz+(V2—% at)X:Z'
Wstawiajac powyzsze funkcje do réwnan (1.13, 1 (1.1), otrzymamy
(1.4) (V=21 2) (V=23 80 0 =—Q,
{1.5) (V222 2) (V2 =2l 8) ya=—0.

przy czym, wielkosci 4, 1 A, 83 okreslone nastepujaco:

By ovpe o TN ang e
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Wykonujge na rownanjach (1.4) i (1.5) tranéformacje Laplace’a oraz uwzgledniajac,
#e w chwili r=0 uklad znajduje si¢ w stanie naturalnym oraz Ze w rozwazanym,
przvkiadzie dziata wylgcznie Zrédlo dyfuzji, dochodzimy do wniosku, Ze x, =0.
Zagadnienie sprowadza sig wiec do rozwigzania przetransformowanego réwnania
(1.5} w postaci

(1.7) (V223 p)(V2 =23 p) f=F. *
Rozwigzaniem réwnania (1.7) jest funkcja [15]

P a—

(1.8) (K, K,),

-
‘przy czym K| iK 5 sa funkejami spehniajgcymi rownania
(1.9 (V212 p) R = —é,
(L10y (V-2 pK,= 4,

gdzie p jest parametrem transformaciji Laplace’a.

2. WYZNACZENIE POL KONCENTRACH | TEMPERATURY
W rozdziale tym zajmiemy sig wyznaczeniem pol koncentracji i temperatury

w zaleznosci (1.2) i (1.3), wykorzystujac przy tym réwnania (1.8), (1.9) i (1.10).
W rozwazanym przez nas przypadku dziata zrodio dyfuzji typu

S{r—rq
2.0 : T=0g '--*(I ro)

a(t),
27 ry )
ktdre jak widaé jest wylacznie zalezne od zmiennej # i czasu £ Wykorzystujac calkowa
transformacje Hankela funkcji Diraca [9] wystepnjacej we wzorze (2.1) oraz stosujac
przedstawienie Laplace’a, otrzymamy

, .
(2.2 d=—> [ adotaralo(or) de,

2,

Q

Rozwigzanie rdwnan (1.9) 1 (1.10} mozemy zatem przyjac takie w postaci catek
Hankela ‘

(2.3) K= f Ay (o, p) S (o r) de,

24 Ro= [ Az o) o (51) do.

We wrzorach (2.2), (2.3) i (2.4) J, sa funkcjami Bessela pierwszego rodzaju rzedu
zerowego, natomiast A, (s, p) I 4, (&, p) sa chwilowo nieznanymi funkcjami para-
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metrow transformacji. Funkcje te wyznaczymy z rownan (1.9) i (1.10) uwzgledniajac
postac (2.2). Po prostych przekszialceniach znajdujemy

A, (o, p)= 273 W) Jo (& ry),

(2.5)

A (U p) 277.' (m +/7LZP) JO (OC"O)

Biorac pod uwage rozwiazania (2.3) i (2.4) oraz wzory (2.5) otrzymujemy z (1.8)
nastepuiaca posta¢ funkcji rozwigznjgee;j:

— o * — > . .
(26) & 27'6(}4%—/12)]7 Of‘ ‘@24‘/1%.0 0"2+/1§p] O{JU (mIO)JO (Of-f)d(l.

Pole temperatury i koncentracji wyznaczymy teraz z rédwnai (1.2} i (1.3). Po uwzgled-
nieniu, ze 7, =0 oraz po odwréceniu transformacji Laplace’a otizymujemy

37 0 o Ug o 1 . f 2
( . ) (’5’) 2 (AZ—AZ [ {Af e)\p( )& @ )"_
1 ( t 2)’
)vi ExXp _Ti o ]
o | t s
28 elnn= 5 ()f— 2 4 l( X, /ﬁ)exp('ﬂ e )'_
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ady (rg)dy (or) de,

i )\,2

Wystepujace we wzorach catki mozna obliczyé postugujac sig tablicami [22]. Po
uporzadkowaniu znajdziemy

— %y Ty ' /1, e -[—.v-)) ( )ﬁrér)
2.9 O, t)= 4t 2 = Ag)[exp( 4 Iy —

A (rd+r?) Argr
| TP ( B 'mmir._mm) %o (_Er__ ’
1 A e+ Ao
210 c(r,1)= i f(}-z 2) ’fT exp( y )Ig( 5T

I s (ot Ao r\]
“("“3‘7‘»‘;') ool =[5

W powyZzszych wzorach 1, oznacza zmodyfikowana funkcje Bessela pierwszego
rodzaju rzedu zerowego.

Jezeli w szczegélnym przypadku przyjmiemy og=ff,=0, to na mocy (1.6) ‘
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Pole temperatury okre$fone wzorem (2.9) rdwne jest wowczas zeru, natomiast
rozklad koncentracji okre$lony wzorem (2.10) przyjmie postad

2 2
§ gy ro+r ( g ¥ )
2' 5oy = — e - i
( 11) 4 (” t), 4nf exp( 4]’.;1 ! )IO 2?(2 f

Rozwigzanie (2.11) cdpowiada rorwazaniu réwnania dyfuzyjnego Ficka:

i d(—ro)
(2.12) V2 2, o= —go— 3(1).

Ky 2mrg
Z réwnania wzordw (2.10) i (2.11) wynika, Ze réznica migdzy rozkiadem koncen-
tracji skladnika przy uwzglednieniu sprzeZenia z tempeiaturg 1 rozkladu wg prawa
" Ticka ma wyrazny chaiakter nie tylko ilosciowy (réine wspoltczynniki), ale takie
jakosciowy.

3. PRZYKEAD LICZBOWY

Dla wyrafniejszego uwypuklenia réznic spowodowanych w rozkladzie koncen-
tracji skladnika wplywem temperatury przytoczymy w niniejszym rozdziale praykiad
Liczbowy. '

Nasze rozwazania odniesiemy do jednego z czgéciej spotkanych procesdw ob-
Tébki cieplno-chemicznej, mianowicie azotowania. Ponadto przyjmienty, Ze rozwa-
zany osrodek sprezysty ma wlasnosci zelaza o.. Przyjmiemy, ze osrodek zostal wstepnie
~ ogrzany i znajduje si¢ w ustalonej temperaturze T = 550°C, koncentracja zas w stanie
naturalnym. zgodnie z danymi rawartymi w pracach [14 i 217 wynosi

(3.H Com 7.5 107 % fem? kgl

Aby okreéli¢ pole koncentracji i temperatury musimy najpierw ustaii¢ wartosci
wspdlezynnikéw wystepujacych we wzorach (2.9} 1 (2.10). W tym celu wyjasnimy
opierajac si¢ na pracy NOWACKIEGO [15] znaczenie statych:

k Tod Dr
1 ? K:Z:Dcy “o ™ k ’ ﬂo:ihs

1
D :Lﬂ'ﬂS7 Dg:%?ch,, De=—L,, d+?Ll’f‘I’

(3.2) L (qu L,,,l,:L_f;,,) . _ P Fy T, C)
T, L. 7 0Toc o
=t

8 F(e,, T, 0)
§=—"
ac?

sij=0
T=To
c=cy

przy czym T, 1 ¢o oznaczaja odpowiednio temperaturg i koncentracje stanu natu-
ralnego, ¢, . jest cieplem wlasciwym przy ustalonej deformaciji i koncentracji, L;; —

.
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wspolezynnikami Onsagera, F (g, T, ¢)— encrgia swobodng dla ciala stalego.
Sposrod pozostatych wspolezynnikéw k jest przewodnoécig cieplna, x, =D, wspot-
czynnikiem przewodnodei dyfuzyjnej. Wspélezynniki D, i b, charakteryzuja wplyw
sprzgzenia migdzy gradientami temperatury i zmian objetosci traktowanych jako
bodZce termodynamiczne a strumieniem masy sktadnika. Wyznaczenie wartosci
liczbowych tych wspétezynnikéw-dla rozpatrywanego procesu obrébki jest irudne,
gdyz jak dotad nie przeprowadzono badari do$wiadczalnych nastawionych na po-
trzeby wynikajgce z teorii termodyfuzji stworzone] przez Podstrigacza i Nowackiego.
Znane w literaturze fachowej wyniki Jdotycza badad prowadzonych pod katem
potrzeb wynikajacych z postugiwania si¢ prawem Ficka lub zupelnie w oderwaniu
od teorii. Stad tez wykorzystane w pracy wartodci wspokezynnikdw zostaly ustalone
na zasadzie mozliwie najdalej idgcych analogii oraz na podstawie sensu fizycznego,
jaki przedstawiaja. Ostatecznie na podstawie danych podanych w pracy [26] przyjeto
0, o=1,2165  [caljem? deg], '

(3.3) o '
] k=0,087 [calfom s deg].

Wspdtczynnik przewodnosei dyfuyjnej D, wyznaczono wg réwnania Arrheniusa [1]:
(3.4 D,=D (—i)[ */s]
4) =D exp RT cm-/s],

Przy czym O oznacza; energie czynnika dyfundujgcego, R — stata gazowa, D,
wspolczynnik preeksponiencjalny niezalezny od temperatury.
Za ADpA, PHILIBERT {1] przyieto dla azotu w temperaturze T, = 550°C
Dy=6,6 1077 [cal cm?/s],
(3.5) ‘ Q=186 10* [cal/mol],
R=1,98301 [cal/mol deg].

Po wykonaniu obliczen otrzymamy
(3.6) ke, =D,=77392 10"%  [cm?/s].

Wspolczynnik D zdefiniowany przez teoretyczne, nieznane wspdlezynniki Onsagera
Wwyznaczamy opierajac si¢ na wrzorze podanym przez SHEWMONA [24]:

D, Cc
RT,_‘L [em?/s deg].

(3.7 Dy=

Podstawiajac do wzoru (3.7) znane juz wartosci (3.5) i (3.1) znajdujemy
D, =7,63076 107*  [cm?/s deg]

Qraz

Dy
i T’“ 1,03229 107 {deg*].

[+



178 WALENTY DUDZIAK i ZOFIA SOBCZYNSKA-KONCZAK

W celn wyznaczenia wspdlezynnika «, okresli¢ najpierw musimy wielko$¢ d. Wyko-
rzystamy do tego celn przedstawienie podane przez PopstriGAczA [18]:

Bg Cg, o™ Vs Co, 0

(3.8) ' g

Gy

- Poriewaz zalozyliémy, e rozwazany proces jest quasi-statyczay, a zmiany powolne,
wiec cieplo wlasciwe mierzone przy stalej objetosci i koncentracji mozemy przyjaé
za réwne sobie. Podobnie przyjmiemy, e wspdlezynniki rozszerzalnodei dyfuzyjnej
i termicznej niewiele réznig si¢ od siebie. Mozemy wigc przyjac

d=0,0069 [calfem?® deg],
Td
%= = 65,2724 [s degfom?].

Przytoczone powyzZej dane pozwolily wykonaé na podstawie wzoréw {2.9) i (2.10)
obliczenia numeryczne, a na ich podstawie wykresy obrazujgce charakter zmian
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koncentracji i tempeératury w czasie. Obliczenia numerycznie wykonano na maszynie
cyfrowej ODRA—1204 przyjmujac R=r/r, ro=1. " '
Oméwimy krotko wnioski wyplywajace 2 uzyskanych w pracy rezultatow. 1 tak
rys. 2 przedstawia zmiany koncentracji czynnika dyfundujacego dla czaséw od
10%s do 108s przy réznych wartosciach R. Zmiany rozktadu czynnika dyfundujacego
obliczone wg prawa Ficka (wzdr (2.11)) pokazano na rys. 3. Roéznice jakoSciowe
i ilodciowe s tutaj wyrazne. Interesujacy jest fakt pojawienia sig ujemnych wartosci
koncentracji w otoczeniu miejsca przylozenia zrédia dyfuzji, Wytlumaczy¢ to nalezy
faktem, e rozwazamy teoretyczny model 7rédla” o charakterze funkceji Diraca.
Stad dla mniejszych czasow nastepuje w otoczeniu przylozenia zrédia spadek kon-
centracji poniZej poziomu koncentracji wstepnej ¢o zwigzany z naglym wzrostem
koncentracji w teoretycznym miejscu przylozenia zrédia. Zjawisko to przypuszczalnie
nie wystapi w przypadku dzialania #rédla o charakterze np. stalym. Na rys. 4 po-
kazano rozklad temperatury w oérodku wywolany dziafaniem zrédia dyfuzji,
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Pezronme

BIIMAHUE CONPSKEHWS TEPMUMECKHX SBIBHUN W OHOOVIANM HA
KOHHBHTPALIMIO JUOGOYHIUPYIOIMETO ®AKTOPA B CJAYYAE OEWCTBHUA
MIHOBEHHOTO WCTOYHHUKA AUGDYIUM B VIIPYI'CH CPEIE

B pafore OmpelcHsieTcs PACOPEAeIeHHe KOHIEHTPAHA M TeMIEPATYPEL B HEOTPARMUSHIOM
TBEPHOM TEne, COMYTCTBYIOIEe Npoueccy TepmoaubdysEn. JToT MPOUECe BH3ZBAK IeHCTBHEM
MIHOBEHHOrO MCTOMHAKA AugWby3ud, OPANOXKEHAOre M OOKOBOH mOBepXHOCTH BECKOHEYHOTO -
THHENPa PAIAYCA g, POIUAOTCA COIpSHKEHHEIE © COO0M YpasHeHMS TEOIOIPOBOTHOCTH ¥ HubdyIny,
RCOOMNEL3YA UL 9TOH nesm 1ipeodpalopanus Jlaonaca u Xanxens, TlonyyeHune pe3yapTaTE CPaBHE-
BAKTCH ¢ KIACCMYECKHM DEHICHHEM HeCONPIKeHHOro ypabHennas maddyiuu ®uxa. B ymcraoBomM
TpHEMEDe OMPEAesIOTeH 3HAYCHA KosbhdmmenTos repmonuddysuu B onupascs HA HHUX COCTAB-
nepnl rpadEEA  pacupelieliendI KOEUCHTDALURH H TeMUIepaTypbl.

SUMMARY

INFLUENCE OF COUPLING OF THERMAL AND DIFFUSION PHENOMENA UPON
THE DIFFUSING AGENT CONCENTRATION IN THE CASE OF AN INSTANTANEOUS
DIFFUSION SOURCE IN ELASTIC MEDIUM

The paper determines. the distribution of concentration and temperature in an infinite solid
due to the thermodiffusion process. The process is provoked by the action of an instantaneous
diffusion source applied to the lateral surface of an infinite eylinder of radius ro. The mutually coupled
equations of heai flow and diffusion are solved by means of the Laplace and Hankel transforms,
the results being compared with the classical solution of the uncoupled Fick diffusion equation.
Thermodiffusion ceefficients are numerically determined and the solutions are illustrated by graphs.
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