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SKRETNO-GIETNE DRGANIA NIEJEDNORODNEGO PRETA
CIENKOSCIENNEGO

RYSZARD SKARZYNSKI (WARSZAWA)

Wyprowadzono réwnania rozniczkowe opisujace wymuszone, thamione drgania  pryzmatycz-
nego prefa cienkodciennego o niejednorodnie w przekroju poprzecznym rozmieszezonej gestosci.
Rozwigzanie réwnan zilustrowano przykiadem, w ktérym wyprowadzono je pomijajgc wplyw
sit bezwladnoéci zwigzanych z deplanacja przekrojéow poprzecznych. Wskazano na mozliwosc
wykorzystania takiego rozwigzania jako modelu niektbrych konstrukeji inZynierskich.

. 1. SFORMULOWANIE ZADANIA

W pracy rozwaza sig -drgania cienkosciennego, pryzmatycznego preta charaktery-
Zujacego si¢ nieréwnomiernic Tozmieszezona. gestoscia na powierzchni przekroju
poprzecznego. Zmienna ggsto$é sprawia, ze 0§ srodkéw geometrycznych w precie
nie pokrywa si¢ z osia §rodkéw cigzkoéci, lecz e sa one wzajemnie réwnolegle.

Pret taki moze byé modelem zastepezym konstrukeji, ktdra sklada sig z cienko-
§ciennego konturu nosnego oraz dolaczonej do niego, rozloZzonej réwnomiernie
wzdhz jego podiuznej osi, dodatkowej masy. Masa ta nie wzmacnia konstrukeji,
lecz. stanowi jej obciaZenie, zmieniajac takze uklad inercyjny. Konstrukcie tego
typu sa czesto spotykane w praktyce technicznej. Nalezy do nich chociazby trzony
budynkéw wysokich, mosty komunikacji . ladowej itp.

Wyprowadzone w niniejszej pracy czastkowe réwnania rozniczkowe wymuszo-
nych, skretno-gigtnych drgan opisanego ukladu sa nieco ogdlniejsze od zamieszczo-
nych w pracach [1, 2, 3 i 4]. Daja si¢ one uprosci¢ do postaci odpowiadajacych
opisowi drgaf preta jednorodnego. Sposéb znalezienia funkcji opisujgce] zastepeza,
zmienna gestosé podany jest w przykladzie.

2. SKRETNO-GIETNE DRGANIA PRETA

Rozwazmy drgania pryzmatycznego prela o otwartym przekroju cienkosciennym
i niejednorodnej gestoéci wlasciwej. Uklad wspéirzednych tworzg krawedzie prze-
nikania trzech gldwnych plaszczyzn bezwladnodci masowej, przy czym of x jest
miejscem geometrycznym $rodkéw cigzkodci elememtarnych segmentéw preta,
ograniczonych przekrojami poprzecznymi. B
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Drgania sa wymuszone rozfozonymi wzdluz niej obciazeniami (g, q,, ¢.) oraz
momentem skrecajgcym m,. Pret zbudowany jest z tworzywa lepkosprezystego
o cechach Kelvina-Voigta.

Miara deplanacji przekroju w dowolnym punkcie wyraza si¢ wzorem
(2.1) w(x, s =ulx, )—v' (x, Dy () —w' (x, )z(s)—0"(x, ) w(s),

gdzie u (x, f) oznacza translacje przekroju réwnolegia do osi x, v (x, 1) i w(x,?) '
odpowiednie przemieszczenia w kierunku osi y 1 z oraz 6 (x, f) kat obrotu prze-
kroju, ‘

Naprezenie normalne o, wyznaczymy ze WZOru
(22)  o,(x, s ,0)=EK[u' (x, 1) —0" (x, 1) p(s)—w" (x, 1) z{s)— 0" (x, ) w(s)],

gdzie K jest nastepujacym dperatorem:
@3 Keltys
.3 oy c%‘

w ktorym w jest czasem opdZnienid, { ) oznacza zad rozniczkowanie wizgledem
Zmiennej x. _ ‘

W réwnaniach ruchu uwzglednimy wplyw obrotu przekrojéw poprzecznych.
W tym celu w réwnaniu rownowagi elementu objetodci 9 (s) ds dx rozpatrzymy
dziatanie sit bezwladnosci b, (x, s 1) roztozonych na konturze

do(s)o.(x, 5,01 26 tlx, s, 1)]
.J'..
ox ds

(2.9) + b (x, 5,1)=0.

Jesli zatozymy, Ze nie ma napieé stycznych na brzegu konturu, to otrzymamy
- nastgpujacy wzdr na napreZenie styczne: ' ‘

25  1(xs0)=— j (bo(x, 5, )+ EK [ (x, 1) = 0" (x, ) pfs)—

5( )
—w'(x, )z =8 {x, t)a)(s)]} ds .
Skiadowe sit bezwladnosci okreslaja wzory
by (x, 5, )= —p(s)6(s) {it—2" p(5)— W' 2(s)= 6" w ()],
(2.6) by(x,5,0)= —p(s)3(s) [0 —(z— 2001,
b.(x, 5, 1)= —pgs)a(é) [o+(=2.001,

w ktSrych p (s) jest zmienna gestodcia materialu, (y,) i (z,,) wspolrzednymi bieguna
glownego (4,) oraz () oznacza rozniczkowanie wzgledem czasu 1.




BEKRETNO-GIETNE DRGANTA NIEJEDNORODNEGO PRETA CIENKOSCIENNEGO 319

Czyniac zado$é zasadzie d’Alemberta dodajemy sity bezwladnosei (2. 6) do ob-
cigzen zewnegtrznych:

e, =02 (x, 1)+ [ belx, 5,0) s,
s
Py (x, )=q,(x, t).+f b,(x, s, t)ds,
2. 3
P-(x, D=g.(x, 1)+ [ b,(x, 5, 1)ds,
. 5
mx, =n1.(x, )= [ by(x, 5, 0) 2=z, )ds + [ b.(x,5,0) (v —y.)ds.
s .08 ,
Wstawiajac skladowe (2.6) do wzordw (2.7) oraz zwazywszy, Ze

@8) |, [p@29)d)di= [ y(6)p(s)5()ds= [ p()r(5)3(s)ds=0,

otrzymujemy

pe(x D=g5(x, 1) =z,

Py (x: t)mqy(x, t)—ﬂ [%3+ZA a] ’
(2.9 . -

P(x, 1)=q.(x, t)—p [w—y,0],

. -m(xa t)=mx(x’ t) —H {ZA‘; _yA;';)'i_ ern a] 3
. 5 er +sz 2 P . ; . . . .
gdzie Ri=——++2z34+y5, (Ju) i (J.,) oznaczaja wzgledem odpowiednich
It

osi ukiadu masowe, jednostkowe momenty bezwladnosci przekroju poprzecznego,
a i oznacza mase jednostkowa preta. Rownania réwnowagi elementu preta o dhy-
goscl (dx) sa nastepujace:

& (2 ,t
[RBOnS 0y

5

f a0 (s)1(x, 5, 1)]

dy+p, (x, t)=0,

ox
219 S a[a(.)( 1]
s)tx, s,
f P dz+p.(x, 1)=0,
5
dlo(s)t(x, s, t)] M (x, t)
f . ~ doo-t 2= m(x, 1)=0.
5
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" Po scatkowaniu przez czesci, przy braku napie¢ krawgdziowych, réwnania (2.10)
dajg si¢ przekszialcié do postaci :

dA-+p.(x, 1)=0,

do(x, s, t)
f ox

5

; { S16()T{x, 5, ]
_!ya_x Js

} ds+p,(x, I)=0 ’

(2.1D

f { a6 (x5 )]

} d3+pz (JC, t)"—"'o s
ds

d |2id(s)t(x, 5 )] M (x, 1)
- f “’E{ o }ds+ ox

t)=0,

gdzie d4 oznacza element pola powierzchni przekroju poprzecznego.
Po podstawieniu do réwnan (2.11) obciazen okreSlonych wzorami (2.9) ipo
wykonaniu catkowania otrzymuje sie rownania

EK[ jdA v’ fy(s)dA W'’ fz(s)dA 6'”fco(s)dA]
. , —q.(x, O+ pu=0,
i [ 26y (s)da—3" [ p(s)y* ()dA=" [ p©)y()z(s)dA~

0" fp(s)co(s)y(s)dxi +EK{wu”'f'y(s)dA+w'vfy2(s)dA+
5 . . 5 5 .

—i—w“'fy(s)z(s)dA+9"'f w(s)y(s)dA}—qy(x, D+ ulo-+2,40]=9,

2.12)
% fp(s)z(s)dA 2 fp(s)y(s)z(.s')dA w' fp(s)zz(s)dA—-

~—9”fp(s)m(s)z(s)dA+EK{— fz(s)dA+‘zf“’fy(s)z(s)dA+

s

+wY [ 22 (s)dd+0" fco(s)z(s)dA}—Q'z(xs B+ ur—y.01=0,

ﬂ'fp(s)co(s)dA—%” fp(s)co(s)y(s)dA—ﬂf”fp(s)m(s)z(s)dA_
—¥ [ p@? @ +EK —u [ o) dA+o fols)y ()dd +
Y [ (9)z(s)dA-+6% [ @ (HdA|~GClo" -

L

— (%, 1)+ (249 —pa w+R2§=0



SKRETNO-GIETNE DRGANIA NIEJEDNORODNEGO PRETA CIENKOSCIENNEGO 321

Dobierajac odpowiednio biegun giéwny A, oraz majac na uwadze to, Ze osic
vy iz sg gléwnymi osiami bezwladnoSci masowej, znajdziemy

@13) [ p@r©z6)dd= [ pe)a)y)di= [ p()o(s)z(s)dd=0.

Wrykorzystujac  znikanie balck (2.8) i7(2.1_3) we wzorach (2.12) otrzymujémy
EK {Au'"— S0 — Syw"' "~ 8,01+ pu=q.(x, 1),
EK[—Szu’”+sz“’+J,,zw“_’+Jm9“’]_,Jz,,,fé”-+ﬁ{5+ZA§]mq,,(x,,r),

Q1) EK[= S0 + T AT, WY+ OV =Ty "+ 5=y 4 1=, (5, ),
ER =St +d oyt 4T WY+, 0V =Tl — GT, 0" +
{20y Wt REG1=m, (x, 1).

We wzorach (2.14) symbole S oznaczaja odpowiednie momenty statyczne, sym-
bole J za§ odpowiednie momenty bezwladnoéci z tym zastrzezeniem, ze dodatkowy
wskaznik ( ), oznacza jednostkowe momenty masowe.

Réwnania te opisuja wymuszone skrgtno-gigtne, thumione drgania pryzmatycz-
nego preta cienkoéciennegd o niejednorodnym rozkladzie gestosel p (y, z) w plasz-
czyznie przekroju poprzecznego. Tworza one uklad czterech czastkowych rownan
rozniczkowych, Rozwigzanie ich ufrudnia wystgpowanie pochodnych rzedow
nieparzystych.

W przypadkach spotykanych w technice istnigje czgsto mozliwos¢ uproszczenia
tego uktadu dzigki tatwo stwierdzalnemu, matemu wplkywowi sil bezwladnosci zwia-
zanych z deplanacjg przekrojow poprzecznych, ktére mozna by w rozwaZaniach
pomingé:

(2.15) ' ' pr0 .

Z pierwszego z réwnan (2.14) znajdziemy

(2.16) J ERu'" =EK [yoo"™ + 2o WY +wo V] + ; q.(x, 1),

gdzie yo, zo | we OZnaczajg uogdlnione wspdlrzgdne.
Pozostale réwnania ukladu (2.14) przyjmuja wowcezas nastepujaca postac:
EK{(J.— S, y0)0"™ + (o S. 2) w!Y + ([, — S; 3g) V] -
~Tom®" o+ iz 0 =g, (x, )+ ¥ 0, (%, 1),
217 EK[(Jye— S, 20) 0" + (S, Sy 20) W - (Joe— Sy @0) V] Ly "+
+ o — p1ya 0= (%, )+ 20 4, (x, 1),
EK [(J oy So Yo} 0 + (Joz — Su 2o) WY + (S, = 8, 00) V] - GJ, 0" —
T 8+ iz 0 — py o+ uRE G =m, (x, )+ wq. (x, 1),

Réwnania (2.17) t\;vorzac uldad, w ktérym wystepuja pochodne tylko rzedéw
parzystych. Umozliwia to znacznie prostsze ich rozwigzanie.

-
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3. PRZYKLAD

Rozwazymy niettumione drgania pryzmatycznego preta cienkodciennego o diu-
goci L, obustronnie swobodnie i przegubowo utwierdzonego o budowie symetrycz-
nej wzglgdem plaszezyzny xz z dodatkows masg, roziozong réwnomiernie wzdinz
osi X, réwnieZ symetryczng wzgledem plaszezyzny xz. Drgania preta pozostajacego
' na poczatku ruchu w spoczynku sa wywolane sita skupiona — P skierowang réwno-
legle do osi z, poruszajaca sig ze stalg predkoscig ¥ wzdhuz tworzacej o réwnaniu
y=ec. Zastgpcza gesto§é p(y, z) znajdziemy, przyjmujac

B p(y, 2)=Ap* +By*z+ Cyz2 +Dz* + Fy* + Hyz+ Kz* + My+ Nz +0

i korzystajac z tego, ze znana jest lyczna masa jednostkowa i, masowe, jednostkowe
momenty statyczoe S,,,, S,y 1 55, oraz masowe, jednostkowe momenty bezwladnosci
I oms syms Forzms Toms T 1 Spom. ROZWiazanie dziesigeiu rownad umozliwia znalezienie
statych 4, B, C, D, F, H, K, M, Ni0.

Symetryczna wzgledem plaszczyzny xz budowa preta sprawia, ze w réwnanaich
(2.17) znikajg nastepujace wielkosci: yo==y,=J,,=8,=S,=wo=0 i uktad przyjmuje
uproszczons postad ‘

- ELYVAET 0N —J,,0" + pp+ pz, 0 =0,
(32) E(JJ'_SJ’ZO) wlvmhn'mjli;)r’+ﬂg:‘}= —P&(X—Vt),
EJT 0" — G0 —J ol '+ tRE G+ EJ o™ + prz5=Ped (x— V1),

gdzie § (x— V1) jest to quasi-funkcja Diraca.

Drgania poprzeczne w plaszczyinie xz odbywajg sie tu niezaleznie od pozostalych.
Uktad réownaf tworzy tylko pozostale dwa réwnania. Stosujac skorficzong transfor-
macje sinusows Fouriera wzgledem wspéirzednej polozenia oraz transformacie
calkkowa Laplace’a funkcji przemieszezeti v i @ wzpledem czasu otrzymuje sie naste-
pujacy ukiad rownaf:

[T, -+ (T 2+ 1) 2o+ [E oyt + 247190,

(3.3) [ET ol pz, p?l o+ [ET ot 4 GI 02 A (e 02 + RE ) p*] =
=—Pc# [sin{a, 1)],

gdzie ‘
’f=0ff(x)sin(o¢,,x)dx, f:ff(t)e"” dt, &= W=

Jesli réwnania (3.3) przepisze sig w nieco prostszej formie

(B, + 5, P2)§’+(Y1 +72 P2)§=O s

3.4 ) X
(Ba+ Bap®v+(ys+ya p?)y0=—Pc ¥ sin(a,1)],
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to
e Pe(fi+ B, 1) # TinGa, )]
(3:9) B (B2 va—72 Pa) P+ (B YatBaVa— v Ba— e B P>+ (B ys— 71 f3)

Transformate kata obrotu (3.5) moZna przedstawi¢ w postaci

_ —Pc & {Sin(a,, f)] { Clrr CNIZ l
JB2 3’4'—“/2/34 p2,,p;13" ngpinj

>

(3.6)

b}

gdzie p?, i p?, sa pierwiastkami ukladu rownad jednorodnych (3.4), przy czym
(37) P?,,z _wfu ’ pgu= _win »

a symbole @, oznaczaja czgstosci katowe drpai wiasnych preta. Otrzymuje sie cha-
rakterystyczne dla drgaf skretno-gigtnych dwa zbiory wartosel aw,.

Poréwnanie postaci przemieszezenia (3.5) i (3.6) prowadzi do znalezienia sta-
lyeh Cr

2 2
_ Wip P2 ﬁl . ﬁl Dy P2
(38) 1n- 2 2 » 2n 32
mlrz 602" wlﬂ wz:r

Podstawiajac state (3.8) do réwnarn (3.6) i dokonujge transformaciji odwrotnych,
otrzymuje sig
2Pc sin (o, x

3.9 8(x1=— 3 UBa ya—12 Bo) fsln(a,,r){[ﬁz ey ]smwln(t )+

+ l (fl—— ﬁl—l st (f— } dr.

2R

Po wykonaniu calkowania i uporzadkowaniu otrzymamy

(3.10) o(x,;)=_2pc - sin (&, X) [( ayt )X

L oy’ (U)in ﬁwin) (Bzya—v2Pa) 1

2
arr wa)iu

H f1
# (ﬂZw Cfll")Sin(wlnt)_ ( aiii'?n)(ﬁz_ Cl[’i,,) Sin(wimt) +

anf ﬁl 1t 1 .
L B e | | S

Postepujac podobnie jak przy znajdowaniu kata obrotu ¢ otrzymuje sig funkcje
" opisujaca przebieg zmian przemtieszezen poziomych:

sin (‘Xn x) e
(311) ﬂ(x t) L _5‘ (wln (D%,i) (ﬂz Ya— 72 184) {( (i',? _win ) "
.t

1
sin(w,, ¢ — W =y, +—sin(w, )+
( 2" ) 1 (a)2 ) ( al?w‘}?I)( yz wf") SJ (wl )

e A B s A | )
a, — o}, 72t w2, a2 —a?, y2 pey sin(a, 1)
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PezwomMme

KPYTWIBHO-M3IUBHBIE KONEBAHWS HEOLHOPOJHOIO TOHKOCTEHHOIO
CTEPKB S

B paorc BrBemeNil aud@epeHMAnLHEC YDABHCHWA ONFMCEHTBAIOLIFE BETHYXICHHBIC, 3a1y-
Xaoipe konefanms OpEIMaTHYECKOTO TOHKOCTCHHOTO CTEPXRHA € HEORHOPOAHO, B NONESDEIHOM
CeueHrH, DACHPSACNeHHON TIOTHOCTRI. Pellenre YpAREEHAN WILIFOCTPHPOBAHO IPHMEPOM, B KO-
TOPOM DONYYCHO pellleywe, HpedeOperas BIMAHHEM CWA HMHCDIHY, CBA3aHHBIX ¢ Jeliadalmel
morepedHelx (eueEdH, VKajaHa BOSMOXHOCTE MCOOJBL3OBAHAH TAKOI'D PELIEHRS KAk MONSHH He-
KOTOPBIX HWHXCHCPHBIX KORCTDYKIMHA.

SUMMARY

TORSIONAL AND FLEXURAL VIBRATIONS OF A NON-HOMOGENEOUS
THEN-WALLED ROD

The paper presents the derivation of the differential equations governing damped vibrations
of a thin-walied prismatic rod with non-uniformly distributed mass over its cross-section. Solution
of the equations is illustrated by an example in which the effects of inertia forces connected with
deplanation of the cross-sections have been disregarded. Such a solution might serve as a model
of certain engineering structures.

‘Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 15 listopada 1977 r,





