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WPLYW OGRZANEGO BRZEGU NA ROZKLAD NORMALNE]
SKEADOWE] NAPREZENIA W POLPRZESTRZENI MIKROPOLARNEJ

WACLAW FRYDRYCHOWICZ i ZBIGNIEW OLESIAK (WARSZAWA)

Zhadaliémy zachowanie si¢ i rozkiad normalnej skladowe] (prostopadiej do powierzchni ogra-
niczajacej} naprezen sitowych, powstalych na skutek zmiany temperatury powierzchni. Zmiana
temperatury ma miejsce na kole, pierscieniu lub na obwodzie kota, przy zachowanin warunku,
ze doprowadzona ilosé ciepla jest stale. Zbadalidmy takze wplyw stalych naterialowych a, 1
na rozklad naprezen, Wyniki przedstawiono w postaci diagramow.

1. WsTEP

W przypadku klasycznym termosprezystosci ogrzanie swobodne] od maprgzen
czefcl powierzchni brzegu polprzestrzeni spreZyste] powoduje powsianie stanu
naprezen, w ktérym znikaja skladowe normalne naprezenia, prostopadie do brzegu
(por. W. Nowacki {6] oraz E. SterNBerG i E. L. McDoweLL [12]). Ta intere-
sujaca wiasno$é nie przenosi si¢ na przypadek polprzestrzent mikropolarnej. Osiowo
symetryczne zagadnienie napreZen ciepinych w polprzestrzeni dla oé1odka ze zwiaza-
nymi obrotami zostalo rozpatrzone w pracy P. PURIEGO [9], a w ogdlnym modelu
oérodka Cosseratéw przez R. S. Duarrwara [2].

W naszej pracy podamy pewne wnioski dotyczace zachowania sie normalnej,
«zetowejp skladowej tensora naprezen silowych powstajacych w pdlprzestrzeni
mikropolarnej na skutek ogrzania lub ozigbienia powierzehni ograniczajacej z=4.
Wyniki przedstawiono w postaci wykreséw dla 16znych wartesci statych materiato-
Wybh oraz temperatury danej na powierzchni kola lub pierscieni kolowych. Powierzch-
nie te i stale temperatury zostaly dobrane w ten sposdb, by ilo§¢ dostarczonego ciepla
(w jednostce czasu) byla stafa. Réwniez podaliSmy wykresy zetowej skladowej
wektora przemieszczenia plaszczyzny brzegowej, obliczone dia temperatury na po-
wierzchni kola o promieniu jednostkowym i na powierzchniach pierscieni o takim
samym prom-ieniu zewngtrzoym.

"~ 2. ROWNANIA PODSTAWOWE

Réwnania rozniczkowe mikropolarnej termosprezystodei w walcowym ukladzie
wspohrzednychiw priypad_ku osiowej symetrii przyjmuja nastepujaca postaé [7, 8 i 5]:
ar
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1 & .
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N 200 0
5 Ve =vDT,
8
(2.3) , (V"‘S) (By +D?) pg—4opg+ 20| D, T e =0,
24 (By-+D?) T=0 '

gdzie By 1 B, oznaczajy mastepujgce operatory rézniczkowe:

1 2( of a1 & d
@3 Bo(f)= _J(PE)’ Bl(f)Ea[“;“T(’f)], D=—.

IH

Regularne w nleskonczonosm rozwigzania zagadmema brzegowego spetniajace
nastgpujgce warunki brzegowe:

G, O=—p(r), 0,(r,0=0, I 0)=0(),
oo, W=—-m(r), {0, 00),
przyjmuia postaé nast@pujch [51:
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1 2utA &) ¢
29 %oazﬂfm.lﬁme(&) exp (o) -
1w £ .
s %}3{(1Ao)eXP(~'ij)~—eXp(—pZ)}; 5_,,]_
3242 (&) ¢
——z'af;; o, H [A (exp( PZ)“; exp (— PZ)) é*‘”‘];
(2.10) ~ T(r, 2= [P (&) exp (—L&2);  §rl,

gdzie p oraz @ oznaczaja odpowiednio transformaty Hankela zerowego rzedu zna-
nych fankcii w(r) i & (), 7 jest transformaty Hankela pierwszego rzedu funkcji
m(r). Symbole 4, 4, «, f, y oraz ¢ oznaczaja stale materiatowe, v=3142u) ¢, o,
jest wspélezynnikiem. liniowej rozszerzalnodci cieplnej, #° [; —] oraz #. [ ; —]
oznaczaja odpowiednio transformaty Hankela zerowego i pierwszego rzgdu, ponadto:

Gra G2y ( é)
ty = o, = 12, | Ag=1+42a5 &1 ——1].
dyp 4!1 (A-‘i‘ﬂ-) P é + / 4] + aO f P
Podamy jeszcze wzory na sklzdowe tensora naprezen sitowych, styczng i normalna

Zetowa:

211 o, (r2)=—2, [- P¢) {:SZﬁxp( éz)—}-ZaGE(exp( pz)—exp (—£&z))—
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3. ZACHOWANIE SIE NORMALNEJ ZETOWES SKLADOWE] TENSORA NAPREZENIA
Nie wydaje sip nam mozliwe takie przeksztalcenie wzoru (2.12), nawet w przy-
padku szezegdlnym, aby mozna bylo przedstawié o, (r, £) W postaci znanych funkeiji
elementarnych lub specjalnych.W celu uproszczenia obliczen przedyskutujemy
przypadek najprostszy, mianowicie rozkiad naprezenia wzdtuz linii r=0, zz0.
W przypadku gdy brzeg jest swobodny od naprezen, otrzymamy ze wzoru (2.12)

@ (&)

3A+2
L WO[TO{(H&) (do=1) exp (—&2) -

A+2p

(31) Gzz(r’ z)z -

—2a0&? (exP (—pz) —é exp (—52))} ;& —>r] .

W prreciwienstwic do przypadku klasycznego rowniez skladowe napregen o, (r, z)
io,, (r, z) nie znikaja toksamosciowo, gdy brzeg jest swobodny od naprezen. Ze wzorn
(2.11) widaé, ze dla p (&)= (E)}=0, o, {r, 2} znika jedynic na powierzchni z=0.
Ze wzoru (3.1) dla r=0, otrzymamy

(32)  06.(0,2)=

BM+2n S B

= —2pa, Atz T N {Ip+ (p—E)&zlexp(—Cz)—pexp (—pZ)} dt.
1]

Temperature okreSlimy na powierzchni kola r<a Iub pierscieni b<r<a o sze-
rokodel réwnej 0,5a 0,1la oraz 0,01a. Przyjmiemy rownieZ, Ze iloczyn stalej tempera-
tury i powierzehni, na ktorej sie pojawia jest staly. Wynika stad, e dostarczona iloéé
ciepla O jest rownieZ stala. Mozna pokazaé, ze jezeli

1 1
3.3 2z fTﬂ'drzZn szrdr,

ay . az
to Qy=0,;, gdzic z definicii mamy

L
52 f; 1= L] El

1
0,=27k f r

& jest wspdlczynnikiem przewodnictwa cieplnego. Otrzymujemy kolejno

Tl_(r; 0)=yf0 [@: é_”] ]
(3.4)

E_(r’ O=—H,[Ed; -1l

1 1 o 1 o _ .
(3.5) f T, (r, 0} dr= f rdr f LAGIAGE S f EF2 (&) dE
ay a1 0
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pod warunkiem, ze T, (r, 0) jest stale. Jezeli zaloZenie (3.3) jest spelnione, to nastg-
pujacy zwigzek jest prawdziwy:

(3.6) T, f B@Qde=T, [ EBOL.

Z drugiej strony warunek (3.3) mozna napisa¢ w postaci T (1 —-a2)=T, (1—a3),
skad otrzymamy

3.7 (- f £8, () o (&) dE=(1—22) f EB, ()0 () e

Zwigzki (3.6) 1 (3.7) moga by¢ réwnoczeénie spelnione tylko wtedy, gdy
(3.8) 1§ @ (O)=T1¢B,(0).

Wynika stad réwnosdé calek

(3.9) T, [ & & ©de=T, [ &GO,
4] [1]

czyli @,=0,.
Mimo 7e nie moZemy podaé analitycznego wyraZenia na o, (7, z), oszacujemy

d
wartosé pochodnej oy O (r, z) dla r>0, z=0. Wychodzimy ze wzoru

3 34424 & |
G10)  5-0u ()= ii2a b Ao | 7 @(é)l(drl)zew( {z)—

2ay

w((éz**i)eX( 2)— &% exp(— éz))l car]
P pl—p P E .

Dla temperatury wywolanej na powicrzchni kota r € (0, g} otrzymamy

aF
(3.11) SP(f):?Jl(aé)-
Po podstawieniu (3.11) do (3.10) otrzymamy wzor
d _ 2aq 3A+21 J ( &) N
(1) ponl 0=~ S kT ( o SR,

Calka wystepujaca we wzorze (3.12) jest zbiezna dla wszystkich r>0 1 a>0 z wy-
jatkiem r=a. Moina to pokaza¢ np, w sposéb nastgpujacy:

o

' 1
(3.13) = G (@) T, () dC=
(f pdg

1 SV E L (14 2a0 £2) + 20 & :
4a0(1+aom"') (E+x) P +x) ShE@ o=
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N i ‘
T iamd || YOI @B D& Nf V(O &L @) () dE+

o

+4a, j &7 (al)y Ty (rE) dé} ;

gdzie
VE 1m? (1424, E42a, 8¢
(E+xD) & +x3)

wi{l)=

da,, m*=["2,
8ag (1 +aym*) x3 =144aym® + V1 8ap m?,

Bay (1 +‘ao m2) x3 =+ dag m? —]/ESET?;.

Pierwsza catka we wzorze (3.13) jest zbiezna. Drugg catke mozna oszacowaé w spo-
s&b nastepujacy:

(3.14) | fmw(é)éfl(aé)lo{radc|scf f w (&) dé(=cj{2ao VE T m?—2a,¢+

] S Etm?
B S 2 a2 -2 2 t JR
P []/xl m? (1 —2ay x7) arctg e
- E2pm? 2a, . ¢
- 1/x;.—m2 (1—2d, x3) arctg ]/ T + g X arct o

o

< . ¢
— Xy a.fctg_ < Q0
X N

£l

gdzie C=max [EJ¢ (a&) Jo (rE)| w przedziale & e (N, o).
Trzecig calke mozna efekiywnie obliczyé:

w0 3 a0 7
019 [ en@nead= 5 [ 1@

. 1 . r
a'zK(-’—)-l-rla*Z[ 2 2E(l‘)*a—2K(—‘)], r<da,
9 a a?—r a a

Ll i)
a . . a ~—a r

gdzie K (k), F (k) sa pelnymi calkami eliptycznymi pierwszego i drugiego rodzajus
W podobny sposéb mozZna stwierdzié, ze [do,, (0, 2)}/0z jest skoficzone dla z:>0-

Celem obliczen jest znalezienic wplywu ogrzania powierzchni ogramiczajacej
polprzestrzent na zachowanie si¢ skladowej normalnej napreZenia o, {0, ), zmie-
niajacej si¢ wraz z glebokodcia. Poniewaz w przypadku klasycznym skladowa ta
znika tozsamodciwo, brak jest mozliwosci poréwnania z przypadkiem kiasycznym.
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Przeanalizowaliémy nastepujace aspekty zagadnienia: zmiana naprezen wraz
z glebokoécia w zaleznodcei od sposobu wywolania temperatury (na kole lub pierscie-
niu kolowym) oraz zalezno$¢ od stalych materiatowych a, i' /%, przy ustalonych
pozostatych wartosciach statych. Wykresy sporzadzono we wspdirzednych bezwy-
miarowych. Of odcigtych oznacza bezwyrgiarowa glebokod¢ mierzong od plaszezyzny
brzegowej z=0. Na osi rzgdnych odmierzono bezwymiarowa skladowa normaing
3A+2u

A42u

naprezenia sitowego, tzn. (AT,)7! 0., (0, z), gdzie 4= —
long temperatura.

Obliczenia wykonano w Instytucie Informatyki Uniwersytetu Warszawskiego
na maszynie cyfrowej CYBER 70, Program zostal napisany w jezyku FORTRAN

e, Ty jest usta-

. z

EXTENDED. Wartofci calek w przedziale do 0,001 ” zostaly Gbliczong co 1073,
z z

do 0,1 " co 1073, a wprzedziale powyzej 0,1 P co 107", Wykorzystano biblio-

teke podprograméw: Subroutine NBESJ, DQGIl6 i DTEUL. Przy obliczaniu
funkejr podcatkowych uwzglegdniano przedziat catki do trzydziestego zera funkcji
Jo(2).’ Zastosowano nasigpujaca metod¢ numerycznego obliczania catek

f k{z)J, (zx)dz .
. 0 . -
Obcinamy przedziat {0, o) do przedziatu {0, ¢) tak , by znalazla si¢ w nim ustalona
liczba zer funkeji J, (z). Program glowny realizowat wezytywanie zer funkeji J, (zx).
Zatdzmy, ze w uporzadkowanej tablicy znajduje sig m zer. Wowcezas, przy ustalo-
nym parametrze x

w m—16 {+1
@16 [ k() (ex)de= Z f k(2)J,(zx) dz+
0 m—1 i+1
oy fk(z)],,(zm)dz—i—OU () k).
t=m—15 {
141
Calki f k(2)d,(zx)dz, i=0,1,...,(m—1) realizowat podpmgram Subroutine DQGL6.

m—1 i+l

Celem znalezienia sumy szeregu _2 f k() J, (zx) dz zastosowano transfor-
i=m—15 [
macjg Eulera [I], a obliczenia realizowal podprogram Subroutine DTEUL.

Nalezy zaznaczy¢, ze funkcja k& (2) nie ma zer, ma jedno maksimum lokalne, jest
stale nieujemna i szybko dazy do.zera, gdy z-»00. Wybdr metody obliczeniowe]
zostal podyktowany tym, Ze metoda kwadratur oparta na wielomianach ortogonal-
nych Laguerre’a lub Legendre’a nie daje dostatecznej dokiadnosci przy obliczaniu
calek z funkeji oscylujacych w przedziale {0, co).

Na rysunkach 11 2 przedstawione zostaty wykresy funkcji podanej wzorem (3.2)
we wspolrzednych bezwymiarowych. Obliczenia dotycza normalnej sklfadowej
naprezenia sitowego o, (0, z) pod dzialaniem temperatury wywolanej na powierzchni
kola o piecin réZznych §rednicach, ale tej samej ilodci ciepla. Przyjelismy , 2ze ap=
=103, >=10"1, a=1. Poniewaz A jest ujemne, wykresy naprgzeni odpowiadajg
ujemnym wartofciom przyrostu temperatury, w przeciwnym razie nalezy zmieni¢



110 WACLAW FRYDRYCHOWICZ I ZBIGNIEW OLESIAK

znak. Warto$¢ naprezen maleje w przypadku, gdy przy tej samej itoSei ciepta, do-
starczonej w jednosice czasu, podgrzewany jest coraz to wickszy obszar kolowy.
Warto zaznaczy¢, ze rowniez ekstremum funkcji potozone. jest na wigkszej glebokodci,
aczkolwiek jego warto$é maleje. Na rysunku 1 rzedne krzywej C, odpowiadajacej
promieniowi kola a=1, zostaly pomnozone przez 10, rzgdne krzywych D i E odpo-
wiednio przez 10°. Maksimum krzywej E wynosi 2,31 - 107? 1 znajduje si¢ na gle-

Gz2(02)
AT, _ r
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Tl I g SO
iy / L~ i --.________Hh- ——
¢ o1 03 o5 07 10 15 z/a
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_ b 002
r
| ] a
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Rys. 2.
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bokosci ok. 0,6a; z kolei dla érednicy kota rownej 0,22 maksimum ma miejsce na
glebokosci 0,07 i wynosi 0,732 oraz dla §rednicy 0,02 znajduje si¢ na glgbokodei
0,008 i przyjmuje wartosé 76,2 (rys. 2). Wszystkie krzywe przedstawione na rysunkach
12, po osiagnigciu maksimum, dazqa monotonicznie do zera.

Na rysunku 3 przedstawiliSmy zalezno$é bezwymiarowych naprezen normalnych
(ATe)"* 0, (0, 2) od temperatury dziatajacej na powierzchni pierscieni: v, € (0,54, a),
rs € (0,9a, a) oraz r¢ € (0,99, a). Poniewaz ilo§¢ ciepta jest ta sama, odpowiednie
temperatury maja si¢ do siebie jak 1 (dla kola): 4/3: 100/ [9: 10000/199. W przy-
padku r, pierwsze ekstremum funkcji wystepuje na glebokosci ok. 0.3. Dla pierscieni
rp i rc ekstrema oddalaja sig od brzegu, Kazda z krzywych posiada jedno minimum
i jedno maksimum, a nastgpnie dazy monotonicznie do zera, gdy z-rco. W przypadku
dodatniej réZnicy temperatur na piercieniu pierwsze ekstremum jest oczywidcie
maksimum,

Na rys. 4 przedstawiliémy rozklad bezwymiarowej sktadowej normalnej naprezen
w zaleinoéci od liniowego Zrédia o stalej intensywnoéci dziafajacego na okregach
kot o promieniach 0,54, a, 2¢ i 4a. Wartoéci krzywej B zostaly pomnozone przez 10,
krzywej Cprzez 10% i kizywej D przez 10 )

Bezwymiarowe przemieszczenie normalne -ii Zl}" u, (r, 0) powierzchni brze-
gowej przedstawia rys, 5. Odpowiedni wzor otrzymalidmy ze wzoru (2.7) po podsta-
wienriu z=0:

42 @) ]

317y () = — f S e
(3.17 L[T.(l ) 2()“+'H)Otto 1 Fo (réyde
Uz (0} o . _
AT . T gosa
15 e
15 5 g
N
] | a8
r
10 LA i \ o : L
- h-":-m ™, d8a /
7 a :
DEAR/A NN e
a5 - %‘x o
1T
g,
o 05 = 10 ' 15 ‘ Z,G,:/;

Rys. 5.
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Przemieszezenia te zaréwno co do charakteru jak i wartoéci liczbowych. praktycznie
nie odbiegaja od danych dia przypadku odpowiedniego zagadnienia termospre-
zystosci klasycznej,

Na rysunku 6 przedstawiliSmy wykresy zaleznoSci naprezen w przypadku, gdy
stala temperatura dziala na powierzchni kola r=a, ustalone jest />=10"1, g=:1,
zinieria si¢ natomiast ¢, przyjmujge wartosci 1, 10~1,71072 oraz 10~3. Skala na-

4

K
Uz (47)
ATy

N,,-m" \

- qpt

/

N

0

[
-
L]

3 z2a

Rys. 6. .

F

prezen jest logarytmiczna, kéleczkami zaznaczono maksima funkcji. Dla malych
wartoéci z/a funkcje daza monotonicznie do zera. &

Z kolei na rysunkach 7 i 8 przedstawiliSmy wyniki obliczefi, gdy ustalone jest
a=10"3, a= 1, temperatura jak poprzednio dziata na powierzchni kola o promieniu
a==1, a zmienaja si¢ wartosci stalej materiatowej /. Na rysunku 7, 2=10, 1, 0,1, 0,06
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10,03, na rysunku 8, 12 przyjmuje wartosci 0,1, 0,01 oraz 0,0001. Wykresy sporzg-
dzone zostaly w skali logarytmicznej dla naprezen 4 w skali liniowej dla z/a.
Rrzedne krzywej =10 sa pomnoZone przez 10.

052{07)
AT,

g2

w?

il

o 1 z . , 37/

Rys. T

G22{02) ]
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b~ ]
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Rys 8.
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Pezwme

BIMAHWUE HATPETOW TPAHHYLIEL HA PACHPEIEIIEHUE HOPMAJIBHBIX
HATIPAKEHWNA B MUKPOIICISIPHOM FIONVITPOCTPAHCTRE

Hcenenosarts! HOBEOSHES H PACHPEETCHIE HOPMANbHO cocrapnmomedt (nepnes uxynaproi
X OrpaEmMMBAIONICH HOBEPXHOCTH) CHIIOBBIX HAILPSOKERHH, BOSHHKINEX BCISNCTBHE W3MEHers
TeMIEPATyphl HOBEPXHOCTA, M3MeHeHHE TEMTSpPaTypsl HMEST MECTO Ha Kpyre, XOnbile, WIH ¥a
TIePAMEIPE KPYTa TPH COXPAHCHHE YCIOBHSA, UTO TIONBOJMMOE KOJIHYECTBO Teld HOCTOSHUO.
Vicenenoraro Toxe BIMAHAE MATCPHANLHBIX MOCTOANTEIX o ¥ 1* HA PacUpeneneHue HampmKeHuit,
Pesymurarel npepcTaBiensl B BAfe rpadEkos.

SUMMARY

EFFECT OF A HEATED BOUNDARY ON THE DISTRIBUTION OF NORMAL STRESS
IN A MICROGPOLAR SEMI-SPACE

The behaviour and distribution of normal component of force stress fensor produced. by a
change of temperature on a part of bounding plane has been examined. The deviation of tempera-
ture is prescribed on a circle, annulus or circumference of a circle in such a way that the applied
amount of heat is constant. Also the effect of material conslants a, and /2 on the distribution of
normal component of stress has been jnvestigated. The results are shown in diagrams,
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