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SCISLE ROWNANIE AMPLITUDY FALI PRZYSPIESZENIA W OSRODKU
KONSOLIDUJACYM

RYSZARD DZIECIELAK (POZNAN)

W pracy rozpatrzono propagacje fali przyspieszenia w oérodku konsolidujacym. Onpierajac sie
na warunkach zgodnodci drugiego rzedu otrzymano écisle réwnanie amplitudy, Wylkorzystano
je w przykiadzie do wyznaczenia amplitudy fali plaskiej.

1. Wstgp

W ptacy [3] rozpatrzono propagacje fali przyspieszenia w osrodku porowatym
o sprezystym szkielecte nasyconym ciecza. Wykorzystano przy tym najprostsze wa-
runki zgodno$ci dotyczace skokow pierwszej pochodne dowolnej funkeji na po-
wierzchni niecigglosci &. Tutaj postuZymy sie warunkami zgodnoéci drugiego rzedu
dotyczacymi skokéw drugich pochodnych dowolnej funkcji na powierzchni niecigg-
losci &. Pozwoli 10 na otrzymanie $cistego réwnania amplitudy fali przyspieszenia
w oérodkun konsolidujacym.

2. WARUNKI ZGODNOSCI DRUGIBGO RZEDU

RozwaZzmy ruchoma powierzchnie nieciagloéci % o réwnaniach
2.1) Xe=X"(MX 1y, K=1,2, «=1,2,3.
Na powierzchni & krzywe M* tworzg dwuwymiarowy uktad wspotrzednych. Tensor
metryczny tego uktadu jest nastgpujacy:
(2.2) agr=X"g X',H L8y, U@ =0~
Tensor krzywizny powierzchni & zdefiniowany jest wzorem
(2.3) bKLE_N,uKXngaB>
gdzie N® jest wektorem jednostkowym normalnym do powierzchni &. Predkosé
propagacjl powierzchni % wynosi
2.4) U=NX?,.

Niech H bedzie dowolnym obszarem, w ktérym z zalofenia wystepuje skok na
powierzchni nieciggloici &. WprowadZmy oznaczenia:

A=JIHE9 B={[H,GENDC! C=EH:aBENaNﬂ’

2.5
( ) Aa=£[‘[{,n1]]=A,a: Bar=§II—I,mﬂ]]Nﬁs AI=|III,I]]! BI={[-H;OH‘:|]N“'
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Przy oznaczeniach (2.5) warunki zgodnosci geometryeznej [2 1 4] sé( nastepiuiace:

[H J=BN"+a"* 4 x X7
[H ]=CN*N?+a"M(B y+ A 50" bpx) (X‘,‘MN"’JrXf’MN“)-é-
+a"M g** X{JM‘X?S {(Alkr—Bbxz) -

(2.6)

Kinematyczne warunki zgodnodel [2 1 4] maja posta

oA
[ +—
[H, ll=~UB+——,

oB ad’
@D [Hul=—U\=CU+  +a% 4 Us)+5

5B )
{[H,m}]=(—CU+ 5 +aRSA,RU,s) N+ a®d X%

We wzorze (2.6), Alyxr oznacza roézniczkowanie kowariantne. We wzorach (2.7)

dH
(2.8) '3}":—H,KQKMgEﬂXf°MXfIt+ H,

jest pochodna przemieszczeniowa [2 1 4]

3. ROWNANIA RUCHU OSRODEKA KONSOLIDUJACEGO

Podane przez Biota [1] réwnania ruchu ofrodka konsolidujacego sa szezegol-
nym przypadkiem réwnah

A+ BEU j=p iy +pUi+bG0-U),

(3.1) : . L
B?? U gt C?? U! g=pi128i+paz Ui—b(,—U)),

w ktérych funkcje materialowe sg nastepujace:

(3.2) A== Ng ;8 +(A+N) 5 5,
' Bf=0ordh, C¥=R&J,

przy czym Af=A%, Bé=plr, CH=CH, 4, N, O, R sg stalymi oérodka.
W réwnaniach (3.1) u; i U; sa wspdtrzednymi wektorow przemieszczenia odpowied-
nio szkieletu i cieczy, b zwigzane jest ze wspélezynnikiem przepuszezalnosei k i po-
rowatodciag f oSrodka zaleznocia b=puf?/k, w ktérej p jest lepkodcig cieczy; pi1,
Pi2> Pas Sa wspolczynnikami dynamicznymi, ktérych dyskusjg i interpretacie zna-
lezé mozna w pracy [1]; wspdlezynniki te spelniaja nierdwnosct

(3.3) P10,  p12€0,  py>0, Ps1Pr2—pP12>0
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4, FALA PRZYSPIESZENIA

Rozpatrujemy przypadek propagacji w ofrodku konsolidujacym powierzchni
nieciagloéci &, na kidrej funkcje
aut (X, t aut (X, 1) . alUi(Xe, ¢ U (X, ¢
G , ( ,  Uix, ) , ( )
axe ot axe at

w(X% 1),

sa ciggle, a nieciggle sa ich drugie i wyZsze pochodne. Mamy zatem do czynienia
z faly przyspieszenia. Ze wzgledu na wygode, rozwaZania prowadzi¢ bedziemy w kar-
tezjariskim ukladzie wspolrzgdnych. W pracy [3] otrzymano warunki propagacii
fali przyspieszenia w postaci
(AG;?NaNﬂ"‘Pn Uzéij)sj+(B§_,1‘?Nafo—Plz Uzaij) §i=0,
(B?fNaNs_Pu Uzaij)sj+(C??NaNﬁ —p22 U?6;) §'=0,
gdzie przez s/ i $7 oznaczono rzeczywiste amplitudy odpowiednio szkieletu i cieczy —
w odréznieniu od wprowadzonych w pracy [3] @/ 1 47, ktdre byly dowolmymi ustalo-
nymi wektorami kolinearnymi z s/ i SV

Z warunkéw zgodnodel pierwszego rzedu mamy

fu!  J=s"N, Ny, (U, T=S'N,N,,
4.2) i M J=—-Us'N,, [U' J=-US'N,,
Eu,inE:Uzst: HU,itrﬁzUzS" .

(4.1

Wezmy pod uwage H=u' i A=U!,. Zgodnie z oznaczeniami (2.5) odpowied-
nie parametry sa nastgpujace:

[« 1=0, [ui1=0,
Ay=llu’ =—Us'N,, Ai=[U' I=-USN,,
A=, =025, A'=[U! J=U%s",
Bi={u  JN=-Us', B=[U! TN=-US",
Cr=[u] y IN* N, C'=[U,,IN*N*.
Pozostale wielkosci (2.5} nie moga byé wyrazone przez amplitudy 5% 1 8%
Podstawiajgc 4!, A", B! do warunkdéw zgodno$ci drugiego rzedu (2.6), i (2.7)5,
otrzymujemy
Tu!,yJ=C'N* NP —a*M (X NP+ XF N9 (s'U) +
+61wa aRSX:'jMXf‘S bKR USE N

, 8 8
[[”,int]]mUz C’+2U23{St+3US’ 5t

U, d=CiN*NO — g (X% NP X5 N (S'U) x+
, taf B o M >
Fa M GRS X X% b USY,

U,
(4.3)

, 8 8
i — 2 i 2 i i
[U! J=U>C4 202 - §'4-3US" - U
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Po zréiniczkowaniu rownan ruchu (3.1) czastkowo wezgledem czasn ¢ mamy

B, J T4y, MaBy pyik
APl (AL AT U

ijk s Pt

>

ijk .

4.4 |

s

vt) u:iaﬁ+‘3?f U:ia.ﬁt + (Bi’;lfy uf‘?t+
LB Ukﬂ) U:ian =p1it, et P2 Vioe b (”i, T Ui, )

aff . J fafty Hafyrrk i of ¥rd oy K
Bij u,aﬂt+(‘Bijk u,yt+Biﬂc U yz)”,Jaﬁ+C U aﬂt+(Cijk Wyt

if =,

+C Ufc?f) U!j,x,g=P1z Uy, ree P22 Ui,zzr‘“b(ui, 1 Ui,n) .

ijk

W rownaniach (4.4) wielkosci

FW , FW
A’aﬁ?:__eﬂ Af_uﬁvz.i
1k Jul duj, oul ’ Lk aul oulduy”’
PW oW
i R T — B afy e
U5 puigulad TV auldujaut
;W PW
Cfm,w: C”:zﬂv =

UL aUS ouk

e aUtauau.

sa funkcjami materiatowymi drugiego rzedu, o ktorych zakladamy, Ze sa ciagle na
powierzchni &: W (u., U}) jest potencjatem.Réwnania (4.4) spetnione sa po obu
stronach powierzchni nieciagioéci . Poniewaz funkcje materialowe sg ciagle.
przeto

(4.5)  AD[ p T+ A5 Ttk 1 14 A TUF ! T BY U, T+

ik
+B;J‘."kﬂ}' [[u:‘w U:iaﬁﬂ +B;;§’” KU:(W U:jgﬁ]]=pl Lt eI P2 LU ]+
| +b(gui,nﬂ— EUt, ) s

B [d? oy D B Tt v T4 B TUS, !y T C LU T+ C L Tl U T+
+C [{Ui‘pt U,j,x,qﬂ =P12 D:”i, wel+ P22 ﬂUi, el — b (Hui, all— [Ui, all) -

ijk
Podstawiajac do ukladu réwnad (4.5) wyrazenia na skoki pochodnych i uwzgled-
niajac wzor

F F
[P¥]=—[P] [PN+[LT¥+[¥] P,

(indeksem F oznaczono wartodci funkcji przed powiterzchnig niecigglodcet), otrzy-
mujemy uklad rdwnan okre$lony amplitudami fal:

(4.6)  AY[CIN,Ny—aM (X" NP+ X" N (3U) g+ M a®S X X ¥ byrUs'] +

F o F F
AL [ 50 N, N (il — Us* N —u?, 0l T+
F F F F
+A;.;:M [(Mfrz.ﬂ + 'Sj Nﬂt Nﬂ) (U:‘vt —Us* Nﬁ')* u;jaﬁ Ufc?r} +
+BS[CIN, Ny—a®™ (X NP+ X5 N (STU) o+ a ™ a®S Xy X byp UST]+
F F F F
B [(UY 4+ 89 N, Np) (¥, — Us* Ny — U b 1+

ijk
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F F F F
(4.6) B U+ 8T N Np) (UK, —US*N) - U UF =
[ed.]

0 d
— 2 i 2 L i +
P.u (U C+2U 5t s+ 305 57 U)
- J , 6 I
+912(U2C1+2U2_5}—St+3US!EU) +b(s'=8HU?;

4T)  BU[CI N, Ny— @™ (X% NP+ X" N (57 U), o+ aM a" X2, X b Us']+

r F F F
+B, 55 [(u! 487 N, Ng) (u*, — Us* Ny —u! o, 1+

ijk

F F g
F B (W g+ 8 N, N (U, — USN Y=, U T+

ijk

+Coizf [éj N, NB_QKM (X?MNB-FXfM st) (Sj U), K+aKMaRSX:SMXT3bKR USJ}+

F F F.F
+Cr;rfy (U + 87 N, Np) (”fw — Us* Ny)— U,Jaﬂ Uyl +

» T
F ¥

F F
+C (U + 8 N, Ny) (UF,, —US*N)Y- U7, UX 1=

k
s Y

J J
o 72 i 2 i Tl +
plz(U e R U)

mt mrrn O 0 .
+p22(U2C‘+2U251S'+3US‘"57U)mb(s"~S‘)U2.

Z warunkow propagacii (4.1) wynika, Ze rzeczywiste amplitody mozna przed-
stawi¢ nastepujaco:

{4.8) : slm=icat,  S'=d',

gdzie « jest skalarowym parametrem; na ogdt r=x (X% ¢). Po pomnoZeniu réwnania
{4.6) przez 5%, (4.7) przez S, dodaniu stronami, uwzglednientu wzoréw (4.8) 1 wa-
runkdw propagacii, otrzymujemy roéwnanie

4.9 (u“"aKM(X‘fMN”+XfM N9 (el g+ {o—pye+

2 CU(2 5K+3 5U)
+ frt=—C, Uﬁ K’Tst :

w ktérym wprowadzono nastepujace oznaczenia:
=AY @ & + BY (@ AT+ a? AN+ CT AT A
w=bU?(at— A" (o' - A4},
(4.10) B={[A,% a' a’ + B, (a' A’ ~|-.¢sz1")¥r C

1k ik

’aﬂvAiAj] ak+

ijk
'

+ A dt @l + B (@t A @ A+ C P A AT A N, Ny N,

F
pe=[A 5 gt o + B (Al !+ AT a') + C S AT AN N, +

ijk

F
-I—[Ai;.zﬁ?a'i Clj+Bf’“‘B?(Aiaj+Ajai)+C””‘MAiAj] N, Nﬂ U:cw_

ijk ijk



282 . RYSZARD DZIECIELAK.
_ F
(A0 d A A AT B A+ B AN W+
. . F
+(B ¥ a a4 B @A+ C A S+ C A AN U, VUK N, +
+ oM GRS X B X b U
(4.11) Co=pud @+ 2p 1, @A +py AL

Rownanie (4.9) jest nieliniowym réwnaniem réizniczkowym okreslajacym  skalar
ic; parametr ten pozwala na znalezienie rzeczywistych amplitud zgodnie ze wzorami
{4.8).

5. AMPLITUDA. FALI PLASKIES
Zatozmy, ie w oérodku propaguje sie fala plaska. Uklady odniesienia {x!}
i {X*} sa pokrywajacymi sie ukladami kartezjanskimi. Powierzchnia nieciggloéci &

jest powierzchnia X'=const. Poniewaz {ront fali jest plaszezyzng, mamy wige N,=
=N*=(1, 0, 0). Réwnania powierzchni nieciggloéci & [4] sa nastepujace:

(5.1) t

I

i 1 1
— 1 Ay = i [:3 —_ v1__
pX @)=Y, X D= X

albo po parametryzacji powierzchni

(5.2) Xl=lUt, X?=M?!, X3=M?.
W rozwazanym przypadku tensor akustyczny

4 B J

(5.3)
B} cl

ma wektory wlasne o/ i 47/, kiérym odpowiada szes$c rreczywistych kwadratéw

predkosci propagacji (szczegdly w pracy [3]). Poniewaz tensor akustyczny jest nie-

zaleiny od X* i ¢, przeto predkosci propagacji U rowniez sg niezaleine od X* i #.
Zgodnie z (5.2) pochodne maja postaé

_ 0
(5.4) . X=|1
. o 0

-0 O

Tensor metryczny (2.2) ukiadu wspdbrzednych M* jest nastepujacy:

' 10
(5.5) | aKL=a’“=[O 1] .

Po uwzglednieniu, ze (xU) (=0 (x i U nie zalezg od parametrow powierzchniowych
F ¥ F ¥ .
M¥) uf, =UF =u! =UJ =0 (obszar przed powierzchnig nieciagtosci jest nieza-
burzony), brp=0 (powierzchnia nieciaglosci & jest plaska),
or

5.6 —
(5.6) 5 U
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i wprowadzenin oznaczen

@ LB
(5.7) 0=
rownanie (4.9) przedstawimy w postaci

dre
dx!

(5.8) 20,02 =~ Bx? — G .

Rozwigzaniem réwnania (5.8) jest fuhkcja.

o
C' i X12C, U2 B LI
o —

(5.9) K=

przy czym (' jest statym parametrem. Zaleinie od tego, czy C, i § maja znaki
jednakowe czy rézne, amplitudy fali mogg zmierzaé¢ do nieskonczonosci dla skon-
czonych wartodci X! lub do zera dla X' dazacego do nieskoficzonoéei. Dia =0
otrzymujemy )

& _
(5.10) ’ K=a€"“xl"20"w_

Jezeli do wzoru (5.10) wprowadzimy staly C=&/Cy 1 uwzglednimy zwigzek [3]
(5.11) 2C, U=C,

oraz, oznaczenia (5.7),, to znajdziemy

(5.12) o= Ceblat =4 XC,

co zgadza si¢ z wynikiem otrzymanym w pracy [3} przy wykorzystaniu warunkdw
zgodnoéci pierwszego vzedu. Przy braku ruchu wzglednego cieczy 1 szkieletu
(' — A'=0) lub w przypadku cieczy nielepkiej (=0) mamy x=C, jak dla jedno-
fazowego ofrodka sprezysiego.

Wzor (5.9) nie pozwala na otrzymanie wspétezynnika x dla ofrodka sprezystego
jednofazowego. Formalne przyjecie @=0 daje =0 dla skonczonych wartoéci X7,
co jest sprzeczne z zatozeniem, e w o$rodku propaguje sie fala. Dla #=0 palezy
oddzielnie wyznaczyé x z réwnania

dic B ,
(5.13) ?XMT: —WIC s
ktérego rozwigzanie ma postad
|
(5.14) W= —BXI .
BT

Warto§¢ 1/C, jest amplitudg poezatkowsy fali przyspieszenia w o$rodku liniowo
sprezystym (na plaszczyznie X!'=0). Przy pominieciu efekidéw drugiego rzedu
(F=0) otrzymujemy dla oérodka liniowo sprezystego x=const.



284 RYSZARD DZIECIELAK

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIY

1. M. A, Biot, Theory of propagation of elastic waves in a fluid-saturated porous solid, J. Acoust.
Soc, Am., 28, 2, 168-151, 1536,

2. P. 3. CurN, Selected topics in wave propagation, Noordhof International Publishing, Leyden 1976.

3. R. DzigcieLax, Fala przyspieszenia w osrodicu konsolidujacym, Rozpr. Inzyn,, 26, 2, 1978,

.4, Z. WeSoLowskl, Zagadnienla dynamiczne nieliniowej teorii sprefysiosci, PWN, Warszawa 1974,

PesmwomMme

TOYHOE VPABHEHME AMIUTHMTYLI BOJIHBl YCKOPEHHMA
B KOHCONUAPYIOIIEW CPEIE

B pafoTe DPAcCMOTPERO DACHPOCTPAHEeHuie BOAHLI YCKOPGHUWHX B KOHCONMAHDYIOUSH cpeie.
Omipasick Ha YCAOBEAX COBMECTHOCTH BYOPOTO NOPRIOKA HOMYYeHO TOUHOE YPARHEHHE AMBIHTYAbL.
OHO MCRONL30BAHO B MPHMEDE IAA OUPEACICHAA AMMIHATYAB! IUIOCKOH BOJSHbL

SUMMARY

EXACT EQUATION FOR THE ACCELERATION WAVE AMPLITUDE IN
A CONSOLIDATING MEDIUM

Propagation of an acceleration wave in a consolidating medium is considered. The exact equation
oi the amplitude is obtained on the basis of the second order compatibility condilions; it is applied
to the example concerning plane wave amplitudes.

POLITECHNIKA POZMNANSKA
INSTYTUT MECHANIKI TECHNICZNEJ
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