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TARCZA SIATKOWA DOWOLNIE OBCIAZONA

JAN LEWINSXI (WARSZAWA)

W pracy rozwaza sie problem tarcz siatkowych dowolnie obcigzonych wzdluz diugosct swoich
pretow. Przedstawia sig sposéb obliczania dodatkowych wyrazoéw pochodzacych od dowoinego
obcigzenia pretéw tarcz siatkowych. Wyrazy te, wprowadzone do znanvch z pracy {1} réownai
opisujacych zagadnienie statyki tarcz siatkowych, ckreflaja wplyw obciaZenia dzialajacego na prety
—na wartosé i charakter przebicgu sii wewngtrznych. Praca itustrowana jest przyktadami szczegdl-
nymi, wzasadniajacymi potrzebe stosowania proponowanei metody rozwigezania,

1. Uwaat WS’E‘I@PNE

Praca stanowi rozszerzenie prac 1,2, 314] na przypadek tarcz siatkowych
obciazonych dowolnie wzdluz dhugosci swoich pretow. ObciaZenie tego rodzaju
wystepuje np. w pizypadku tarcz wirnjacych lub poddanych przyspieszeniu. Celem
pracy {podobnic jak bylo w przypadku pracy [4]) jest podanie ogdlnego sposobu
okreslania pewnych dodatkowych wyrazéw bedacych funkcjami obeigZenia pretow.
Wyrazy te wprowadzone kolejno do réwnan réwnowagi pretow, zwiazkéw fizycznych
i réwnan réwnowagi tarczy pozwaiajq okresli¢ wplyw obciaZenia pretéw na wartodei
przemieszezen oraz sit wewnetrznych tarczy, W pracy wykorzystuje sig ogdlna metode
rozwiazywania zagadnien statyki tarcz siatkowych opracowana w monografii [1].
Zgodnie z ta monografia stosowane jest nazewnictwo i symbolika. Praca ilustrowana
jest przykiadami szczegdlnymi, uzasadniajacymi potrzebe stosowania proponowa-
nej metody rozwiagzywania tarcz w przypadku ztozonych obciazent.

2. OPIS ZAGADNIENIA. ROWNANIA ROWNOWAGI PRETOW

 Rozwazana tarcza siatkowa przedstawiona jest- na rys. 1. Opis geometiyczny
tarczy zgodny jest Ze stosowanym w pracach [l i 4]. ObciaZenie tarczy stanowia
sity Py, i momenty L, zaczepione w wezlach; sity skupione Bzt 1 Tz, dzialajace
pa prety siatki prostopadle i stycznie do nich, momenty skupione ;) oraz dowolne
obcigzenie ciagle g, 1 i A6 dzialajace na prety (4==1,2; i=1,2, .., n; 5=1,2).
PoloZenie obciazenia dzialajacego na prety okrefla sie za pomocy lokalnej wspoi-
rzednej &4 o poczatku w wezle poprzedzajacym dany pret.
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Lap=V922

Rys. 1

Lap=V911 >

Zgodnie z [1] obcigZenie dziatajace na tarcze moZna napisac nastepujaco:

P=ge 2, i;i ?}ﬂ e? Fi m o e, AB)
- Ve ® = —~ 5 iy = o 5
Vg 4 4 l/gBB 4 A l/gAA

@0
(B=1,2).

Rys. 2
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Rys. 2 przedstawia dowolny pret siatki obeigzony sifami i momentami zewnetrz-
nymi oraz skiadowymi napigcia wewnetrznego. Na rysunku pokazano dodatnie
zwroty tych skladowych. Rdwnania réwnowagi preta majg w tym przypadku naste-
pujaca postac:

j:’=—-.9-:1-—3'-:, J’a':_v/VA—-/ia;

{(2.2) . . o N .
M a=— M 4+ ap3 l/gAA'/VA“"fZA (eqps=1£1),
gdzie
. EAZ EA;;
3’—A=23‘T+ f i,df,, A ZPI‘F f Gadt,,
(23) 5,11 é
n Az
Z, = ;Z’ 3A113 [2 (8aa— éA)P -+ f (l/gAA EA) fjAde]
i=1 i i

Wzory (2.3) okreslaja dodatkowe wyrazy wynikajace z obciaZenia pretow i odroz-
niajace réwnania (2.2) od analogicznych stosowanych w pracy [1].

3. ZWIAZKI FIZYCZNE

Rys. 3 przedsiawia odksztalcona posta¢ dowolnego preta siatki. Odkszialcenie
to, dla celéw niniejszej pracy, opisuje si¢ za pomocy katéw zgiecia w, i w, oraz

wydhizenia wzglednego ¢, = 7: (A4 oznacza wydinzenie bezwzgledne préta.).
a4
Wielkosci te dajg sic wyrazi¢ przez skladowe stanu przemieszezenia V i & (rys. 3)

74 pomocg wrorow podanych w pracy [11.

P 24
Ag——
A@S} e, A A
eb o
Ya V—{M )v
o X M B@A” &9
I I S
2] A
|
A . G je-rra)0

V=% e, , f=wey
o o [ .
V=¥e;, W~te,, e=c, 2 - o
4= %esz, Ym¥ies, A4~ wydiusenie preta
’ 4~ CA '{gTA. 4~ Wi preta}
Rys. 3.
W dalszej czefci pracy wzory te uwazane beda za znane. Dla okredlenia zwigzkow

fizycznych dotyczacych rozpatrywanego zagadnienia zastosowana zostanie zasada
superpozycil.
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Rys. 4.

Obcigienie dowolnego preta mozna podzieli¢ na przyweziowe i dziatajace wzdhuz
jego dlugodci. Z obcigzeniami tymi stowarzyszone sa odpowiednie czedei catkowitego
.odksztalcenia pigta, Na rys. 4a i b przedstawiono schematy obliczania katow zgigeia
danego preta. Zgodnie z nimi mozna napisaé 3

(€ R ) I 7 7 Lo J;j;,
-gdzie
; l/g;; o ot . ]/gAA o .
(3.2) o WaT 6d QRM—Myy., wu= o (Ma—2M ),
- A

przy czym d, oznacza 'sznyiioéé gietna danego preta. Katy. v/, i-ﬁu; sa wywolane
momentami przywezfowymi, Natomiast katy ', i/, sa to dodatkowe katy zgiecia
wywo-lane obciaZeniem zewngtrznym preta. Ich istnienie odréznia rozpatrywane za-
gadnienie od dotychczas opisanych [1 1 2]. Katy te mozna obliczyé dla szczegdych
postaci obcigZenia preta dowolnym sposobent, znanym z teorii belek. W pracy katy
te uwazane beda za znane. Na rys. 4c przedstawiono schemat obliczania wydhuzenia
wzglednego dowolnego preta. MoZna napisad

(33) ea=t 8, =T aldoste) .

Tutaj &/, oznacza wydhizemie preta wywolane silami przywezlowymi oraz

~

1 n ’ E_‘u - EAz L4z

G4 o= 4417}# [ M e [ ([ udt)da+( [ ) cs]
) 4] Ad ~ i~ .

i=1 Ea1 &4 £d41
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ornacza dodatkowe wydhuzZenie preta spowodowane sitami zewngtrznymi dzialajacy-
mi wzdhuz preta (do, jest to sztywno$é podluzna preta). Tak wige zwigzki ﬁzyczne
dla rozpatrywanego przypadku mozna napisaé w postaci

- 2C’A+€A . A
My T (2WA+ WA) 2- Fu=dogea—Cou,
‘ l/gAA l/gAA - :
(3.5 ) ~
* 64 o CA"i‘CA Zy ]
b | S i 2L
A= E4ns Zan (wa .WA) T ]/gAA
gdzie
(3.6) Cy=da W;’ , . Cu=dy ‘f?f,;’ ’ Cou=dosty

stanowia dodatkowe wyrazy wohodzatce do zw1qzkow fizyczriych, okreslajace wplyw
obciazenia pretéw na- ‘warto$ci sit i momentow przyqulowych

- 4 RC')WNANIATR(')WNOWAGI 'I‘AR:CZY

Zegodnie z [1] stanowig’ je rownania rownowagi dowolnego wezla siatki obcia-
zonego silami zewnf;trznym1 i przywezlowymi. WyrdZajac te ostatnie przez skladowe
stanu przemieszezenia (za pomoca. zwigzkow. fizycznych (3.5)) moZna réwnania
réwnowagi dla rozpa.’rrvwanego zaga.dnlema napisac w nastepujace] postaci opera-
torowej: -
FEY P o= FL 2 Fly,

(CAY) o
FArVI"}'FAw:FOg_i“—i?-FAD (T, l=1,2),

gdzie \

FI{) = —(g;‘“+F,§)(1+(SB) {(8’; A) ¢! +§A)[ ]/— (C()A JA)+

* gBt ZA 6 s a‘
+ 8y —( — T T (CA+CA))] éoa““
” ]/gBB I/gAA Baa /8,4A

(42 o

* 6 )
o ALY
]/gan [SAB;(gA (CA+ CA) ]/gAA) '/VJ}

2 2 :
Fuo=(1+35g) [(1 +84) l/———— C+ CA) o (CA+26A)] .

Faa

Operatory (4.2) okreslaja dodatkowe wyrazy wystgpujace w réwnaniach réwnowagi
pochodzace od obciazenia pretéw. Wyrazy te chaiakteryzuja wplyw tego obcigZenia
na ‘warlodci przemieszczen ¥ i @ wezlow tarczy. Postaé pozostatych operatoréw
uktadu réwnan (4.1) jest znana [5]. o
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5. PRZYKEADY TARCZ

5.1. Tarcza biegunowa

Rozpatrywana bedzie tarcza biegunowo-symetrycznie obciazona (rys. 5). W tym
przypadku wszystkie wielkoéci zwiazane z tarcza sg funkcjami jedynie wspotrzednej
promieniowe]j &1, Zakladajac, Ze obcigZenie jest symetryczne wzgledem osi x (rys. 5)
stan przemieszczenia tarczy okreslimy nastepujaco:

€
’ (51) V::%&}F, 2=0.

Rys. 5.

Zwiazki fizyczne sprowadzaja sig do postaci

. & .~
91=d01T_ 0t 371=_«9P1_9-1,

ay

. T , 1

(5.2) Fi==Ty=doy=—Cos,  Ma=Mo™ = i,
o - m
«/ﬁz=—%{z=wcz,'rsin7.

Pozostale wielkodci przyweziowe sa tozsamosciowo réwne zeru. Uklad réwnad
réownowagi (4.1) sprowadza si¢ do jednego réwnania o nastgpujacej postaci alge-
braicznej:
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d(}l) l:( dol) (dm) (doz) 0’-] .
1 ¥\ + +2{— St — | # e 1y —
( p len (&) P e P &1y » @i 2 (E1+1)

(5.3)
01 ~ ~
- —) %ng):P(ng)‘*‘éol(fl)*C01(§1+1)+9_1(€1+1)+
Py
- Lo - o
+ 2C02(§1+1} Sln? + v4/2‘(<‘,‘1+1) COSE .

Wyrazy wystepujace po prawej stronie tego rdéwnania zalezq od konkretnej postaci
obciazenia.

a) Przyklad szczegdlny tarczy wirnjacej z predkodcia katowa £2 (rys. 6). S
dane: masa whadciwa p oraz przekroje pretow A4y Na dowolny element preta
promieniowego dziala sifa

(5.4) 7 de,=puQ® 4, (r+$1)d§1 (OSELQP),

na dowolny za$ element pr¢ta obwodowego sita ¢, d€, o skladowych

o
cos? 5
> *
Goda=p@* Ayr*—— ~ _ da,

o,
cos? (? ﬁoc)

cosz_;— tg(% - o*c)
do {0

(5.5)

I/
Qs
M
&

B do=—pQ? A, r?
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Wyrazy dodatkowe w tym przypadku majg postaé nastgpuiges:

~ . ~ 1 -
o/Vé=].LQZA2FZSIHD(,, C02=?M.QZA2}F2§1HZ —2—-,
1Ty e 1P Py LI 1 ! 2 )
A 1 a
Co= ol —?,uQZAz'r“ cos?sm —2,

Przyvkilad liczbowy. Rozwigzano zag'adnienie‘tarczy z rys, 0 dla nastgpujacych
danych: Aye=dsey=d, pey=p doicen = dozer)= oy #=60" oraz naste-
pujacych warunkc’)w‘br:zé:gf;j(.)wych: %,'uo, Ay y=0. Wyniki przedstawiaja wy-
kresy zamieszczone na rys, 7. B ' \*

Dla poréwnania tg sama tarczq.rozwaiono W‘Sposéb przybliZény, sprowadzajac
mase¢ tarczy do wezléw. W ten sposob uzyskano obciaZenie taiczy praylozone wy-

- Sity wadtuine - T Sity Momenty

3§,91C poprzecene I gngee

3580 4842C ! 52090 . ASC

0
5658 ¢ : TIRPA
S LLLLIJ_I?EIC r iy 4
7708C l\
t
\—\:’:,:’;:’ Htpuyugs: =ncaparitf B
£ [
e L) 30,62¢
2 870 —:‘3 AR L 37680
£025¢/ <=
[ :
[ '
7533C/ 69.25C, C'é‘ y Q% PZ -rozwigzanie scishe
T — ——— rozwigzanie przyblitone
Rys. 7.

facznie do wezléw, co odpowiada metodzie znanej z pracy [1]. Wyniki rozwigzania
naniesiono linia przerywana na wykresy z rys. 7a. Widoczne sa istotne roznice
w warto$ciach i przebiegu sit wewnetrznych. Najwiekszy blad rozwigzania przybli-
zonego dla sit normalnych wynosi okoto 57%;.
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5.2, Tar cza prostokgtna

Rysunek 8 przedstawia dowolnie obcigzong tarcze prostokaina. quly 81atkl
moga doznaé dowolnych przesunigé w Iderunkach obu osi Wspolrz.qdnych oraz

obrotow, Zw1a:zk1 fizyczne (uwzgledniajac [1]) prredstawimy w postaci

’ . 6dA
Ny = Eaps { [

8
2—= 5AVB+(2+5A)CO]—

]/gAA

' 24, | *ABS 2 - o
Ay T —3—— 0P+ (3+8)w|-———02C,+C),
V 8aa gAA o 844
C S . }
o 2d, g 2 - o
Mo T —3— /— (SAVB+(3+2(SA}CO _m‘_(CA-l_ZCA)’
]/3.4,4 V £a4a Baa
. doa ~ . o~ . -
Ta= =0 = Cons  Tu=—T4~Fy, A== ANi— .
84d ’ :
&4
S Gy sl
& I TN A r ) Pm Bt §
5, I - T - ®ey | ,
B 5 o) oy =0
: i) BY ey W |
4. -
A o) (\| & . I 2(E5)
P Gy : 2
1
o a7z 1) :5:7-
o Rys, 8, ’

Roéwnania rownowagi (4.1) sprowadzaja sig do trzech o nastgpujacej postaci opera-
torowej (w=1, 2, 3):

2731 1% 7 SR 1275 R 1
G8) ATV, ot 43 V{‘:‘%-.l,E’“)+A3V(¢‘+1,52+1)+AﬁV(61+2,§2+1_)+
Y2 W72 W 172
+ ALV G, g0y T BY V(a1,¢2+1)+BZV(51+1,¢1)+B'3V(gl-m,gzﬂ)’i‘
+B ]-/,'(4-'1_,.2 £2.4 1)+.B V( I-I,52+2)+C'fw(5',‘52;1)+ng{~='+1,§2)+
_ +C'3W{El+1362+1)_+Ciw(€'1+2,§’+1)+C_gm(§.l+_1,§2+2_)_"_"Fg'
gdzie
1 .
. ‘d()l(gx F24 1 d d, :
e G L a0 LTm 2(51+1,42) 1 forgr, ey
(59) Al= , Al=-12 |, Al= oeshEry

Gy . b(}:z) TN ‘
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d2L£1+1,¢1+1;

(5.9) At= —12 ZEILIIN e (Al 4 AL+ AL+ AL, Bi=B=B;=B;=B;=0,
[ed] (£2+1)
dz(¢1+1 £2) d2(¢1+1 £241) 1
. ’ 1 1
C}=Cy=0, C,=6 T Ci=—6—7———, (3=C+Cy,
] @ +1)
dl_ £, €24 1) d02(£1+1,€2)
M=M= M=M= =0, Bi=—12 5, Bj=——
(D) @2
2 dZ(E1+1,El+1) 2 d02{¢1+1,az+1) 2 2
Bl =—-12—F—— Bi=— _, Ci=C3=0,
Qezg1) by

' dijer, z241)
By =~ (BB ABLAE).  Cl=-6—"5 == C3=Ci+CL,
&t .

dl(t‘,’l +1,2%2+1)

Ci=6—"3 ,  A=43=0,
et 1y
dz(:wri, £2) dZ(EH- 1,8+1) 3 3 3
A3=—6 Ad=6 g, M= —(A]+4D),

2 ’ 2
b(éz) 2 +1)

dl(.-;t, E2+ 1) d2(§1+1,¢’1+1)

B3=6——4+——, Bi=0, Bl=—6— 3 , Bi=-—(Bi-+B)),
Gy Gt 1y
d d 1 d.g; 2
B§’=0, Cizzw, Cg=2——£ﬂ, Ci:z_ﬁ,l_ﬁﬁfil
ey by a1y
dg(l ;
Ci=p 2 ILEID | e (O34 CECY),
' bige 1)

(€2+€2)(§1+1, &) 6 (62+62)(61+1,€2+1) -

2 2
[3) b{f" +1)

= pl
Fo=Payi,oentNagues, o6

Zoar,ey | Lo, e41)

b(";z) b{fz'l'l) ’
2 —p2 N B (Ci+Cilen, 541y +E (Cl"’cl)(&l+1,¢2+1)+
0 (E1+1,82+1) 1(81,82+1) a* az
@ @)

-IL Zigery Lyt rery

3

ygy - Beig 1y
(62+26‘.-’2)(,::+1,§2) (262+ 52){§1+1, &2+1)
Fg:.,(ﬁ@q.l,gzq.;,)‘}‘z b +2 b +
(22) {s2+1)
s (€, 4+2C ), ey +2 @CHCr o4 v
Qygay diz1+1)

a) Przyklad szezegdlny tarczy poddanej przyépieszenin a; (rys. 9a). Znana jest
masa pretow u oraz ich przekroje 4,. Na dowolny element pretéw wzdiuznych
i poprzecznych dzialaja sity odpowiednio f, d¢; i §, d&, nastgpujace:

(5.10) ) dzlmyakAl dgl » T2 dzz=ﬂahz42 dEz .
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(4  Wykres sit normalpych

£24
0 242¢,
(6,1) e ! L i 31
. y, 2452
I U‘SC fazt i ol
i) | — 2974C
— g 19710, s LR
Eé | 04416, 00960,
7 = | oo T - g,
1,8, | 056, h
05596,
b@Z) -—-b I
4 py=b i
(01 i

yel b Wykresy sit poprzecznych

0798, 12796, 09526, 471G,
pa 1/

? t 7 38¢, \/$
ust A | T TR,
: 7 902 G3876C,
gii;ga g ga7IC, * 5 045723
12796, TGy | some M676 G
—= D (/) Y—*—b

/qﬁ%ﬂi/ %f/ 233166,
I .

025650, =
Wykresy mormentdw
030450, gngcych

' POEWIgZANte Scisle
————~ roEwigzanie preyblizone

P

1, 1
£ ? ¢
8,5 - q2170, 03%26 G,
&
5
T ELEE

- Qad6BE,

Cp=yay Ab

Rys. 9.
Wyrazy dodatkowe sg w tym przypadkue naswepujace:

9:;=HCI;;A1.Q: ,93:0, b/%:ﬂahAzb’ ./Vi=0,
N o ) i
(5.11) Zy=pandy -, Zi=0, Co=—pamdia, Co=0.
o 1 .
az:"éz:'—ﬁﬂakz{zbsy 61”——"’€l=0-

Przyktad liczbowy. Tarcze 7 rys. 9a rozwigzano dla nastepujacych danych:
ay=bny=b, A1=4Ay=A, di=dy=d, doy=do,=d, oraz b? dyfd=400.
Warnnki brzegowe przyjeto nastgpujace: Vo _1)=V(5, 1,=V(0, )=V (s, -1,=0.
Przyklad dla tej tarczy rozwiazano dwukrotnie: §cifle wg opisanego sposobu
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oraz w sposéb przyblizony, sprowadzajac je) mase do weztéw. Na rys. 9a przedsta-
wiono wyniki dla sit normalnych, a na rys. 9b dla sit poprzecznych i momentéw
gnacych. Rowniez w tym przypadku widac istotne réZnice w rozwigzaniach. Sredni
btad rozwigzania przyblizonego wynosi okolo 35%;.

6. UWAGI KONCOWE

W przypadku obcigzen skupionych bledy rozwigzan przyblizonych sa réwniez
naczgce 1 tym wigksze, im wigksza jest nierownomiernoé¢ obcigzenia. Dla typowych
obcigzen pretow obliczanie wyrazéw dodatkowych daje sig zautomatyzowaé, co
wlatwia obliczenia na komputerach.
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PeswmMme

HPOM3IBOEHO HAYPYKEHHBIY CETOYHLIN OHCK

B pabore paccmalpusaercst npebreMa COTOWHEIX JECKOB HPOH3BONBEHO HATPYKEHHBIX BAONE
AEHEL cBOWX crepxsci. Ilpencrasner croco® pacdera HONOIAWTENBHSIX WICHOB NPORCXOIMIMX
H3 IPOM3BOALHOMH HATPY3KE CTEPIKHeH CeTOYHBIX OUCKOB. DTH UNEHLI, BBCICHHEE B WIBECTHLIC W3
paboist [1] ypasHeRHA, ONUCHIBAIONNE 3a5aYy CTATHER CETOURLIX AMCKOB, OUPSHCIAIOT BIHAHAE
HATpY3KH, HelicrByroumell Ra CTCPXHE, Ha 3HAveHme B XapaKTep Xoka BHYTpeHRmx cui. Pabora
WIMOCTPAPOBaHA YACTHLIME NpUMEpaMH, OOOCHOBRIBAIOHMY He0DAOEMOCTE NPAMEHSHMS
TPEIATAEMOTO METONA PELUEHHd. :

SUMMARY

ARBITRARILY LOADED LATTICE PLATE

Plane state of stress in lattice plates arbitrarily loaded along individual rods is considered.
The method of evaluation of additional terms is presented, resulting from the arbitrary loading
of rods of the lattice plates. The terms are then introduced into the equations (known from [1])
governing the statics of lattice plates; they determine the influence of loads acting on the rods on.
the value and character of the internal forces distribution. The paper is itlustrated by several examples
demonstrating the necessity of using the method of solution proposed in the paper.
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