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'STATYKA I DYNAMIKA BELKI NIESKONCZENIE DLUGIEJ NA
DYSKRETNYM PODLOZU _SPREZYSTYM

JERZY RAKOWSXI (POZNAN)

" Rozwiazano problem zginania, skrecania oraz drgafi poprzeczaych i skretnych nieskonczonej
belki, ktorej wezty oparte sg na linidwych i obrotowich podporach sprezystych dyskretnego pod-
toZa winklerowskiego I dwuparameétrowego. Do obliczed przyigto dyskretny model uldady i za-
stosowano meétode réwnat rozicowych, ktéie rozwigzano wykorzystujac dyskretng transformacje’
Fouriera. Wyniki okreélajace przemieszczenia wezlow i sify wowngtrzne otrzymano w postaci
zamknigtej dla dowolnego obcigZenia belki. Podano réwniez rozwiazania dla. belek pélnieskon-
czonych dla réznych warunkéw brzegowych. W analizie ustalonych drgan poprzecznych belki
uwzgledniono wplyw momentow bezwiadnodci obrotowej mas wezlow przyjmujac, o kazdy z W
ziow ma 2 stopnie swobody dynamicznej. W opisie drgad wykorzystano ujecie falowe zjawiska,
okreslajac zakresy czgstosci drgafd dla roZnych typdw rozchodzenia sie zaburzen. Rozwigzanie
problemu harmonicznych drgan wymuszonych (popwe..znych i skr@tnych) sformtﬁoWano roéwniez
w postaci analitycznej,

1. Wstep

Problem zginania i drgan belki nieskonczenie diugiej opartej na winkierowskim
podlozu spreZzystym ma bogata literature, Szczegolowe omdwienie tych zagadnieri
moZaa znalezé m.in. w pracy W. Nowacgieco [10]i R. Swirk [14]. Przedstawione
tam rozwigzania dotycza belek i podloza sprezystego traktowanego jako ukiady
ciagle. _ _

W pierwszej czesci niniejszej pracy rozwazano zginani¢ nieskoficzenie dhugiej
belki opartej punktowo na liniowych i obrotowych podporach sprezystych (uklady
takie o budowie dyskretnej spotyka si¢ w praktyce inZynierskiej w postaci na przy-
klad szyn kolejowych, belek podsuwnicowych itp.). Do rozwigzania problemu
zastosowano metodg rownan roznicowych, ktéra rozwinaf ostatnio W. GUTRKOWSKI
[6] i. R. Swrika [13]. Dzigki zastosowaniu dyskretnej transformacji Fouriera po-
danej przez 1. BAsUSKE [1 7 2] otrzymano wyniki w postaci zamknigtej, pozwalajace
na okreslenie przemieszezefi pionowych i katéw obrotu wezléw belki dia dowolnego
jej obcigZenia. Omawiany problem rozszerzono o przypadek zgmama belki pdi-
nieskonczonej dla réznych warunkéw brzegowych., Okrelono réwnicz sposcb
uzyskania rozwigzania dia belki opartej na dyskretnym podiozu dwuparametro-
wym, zdefintowanym przez R. Swrrkg [12]. W drugiej.czedei pracy rozwiazano prob-
tem ustalonych, nietlumionych drgaf harmonicznych nieskoficzonej belki w njeciu
dyskretnym przyimujac, ze ruchowi podiegaja wezly, w ktérych skupiona jest cala’
masa belld. W procesie drgan uwzgiqdniono, ze kazdy 7 wezléw ma moment bez-
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wladnodci obrotowej masy rézny od zera (wez'y maja po dwa stopnie swobody
dynamicznej: niezaleZny przesuw i obrét).

W pracach omawiajacych drgania uktadow dyskretnych jak np. w monografii
L. BRILLIOUNA i M. ParopIEGo [4], w artykule 1.1. BOBROWNICKIEGO 1 W.P, MASLOWA
[3} oraz D.J. MEADA [9] uklad traktowany jest jako ciggly z okresowymi nigjedno-
rodno$ciami. Modele takie uzyteczne sa przy analizie drgan o wysokich czgstotli-
wosciach. Ujecie dyskretne za$, jak zauwazyt M. HeckL [7], jest szczegdlnie przy-
datne w przypadku, gdy dtugosé fali rozchodzacego sig zaburzenia jest rzedu odstepu
miedzy weztami, co odpowiada drganiom w konstrukcjach inzynierskich. W niniej-
szej pracy w opisie drgan wykorzystano ujecie falowe zjawiska podane m.in. przez
F. C. CrRaWFORDA W monografii [5]. Przeprowadzono szczegbtowa analize postaci
drgan wymuszonych przez dowolne obcigzenie harmonicziie zmienne w czasie.
okredlajac zakresy czestosci drgan, dla kidrych generowane drgania przyjmuja .
postaé fali eksponencjalnej i biezacej. Okreslono rowniez wplyw wartodcl momentow
bezwladnodci obrotowej mas weziow na postaé i charakter drgafl. Wszystkie wyniki
uzyskano i podano w postaci zamknietej. - .

W pracy podano réwniez rozwigzanie problemu skrecania i ustalonych drgad
skretnych regularnej belki o nieskoficzonej dhigosci.

2. Z.GINANIE BELKI

Rozwazmy pret nieskonczenie dlugi, ktory w wyodrebnionych punktach, nazy;
wanych wezlami, obcigzony jest skupionymi sifami P, i momentami I,. Wezly o sta-
tym rozstawie @ sq sprezycic utwierdzone i oparte na dyskretnym podiozu spreg-
zystym. Fragment omawianego ukfadu przedstawia rys. 1.

Wzory transformacyjne metody przemieszczen, po wprowadzeniu do nich ope-
ratora przesunigeia Boole’a [E] (f)=/i+.], maja postaé {dodatnie kierunki sit we-
wngtrznych zaznaczono na rys. 2): '

2ET
P a2 [(E:1+2)¢r+3(E:1—1) wr]a
: 2EI
MF:: a2 [(Er+2) ¢,-""3(E,-"—1)W,],
(2.1) : GET
Q.= —— (BT +1) &+ 2, * =D wi,

— GET
0,.= M“—GT [(Er+ I) &,—2 (E_' }) w].

Wykorzystujac (2.1) w réwnaniach réwnowagi ‘sit dziatajacych na wezel r otrzy--
muje sig '
. a".’.
(E,+E7+4) @,—3 (E,—E7 ") w,+ 2K, &, — 5 W=0,
(2.2) 7 &
(BE,—E-"Y) @, —2(EA+E ' =2} w+ 4K, w,— mgg;P,:O,
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gdzie EI oznacza sztywnosé belki na zginanie,

_ aX
° . 4EI’
przy czym x oznacza wspofezynnik podatnosci obrotowej sprezystego utwierdzenia
wezia,
Cad
K,=px, 1=y

przy czym x oznacza wspélezymik podatnoéci liniowej dyskretnego podloza spre-
Zystego, oraz gdzie w, oznacza przemieszczenie pionowe wezla r belki oraz g, kat
obrotu wezla v (@, =agp,).

Rys. 1

P.
oo T2 TN P, mumji(nz 2
S 4 ¥ Pt Q/‘m; £

-2 -1 2
%,r . r%’r . %r . iﬁ'la %H

L k)

3
il

Rys, 2

Niech rozwazana belka obcigzona jest tak dobranymi silami i momentamis

o
#¢ zapewniona jest zbieinod¢ szeregn 2 [w,), tzn. ze lim w,=0. Wowczas uktad
— r— 40

réwnan téznicowych (2.2) mozna rozwigzaé stosujac dyskretng transformacje
Fouriera [1, 2] zdefiniowana nastgpujgco:

Feo S ira . = ! - —fr‘ez.
2.3) Jey= D fre f,—-E"{f(a.)e do.

F=—0c0

Wykonujge na uldadzie réwnaf (2.2) transformacje Fouriera zgodnie z (2.3)
otrzymuje sig nastgpujace transformaty ugie¢ i katdw obrotow:

3 ~
W) =2uB («) [[(COS a+2+K,) B(w) +-:z—i sin oI (0{)] ,

(2.4) 9 ~
@ (0)=6uB (a)[—««i sin ocﬁ(oc)+?(l —cos e+ K,) sm(ac)},
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gdzie
B (o)y=[(1 —cos &) + 2K, (1 —cos u)+2K,, (cos a+2+ KN

2.1. Belka nieskonczona

Wzory na ugiecia i katy obrotow wézléw belki nieskonczenie dlugicj uzyskuje
si¢ wykonujac na wzorach (2.4) transformacje odwrotng.
Tak wiec -
W, = = f (cos a +2+K,) P (oc)+—~(; isin oM ()| B (o) e dat,
2.5) o
-k [ [ KM ]B -ira g
@, g _{ i sin af (&) 2 (I—cosa+K) M@} Blwe fo.

Zaznacza sig, Ze wzory (2.5) maja zastosowanie réwniez dia dowolnego, migdzy-
wezlowego obciazenia belki: P, i 9, stanowia wdéwczas sumy- reakcji brzegowych
w wesle r przeset [r—1 ;r] i [r; r+1] obustronnie utwierdzonych.

Przyjmijmy dla przykiadu, Ze na belke dziata obcigzenie w postaci jednej sily
skupionej P,=Pd, , 1m0mentu§lﬁ =M, , (,,, oznacza delig Kroneckera). Wowcezas

(2.6) B(a)=Pei®, T (o) =M,
Podstawiajac (2.6) do (2.5) otrzymamy

2u

L] : 3 .
= f [P(cos o424 K,)cos(r—p) oc-!--;iﬁsin asin(r—p) ol B («) do,
) ’ -

T
@7

N
| g

4 2
f [P sin o sin (r —p) cx‘—— M-(1 —cos a-K,) cos (r—p) oc]B (o) dat.
0

Funkcje (2.7), po przyjeciu tam odpowiednio £=1 i M 1 mozna uwazaé ﬁko
.analogony funkcji Greena dla jednowymiarowego ukladu dyskretnego. '

Jezeli wszysikie wezty belki obcigZzone sa réwnymi sitami P,=P==const (IN,==0),
to ugiecia i katy obrotéw wezléw oblicza sig ze wzoru

(2.8) {w,; 0= Z {w, (P=1); $r(P¥1)}PJ-

j=—o
Koriystajacc z twierdzef o zbieznodci szeregbw trygonometrycznych w sensie dys-
trybueyjnym [8] otrzymuje sig '

(=)

2.9 2 cos (r—j) a=2m cos rad («) , Z sin (r—j) e =2z sinrad («),

Jo—on §==0®

~ gdzie J (@) oznacza :funkcjc: Diraca.
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Uwzgledniajgc (2.9) we wzorach (2.8) i (2.7) i wykorzystujac pierwsza wlasnosé
dystrybucii [8] uzyskuje sie
210 | = gt 0
(’I) L Wy K :u“"]c: =\,
co zgodne jest z definicia dyskretnego podtoza winklerowskiego.

W przypadku dzialania na wezly belki rownych momentéw N, =M=const
(P -—0), otrzymuje sic wyniki w postaci

6%
(3+K,)a’

Rozwigzanie problemu zginania belki nieskoficzenie diugiej mozna rozszerzyé
na przypadek, gdy belka opiera si¢ na dyskretnym podiozu dwuparametrowym

[12]. W réwnanin (22) w migjscu wyrazenia x nalety podstawié operator
[C.—C, (E.+E'-2)], czyli we wzorach koficowych zamiast K, wyrazenia

K +2K, (1—cos«)], gdzie K,=pC,, K,=uC,

a (C, i C) s danymi parametrami podloza.

W tablicach 1-3 zestawiono wyniki obliczen dla wybranych przykladéw nu-
merycznych. Obliczenia przeprowadzone dla réznych parametréw K, i K, podloza
wmklerowskiego

2.11) w.=0, @=

Wr )
Tablica 1. Wartosci — dia obciazenta Po=1;, 4
H

K K r=0 r=1 F=2 =3 r=4 r=35

05 0 1,2717 0,4341 —0,0338 —0,0364  ~0,0025 0,0023
05 02 1,219 0,4268 ~0,0060 —0,0278 —-0,0042  0,0010
10 05 0,695 0,1730 —0,0119 ~0,0066 0,0000 0,0002

20 05  0,3953 0,0634 -0,0104  —0,0009 0,0002 . 0,0000

Tablica 2. Wartosci =18, o) oraz wartosci

—aw,
. (EIRJ': 1 5,-‘ O)
M

B r‘= i r=2 Fe=3 pe=4 F=3

K, K, p==0

0,5 0 0 —0,%9469 —0,1291 0,0517 0,0163 —0,0015
0,5 02 0 —0,8053 —0,1334 0,0285 0,0131 0,0004
1,0 05 0 ~04161 - —-0,0270 0,0122 . 00017 -0,0003
20 0,5 0 —0,2454 0,0096 0,0045 —0,0004 —0,0001

, L. @Y
Tablica 3. Wartosci ,=1d;, ¢
I’ .

Kw . K,ﬁ =0 r=1 ) r=2 ) - r=3 r=4 r;S
05 0 4,9254 —1,0101 —0,497% . 0,0060 0,0372 0,0046
05 02 4,1751 ~0,7693 ~0,3900 —0,0162 - 00218 . 0,0046
1,0 0,5 3,1320 -0,5817 —0,1427 0,0102 0,0054 0,0000

20 05 2,9282 —0,5843 —0,0357 0,0131 0,0002 ~0,0003
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2.2. Belka pdinieskoriczond

. Rozwiazania dla belki poéinieskoniczonej, ograniczonej 2 lewej strony wezlem
=0, otrzymuje sig wykorzystujac wzory dla belki nieskoficzonej wyprowadzone
w p. 2.1. W celu spelnienia zadanych warunkéw brzegowych w wezle r=0 wprowa-
dza si¢ do belki nieskorficzonej dodatkowe obcigZenie kompensacyjne F; (j<0)
zalezne od danego obcigZenia. I tak np. rozwiazanie dla belki podpartej przegubowo
na koficu r=0 (warunki brzegowe: wo =0, Mo=0) i obciazonej sita P,=P§,,, i mo-
mentem skupionym I, =M4,, , otrzymuje si¢ z rozwigzania dla belki nieskoficzenie
dlugiej obciazonej dodatkowq{ sita F' i grupa momentéw F'':

2.12) _ F'==P5, _,, F'=M3, o+,
gdzie

| [Pasin « sin pa+ 29 (1 —cos o+ K,,) cos gu] B («) da
4]

a]t():“‘qu, T
w+2K, | (1—cos a+K,)B(x)dx
1]

Warunki brzegowe sztywnego utwierdzenia wezia r=0 (wo=0, @o =0) zostang
spetnione w przypadku wprowadzenia do belki dodatkowego obciazenia w postaci

(2.13)  F'e=—PS, ., =5, o+ My,

gdzie

My =—U {(1—cos a+K,) B (x) da]‘l | tPasin o sin po+
0 0 :
+29 (L ~cos «+K,) cos ger] B () d -

Obcigzenie kompensacyjne dla okredlenia rozwiazania dla belki péinieskofi-
czonej o swobodnym koficu w weZle r==0 wyznacza sie z warunkéw brzegowych
QO =0 i Mo =0.

1. DRGAN:A POPRZECZNE BELKI NIESKONCZENIE DLUGIE]

W rozdziale niniejszym rozwazane beda niettumione, ustalone drgania nie-
skoficzonej belki, wymuszone dziataniem skupionych sit i momentow harmonicznic
zmiennych w czasie [11]. Przyjeto, Ze wszystkie wezfy belki maja jednakowe masy m
o réwnych momentach bezwradnosci obrotowej L. Réwnania réwnowagi sit dzia-
lajacych na nieobcigzony sitami wymuszajacymi wezel r uzyskuje si¢ z (2.2) po
worowadzenin tam sit bezwladnosci: :

(3.1 P ()=—mw, (1), M()=—Io,{6).




STATYKA 1 DYNAMIKA BELKI NIESKONCZENIE DLUGIES .. -5

Przyjmujac ¢, (t)=¢° ', w, (£)=w® &', pdzie o oznacza czgstodé kotowa
drgat wymuszajacych, otrzymuje si¢ ’

E+E-114) @0 —3(E.—E- 1) w? 2(I°aw2—f<)qs°-0
( ) (l"+ r +) r (.I'_ r )wr 4EI @ F M
3.2
ma’ o*
- —_— R 0__
(B, —E"Y) ¢°—2 (E,+E; 1—2)w3—4( il Kw)w,_o.

Rozwigzan ukiadu réwnan jednorodnych (3.2) szukamy w postaci
(3.3) wl=Ce¥,  P=C' ¢
Podstawiajac (3.3) do (3.2) i przyréwnujac do zera wyznacznik ukiadu réwnan,
otrzymuje sie nastepujace rownanie charakterystyczne:
3.4 22—=2(B—A)z+24 (B-3)=0,
gdzie '
z=1—ché,
A=a?~K,, B=nu*—-K,,
ma® w? . 61, l
al= , =
24E1 mu

Analiza pierwiastkow réwnania (3.4) pozwala na okreslenie charaktern drgan
belki, uzaleznionego od wartosci parametrow A i B. Jeieli z<0 (chd>1, & jest rze-
czywiste) fub jezeli z jest liczbg zespolona (8 zespolone), to drgania maja charakter
fali eksponencjalnej, gdy za§ z>2 fali eksponencjalnej przemiennej. Dla 0<z<2
(¢ urojone) drgania maja charakter fali biezacej [5].

3.1, Symetrycznd postaé drgoi

Niech na belkg dziata sita P, (1)=P3, , ¢'*. Zakladajac ograniczonos¢ prze-
mieszezen w nieskoficzonodci, rozwigzan réwnania (3.2) bedziemy poszukiwali
w postaci

2
e @O=re e, w0= 3 Cpemor,
j=1
[
L

r>0
@r (t)=5f e!wt’ '_;3 = C"; e hr
. “
(3.5 -
. 2
we ()=w? e, W)= Z C, e,
J=k
r<Q

&, (D=0 ', 0= Z C, e
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Na podstawie (3.2) latwo otrzymuje si¢ wzory

33115_1

(3'6) C-.;:_bj-c—j’ C.izbj CJ" b.f: Ch (S_,’“[*Z_B, j

=], 2.

Stale &, i C, wyznacza sig z warunkdéw ciagtosci przemieszezefi i réwnowagi sit
w wezle r=0. Dla kazdego ¢ spelnione sq zaleznosci

(3.7 Wo=wo, Bo=@y=0, @Qo—0¢—P=0.
Podstawiajac (3.5) 1 (3.6) do (3.7) po przeksztalceniach otrzymuje sie
. 6 - , ouP
C,=C,= i , Cp=—C=a——r,
(3.8) by (ch dy—ch dy) 7 chd;~chd,

G k=1,2, &+6;.

Jezeli oba pierwiastki réwnania (3.4) sa mniejsze od zera, tzn. z<0 (ché>1},
to ruch drgajacy wezléw opisuja réwnania (3.9). Sa to drgania o charakterze fali
eksponencjalngj

-3 P{ S L R 'M] "
W)= 2 P i, b, —ch o)) © shd, (chd;,—chdy) © )
(3.9) _ ’
o ()= 6uP H, (ef511,|_e—az Irly glor
r a c¢hd;—chd, ’
gdzie
- 1 r>Q,
. H,= 0, r=,
—~1 r<0.

Jezeli 0<z,<2 (—1<ch d,< +1, &, jest liczbg urojong), to drgania maja cha-
rakter fali biezacej [5]. Czestoéci kolowe drgafn e odpowiadajace wartodciom pier-
wiastkéw z=0 lub z=2 (sin i§ =0) sa czgstodciami krytycznymi, ktérym towarzyszy
zjawisko rezonansu rozpatrywanego ukladu (w,—o0).

Drgania belki maja charakter fali eksponencjalnej przemiennej przy czestosei
drgaf wymuszenia, dla ktérych pierwiastek réwnania (3.4) z,>2. We wzorach
(3.6) i (3.8) nalezy wowczas podstawié na mlejsce ché; (—ch ), a w miejsce sh J;
(—shyy), przy czym

(3.10) y;=arch (z,—1).

Postaé drgaf opisuja réwnania (3.5), gdzie w tym przypadku nalezy przyjac
skladnik sumy odpowiadajacy pierwiastkowi z;>2 W nastgpujacej postaci:

}T)l?,_lmc—} ("1)‘" e—?f ’ wglj;CJ (._.. l)r e’I,J i-,
3= 1y e, 08 =Cy 1Y O

(3.11)
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Tezeli z; bedzie liczba respolona (zy, z, sa liczbami sprzeZonymi, to aktualne
sa wzory (3.9), gdzie 8, i 4, sa réwnie liczbami sprzgzonymi.

Oddzielnej analizy wymaga przypadek, gdy z,=z, (J; =0,=4). Wdwczas roz-
wigzanje przyjmuje postaé

W=C e " —Cyre ?, &=, e ¥-C,re” dlar>0,

3.12 ’
12 wy=C e +C, re®, P =C, e+ C, re” dla r<0,
gdzie ’
) 2uP 3chd-~bshd 3sh &
¢=C= 5 , b= R
b sh? o, chd+2-~B
6uP . 6uP
GG hqy GTG=0 G=mGE g

3.2. Niesymetryeznd posiad drgai

Niech na belke dziata moment IR, (1)=MiJ, o ¢'**. Rozwigzan réwnania (3.2)
szukaé bedziemy réwniez w postaci (3.5). Warunki ciaglosci przemieszezen i row-
nowagi momentéw W punkcie r=0 przyjmuja postaé
(3.13) Womlv(,:{), 50”@0 , Mo"'ﬂg"}"m:o.

Podstawiajac (3.5) i (3.6) do-(3.13) otrzymuje sic nastepujace wzory na wartosci
statych C:

a) 0, #d;; ;=<2 lub z; sg zespolone (j=1, 2),

_2pM (chd;+2-B)(chd,+2—B)

a (I-BY(3—B)(chd,—chd)’
6 sitd; (ch d,-+2—B)

a (1—B)(3—-B)(chd,—chd,)’
oI shd,{chd;+2—B8) /
'a (1 ""B) (3“",8) {Ch 52—0}1 51) '

Dla z;>2 funkcja y, ma postaé (3.10); nalezy ja podstawi¢ do (3.14) i do roz-
wigzania o postaci zgodnej z (3.11):

b) 8, =d,=8 [por. {3.12)],

o

1

—C= “(72 =,

(3.14) Cl=Cle= —

2 (chd+2—-B)?
7 (1-B)y3—B)shd”
64 1+(2—B)chd

T e 0B @By she’

_ 6ui (ch5+2-B)

2 a (1-BY(3—-B "

Ci=C=0, C,=-C,=

(3.15) ¢ =C,

= i

Zjawisko rezonansu (w,—oco, g,—>co) wystapi w przypadku, gdy czgste$¢ drgan
osiggnie warteéci, dla ktorych B=1 lub B=3.
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3.3, Analiza postaci drgai

Analize postaci ustalonych drgaf, wymuszonych obciazeniem harmonicznie
zmiennym w czasie najlatwiej moina przeprowadzi¢ przez badanie pierwiastkow
réwnania dyspersyjnego (3.4). Réwnanie to ma dwa pierwiastki, co $wiadezy o tym,
e w procesie drgan belki generowane sa jednocze$nie dwie fale poprzeczne. W wid-
mie czestofei drgaft @ moZna wyrdZni¢ pasma przenoszenia, to znaczy widmo
czestosci, dla ktdrych generowane drgania bgda mialy charakter fali biezgeej. Od-
powiada to przypadkowi, gdy przynajmniej jeden z pierwiastkéw réwnania (3.4)
spelnia nieréwno$é 0<z,<2 [5]. W przypadku uwzglednienia w procesie drgan
momentéw bezwladnosei obrotowej mas wezléw uktadu dyskretnego (7, #0, ##0)
pojawiajg si¢ dwa r6zne pasma przenoszenia. W tablicy 4 zestawiono wartoscei ®
odpowiadajace czgstosciom progowym drgai (czestosci progowe sa wartofciami
granicznymi pasm przenoszenia I 1 TL: «? oznacza granicg do'ng, « granicg gérng)
dla réznych wartoici #. Obliczenia przeprowadzono dla K,=101 K,=0,5(a>=
=ma® @?|24EI, n=6l,jma*. Wykres funkeji «®=f(y) obraznjacej wplyw udzialu
momentéw bezwladnodci obrotowej mas wezkéw na czestodci drgafi pasm przeno-
szenia {«? oznaczaja wartosci o? {(w) odpowiadajace pasmorn przenoszenia) przed-
stawiono na rys. 3.

“Tablica 4. Wartodci graniczne pasm przenoszenia

o 02 05 08 10 13 15 20 25 30 35 40

=344
2 10 10 1,0 09 09 08 082 068 057 048 042 0,37
I 2 30 30 30 1,8 15 115 1,0 10 10 10 10 088
2 — 75 30 30 30 26 233 175 14 117 10 10
0 2 . ;s 70 4238 3355 307 30 30 30 30 30 30

Drgania o, czgstofciach o spoza pasm przenoszenia generuja w ukladzie fale
~eksponencjaine lub ekponencjalne przemienne. Crestosciom  krytycznym (z;=0
lub z;=2 towarzyszy zjawisko rezonansu, badz drgania o charakterze pewnego
typu fali stojacej (przy niesymetrycznej postaci drgafi, gdy 4=0 lub 4=2), w czasie
ktorych iw, (f)]=const i p,=0 (drgania nie zaniksja w nieskoficzonoéci). Ponizej
zestawiono warunki konieczne i dostateczne (w ukladzie zbioréw parametrow
A i B), ktére musza byé spehione, aby w ukladzie powstala fala okreglonego typu:

1} czgstosei krytyczne (z;=0 lub z;=2):
A=0, A=2, B=l, B=3.

-2) fala biezaca pojedyncza (0<z;<2):
0<AL2NB23, 04<2nBg],

Az2n1<B<3, A<0N1<BL3,
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3) tala biezaca podwdjna (0<z,<2 i 0<z,<2):
—1<A<ONOSBLINB22A+V34(4-2),

2<A<3N3KBLANBL2A~Y 34 (A-2);

Rys. 3

4) fala eksponencjalna
a) z;<0:

AS0NB<3, A>3n3<B<24~V3IA(A-2),

A<0'nB>3; A<0NB<0NBL24—V34 (4-2),
b) zi, 2, sé zespolong:

A>2nB>3nZA—]/m?25<B<2A+]/W—72),

A<0NB<1N24 -V 34 (4—2) <B<24+V34 (4-2).
5) fala eksponencjalna przemienna (z;>2):

A>2nB<l, A>2MB>4NB>24+V34 (A-2),

A<2nB>1, A<—1024+V34(A-2)<B<1.

Granice obszaréw wystepowania drgan o charakterze rézaych typow fal w ukla-
dzie zmieanych 4 i B przedstawiono na rys. 4.
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W przypadku dziafania na belkg dowolnego obcigZenia harmonicznie zmiennego

* w czasie, rozwigzanie problemu drgan znajduje si¢ z superpozycji rozwigzan szcze-
golowych przedstawionych w p. 3.1 i 3.2. Rozwiazania dla belki pShnieskoniczonej
otrzymuje si¢ superponujge skutki dzialania danego obcigzenia i obeigienia kom-
pensacyjnego wyznaczanego analogicznie jak w zadaniu statycznym {por. p. 2.2).

A -8 F-6-5-L-3-2 10

B=2A+V3AlA-2]
B=2A-Y3AlA-2)
A=Q
Rys. 4

4. SKRECANIE BELKI

Niech na nieskoficzenic dtugi pret o sprefyscie utwierdzonych wezlach (9) dzia-
laja skrecajace momenty skupione WM, (rys. 5). Wykorzystujac wzory transfor-
macyjne metody przemieszczei (na rys. 6 zaznaczono momenty ¢ dodatnich zwro-
tach) '

G,
a

Gl, _ '
(4]) 111':‘ a (E:l_l)'r”rz 1= (E—Er)!//ra

otrzymuje sie nastepujjce réwnanie réznicowe réwnowagi statycznej wezia r:

a
4.2) (E+E7 =2 w,—2K, 'Wr+“af N,=0,
gdzie GI oznacza sztywno$é preta na skrecanie oraz

K = ad
YOGl
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& oznacza wspdlczynnik podatnodci obrotowe} na skrgcanie sprezystego utwier-
dzenia wezla, w, kat skrecanie wezda r. _
Roéwnanie (4.2) rozwiazemy stosujac dyskretng transformacje Fouriera. Przyj-
mujac w {4.2) wzory zgodne z (2.3) otrzymuje sig
a7 ﬁ 3]

V'™ 4nGl, _{ Tocosatk, & de

(4.3)

Jezeli na belke dziata obciaZenie w postaci pojedynczego momentu skrecajacego
N, =MNS, ,, to katy skrecenia wezléw y, okreélone sg wzorem’

"

cos(r—p) o
(4.4) ‘ Ve 2nGI, f 1—cos u+K,

%, e
7 g]'ﬁ ;gf‘i gf,1 2 el
r- -1 r r+1 - T+
: . o

Q L - Qa L a I a
1 i 1

N 3.11'—2

a4
ks

Rys. 5

Rys. 6

Rozwigzanie dla belki polnieskonczonej otrzymuje sie z rozwiazania dia belki
nieskoficzonej, obcigzonej dodatkowo momentem skrgcajacym 9, o wartosci
tak dobranej, aby speliony zostal zadany warunek brzegowy

1) wo=0 dla belki sztywno utwierdzonej,

2) Ty=0 dla belki o kosicu r=0 swobodnym.

5. DRGANIA SKRETNE BELKI

Niech rozwazana belka wykonuje ustalone, met}umlone skr@tne drgama har-
moniczne. Réwnanie amplitud ma postaé (ry, ()= &'"):

Iy, aw?
(5.1) (EAE 12wl +2 2GI ~ Ky lwl=0,

gdzie Fy, oznacza moment squtneg bezw}adnosq obrotowej kazdego quia I czg~
sto§¢ kolowg drgan. — _—
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Rozwiazanit réwnania (5.1) szukamy w postaci

(5.2) wo=Ce".
Podstawiajac (5.2) do (5.1) otrzymuje sig réwnanie charakterystyczne:
heel g . 1o, a0

Posta¢ drgan okresla si¢ ze wzordow

i, ()=Cexp (—er+iwty dla r>0,
(5.4 :
) v, (1)=Cexp (er+iowt) dla r<0.

W zaleZznosci od wartosci czestosei drgad wymuszenia w drgania przyjmuja
postaé: 1) fali biezacej, dla K, <p*<K,+2, (s-urojone); 2) fali eksponencjalnej,
dla f?<K,; 3) fali eksponencialnej przemiennej dla f*> K, +2 [wowczas rozwig-
zanie amplitud ma postaé y?=C (=1) ¢, gdzie v=arch (82— K,~1)].

Jezeli obcigzenie belki Jtanowi pojedynczy moment skrgcajacy M, (£)=N4J, o',
to po wyznaczeniu stalych C i C z warunku ciggloici przemieszezed i rownowagi
wezla r=0, rozwigzania problemu drgan na podstawie (5.4} uzyskujg postac:

aM 1
WO =y, =" e P (=elrition),  dla f<Ky+2,

261,
{5.5) aR (1Y _
o D)=y, ()= " 5GT shy exp (—virl+iot), dla F2>K,+2.

Rozwigzanie zadania statycznego otrzymuje si¢ podstawiajac do wzoru (5.5),
w={,
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Pecawme

CTATHKA ‘M JJTHAMMKA BECKOHEUHOW BAJIKM HA JIUCKPETHOM
YIPYI'OM OCHOBAHHI

Peuena npobiema marnba, CXPYUHBAMMA, 2 TAXKE MOMEPEUHbIX M CKPYMHBAIOWMK KONCOaMmui
BeckoHeTHON GankH, yaib! KOTOPO ONHPAIOTCH HA JNHACHAKX H BPAIIATCALHLIX YNPYLYX OIopax
IMCKPETHOXO BHHKAEPOBCKOTC M MRYXHAPAMETPHICCKOrO OCROB3HEMMA. [l pacieroB IEPAHATA
IHCKPETHAN MOfieNb CHCTEME] M NpPEAMEHEH METOJ PAIHOCTHHIX YPABHEHHH, KO10pLIC PEHICHST,
MCHOIL3YT AuckperHoe npeobpasosaumue ®ypre. PesyabTaThl, ONPEACIAOLING JCPEMELICHHA
Y3I0B F BHYTPEHHYWE CHIBI, IOJYYCHL B 3aMKRYTOM BHAE AN NPOH3BOJILHOTO HATPYMCHHI
Ganxp, TIpusemenbl TOXKE ANA NONYOECKOHEYHBIX Dajok Ui DA3HBIX TPAHAMHBIX  youoeuil,
B ananmie YCTaHOBHCHHAX NonepevHulx xoneGamwi Gamky yuTeHO BiMstHYe MOMEHTOB Bpall(d-
TeALHON BHEPIVMHA MACE Y3/I0B, IPHRAMLA, YTO KRNI U3 Y3108 mMeeT 2 CTEHEHH ARHAMIIECKOH
cpoBomer, B omicaymy xoneGaNmi MCIIONb30Ba¥ BOIMHOBLIE IOAXCH ¥ ABICHHIO, ONPEASIAH AH-
TEPBAIBE 92CTOT KOTEOAIHIL A8 PA3HBIX THITOB PACPOCT PAHEH N RO3MYLICHNH, Pernenpe npobiemsl
rapMOHEYECKAX BEHYKIACHHBIX (TTONEpevHBIX 1 cKpyuEBaromuy) KomeGauuit chopMy HPOBAHO
TOXE B AHANHTHYCCKOM BHIE,

SUMMARY

STATICS AND DYNAMICS OF AN INFINITE BEAM RESTING ON A DISCRETE
ELASTIC FOUNDATION

"The problem is solved of bending, torsion, transversal and torsional vibrations of an infinite
beam, the nodes of which rest on linear ahd rotational spring supports of a Winkler and two-
-parameter type discrete elastic foundations. The discrete model of the system is solved by means
of the finite difference and equations discrete Fourier analysis, Displacements of the nodes and
internal forces are expres-sed in closed forms for arbitrary loading. The selutions concerning
semi-infinitc beams under various boundary conditions are also given, In the analysis of statio-
nary vibrations of the beam the effects of rotary inertia of the nodes are taken into account,
cach of the nodes being assumed to possess two dynamic degrees of freedom. The wave chara-
cter of the phenemenon is used to describe the vibrations and to calculate the fields of the
vibration frequencies for various types of disturbance propagation. Solution of the harmonic
forced vibration (transversal and torsional) is also formulated in an analytical form.
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