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" JEDNOWYMIAROWE ZAGADNIENIE IDENTYFIKACJI
ROZKLADU TEMPERATURY W PLYCIE NIESKONCZONEJ

KRZYSZTOF GR Y 'S A (POZNAN)

W odréznienin do badan op:sanych w lxteraturze, ktore dotyczq zagadmen odwrotnych prze-
wodnictwa cieplnego, mmejsm praca przedstama przyblizone anahtycznc rozwigzanie odwrotnego
zagadnienia pola temperatury w teorii naprezen cieplnych; mianowicie probleém identyfikacii roz-
kiadu temperatury. Rozwazania teoretyczne 83 prowadzone na nastt;pche_p drodze: 1) na pod-
stawie rozwiazania zagadnienia prostego (brzegowo-poczatkowego) wyzhacza si¢ formalne rozwig-
zante zagadnienia odwrothego, 2) usiala sig warunki dla funkcji dopuszczalnych do opisu wewnetrs-
nych «odpowiedzi» temperaturowsj przcmseszczemowe_], 3) konstruuje sig funkeje opisujace we-
wnetrzne odpowwdzl oraz 4) wyznacza sig i dyskutuje preyblizone rozwiazanie zagadnienia. Do
wyznaczenia rozwiazania przyblizotiego (jak réwnics “§cistego) wykorzystuje si¢ technilee trans-
formacii Laplace’a. Postaé rozwigzania jest bardzo wygodna do obliczen numerycznych. Przed-
stawione sa przyvkiady numeryczne 1]ustrujqce dokladnosé otrzymanych wymkow

WSTEP '

Zagadmema identyfikacji temperatmy brzegu c1ala, wywofujqcej poZatane badz
mozliwe do zmierzenia wewnatrz ciala rozklady temperatury, rozwazane sq w lite-
raturze naukowej od okolo dwudziestu lat. Zagadnienia te s czesto okrelane jako
«problemy - odwrotne . przewodnictwa cieplnego» [I,2,3,4,5 i in.], aczkolwiek
okreslenie to jest dosyé nieprecyzyjne i obeimuje stosunkowo duzg klase zagadnies [6].

: Prquem"identyﬁl’(acji- temperatury brzegu ciala réini sie wyraZnie od zagadnie-
nia wyznaczania pola temperatury w ciele. To drugie zagadnienie jest problemem
poczqtkowo-brzegowym dla ktorcoo wyznaczenie rozwiazania jest w zasadzie
sprawa nieskomplikowana. To plerwsze jest problemem wyznaczenia pola tempera-
tury na zewngtrz obszart, w ktérym mamy poprawaie okreélone zagadnienie po-
czqtkowo—brzegowa przy czym dla tego «zewngtrza» musimy zna¢ warunki poczat-
kowe. Jest to wigc nicjako ekstrapoldcia temperatury poza obszar, w ktérym da sig
ona wyznaczyé konwencjonaliymi metodami. Z tej tez przyczyny zagadnienia tego
typu -nazwano “«odwroinymi» w przeciwiefistwic do zwyklych zagadniedi poczat-
kowo-brzegowych, nazywanych prostymi lub bezposrednimi.

Umiejgtnosc identyfikacji temperatury brzegu ciata jako funkeji czasu, T, (f), na
podstawie danych z jego wngtrza jest czasami jetlyna metoda okreslenia jej. Na
wielu bowiem powierzchniach bezpodredni pomiar temperatury jest niemozliwy
ze wzgledu na to, i% nie ma mozliwoséci umieszezenia ma nich czujnikéw. Dotyezy

%
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to wszelkich powierzchni wspéipracujacych z innymi powierzchniami, np. $ciany

komory spalania tlokowego silnika spalinowego [7], jak réwniez- powierzchni ob-

mywanych przez silnie rozgrzany i szybko przemieszajgcy si¢ piyn czy gaz, np.

wewngtrzne §ciany silnikéw odrzutowych i rakietowych czy powierzchnie topatek

turbin cieplnych. Dotychczas stosowane w literaturze metody identyfikacji tem-

peratury brzegu opieraly sig gféwnie na znajomoéci tzw. wewngtrznej odpowiedzi

temperaturowej (w skrécie WOT), czyli zmiany temperatury w czasie w punkcic

wewngtrznym ciala. Szeroki przéglad stosowanych przy tym metod podano w pracy

[6]. Okre§lenie «punkt wewngtrzny ciata» jest wiasciwic nieprecyzyjne, gdyZ roz-

. patrywano — poza nielicznymi wyjatkami, np. w pracy [8]—-zagaduienia jedno-

wymiarowe, a 6w «punkt wewnetrzny» byl whasciwie powierzennig o réwnaniu

x=const. Ponadto znana musiala byé¢ takie temperatura na jakiej§ drugiej po-

wierzchni (przy rozpatrywaniu plyty czy rury grubosciennej byl to najezedciej drugi

. brzeg ciala). W niektérych pracach badano mozliwosci 1dentyﬁkacy temperatury

obu brzegéw plyty czy rury grubosciennej przy znanych WOT na powierzchniach

X=x; i x=x; {9 i 10]. Prowadzilo to do ciekawych konkluzji dotyczacych samej

techniki ekstrapolacji temperatury poza-obszar wyznaczony przez X=X 1x=x;;
niektdre z tych konkluzji sa w tej pracy uécilone:

Pod koniec lat siedemdziesiatych podj@to probg wyznaczenia temperatury
brzegu opierajac sig na znajomodci wewngtrznej odpowiedzi naprgzeniowej prey
zalozeniu, iz w ciele brak Zrédet ciepta [11]. Praca niniejsza stanowi znaczne uscis-
lenie idei zawartych w [11]. Przyjecie do rozwaZai ciala o nieskomplikowanych

- ksztaltach (plyta nieskoriczona o gruboéci jednostkowej) pozwolito ustalié nie tylko
zwiazki opisujace temperature brzegu T, (£} w zaleZnoécei od WOT czy wewnetrznej
odpowiedzi przemieszczeniowej (w skrécie WOP), ale réwniez przeanalizowac
ograniczenia, jakim musza podlegaé funkcje opisujace te wewnetrzne odpowiedzi.
Ten drugi problem umknat uwadze autoréw, kidrzy zajmowali si¢ dotychczas
zagadnieniami odwrotnymi pol temperatur, co bylo ‘¢czgsto przyczyna niepowodzen
przy probach efektywnego zastosowania otrzymanych wynikéw [op. 1,3 1 4]
W_pracy [11] problem ten podjeto, lecz podane tam ograniczenie dotyczy tylko
WOT i ma stosunkowo skomplikowang postaé, sama za§ apaliza prowadzgca do
tego jest niepeina, W nim'ejszej pracy dokonano peloej analizy tego problemu,
w wyniku czego wyznaczono ograniczenia dla funkcji oplsujzgcych tak WOT jak
i WOP. Pokazano tak?e, jak na podstawie dyskretnego zbioru danych 7 pomiaréw -
zbudowaé funkcje dopuszezalng — odpowiedZ wewnetrzng, ktéra z kolei pozwoli
zid_entyﬁkowaé temperature brzegu plyty, bedaca bezposredmia przyczyng takiej
‘wiadnie wewngtrznej odpowiedzi. Przedyskutowano wplyw odleglosci punktu
wewnetrznego od powierzchni, na ktérej identyfikuje si¢ temperaturg T; (¢), na do-
kladnoéé identyfikacji. Podano takZe sposéb wyznaczania temperatury w punktach
:.pomzqdzy brzeglem a powierzchnig, dla ktérej znana jest odpowiedZ wewnetrzna.
____.pl_‘cr_Wa_r:lz‘::onac w pracy metode identyfikacji temperatury brzegu jak i wyznaczania
'R‘én.ip_é 'atury_ w punktach wewnetrznych zilustrowano przykladami numerycznymi.
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Warto zaznaczy¢, e przedstawiona w niniejszej pracy technika identyfikacji
temperatury jest bardzo efektywna. Spoérod kryteriow efektywnosci, podanych
w pracy [5], spelnione sa nastepujace: : '

1. Identyfikowana temperatura jest tym dokladniej opisana, im wigksza jest
dokiadno$é danych pomiarowych. ' o

2. Metoda jest stabilna przy zmniejszaniu przedzialéw czasowych,

3. Metoda jest stosunkowo malo czula na bledy pomiarowe.

4. Nie jest wymagana precyzyjna znajomo§é chwili, w ktorej ciato zaczyna
byé nagrzewane. : ' '

5. Dopuszeza sig nagrzewanie kontaktowe.

6. Otrzymane wzory s3 latwe do zaprogramowania na maszynie cyfrowe;.

7. Koszty obliczen sa niewiclkie.

8. Ewentualny uZytkownik metody nie musi znaé zaawansowanego apardtu
matematycznego, . _

Spoéréd wyréznionych cech charakteryzujacych opisana w pracy technike
identyfikacji temperatury nieco szerszego oméwienia wymaga cecha 4. Odnosi sig
ona do numerycznego odtwarzania temperatury brzegu plyty i ma okreélony sens
praktyczny. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, Ze moment rozpoczecia pomiaréw wewngtrz-
nej odpowiedzi w punkcie x=x, nic bedzie si¢ pokrywal z chwilg poczatkows
procesu nagrzewania plyty. Mimo tego przyjecie momentu rozpoczecia pomiaréw
Jako chwili poczatkowej procesu i zalozenie, iz w tym momencie i dla tak liczonego
czasu majg zastosowanie wzory (1.3) nie powoduje istotnych zaklécenn procesu
identyfikacji. Tustruja to wyniki obliczen podane w tablicach 3, 4 i 5.

1. FORMALNA. KONSTRUKCJA TRANSFORMATY LAPLACE'A ROZWIAZANIA

W celu identyfikacii temperatury na zewngtrz obszaru o znanym polu tempera-
tury rozwazymy najpierw zagadnienie proste. Podobnie jak w wielu innych pracach
tego typu {i,3,4,9, 11,12 i inne] do wyznaczenia rozwiazania formalnego wy-
korzystamy transformacj¢ Laplace’a.

Rozwaim{z Jjednoosiowy jednowymiarowy stan odksztalcenia w plycfe o gru-
bosci h, ktorej dolna powierzchnia jest plaszczyzna Oyz ukladu wspdtrzednych
o osi Ox skierowanej do géry. Zaklada sig, ze jedyna rézng od zera sktadows prze-
mieszczenia jest skladowa w kierunku osi Ox. Zagadnienie zagrzewania gornej
powierzchni tej plyty temperatura T, (£) przy zaizolowanym cieplnie i unierucho-
mionym dolnym brzegu, jednorodnych warunkach poczatkowych dla przemiesz-
czedl i temperatury oraz wolnej od obcigzen gérnej powierzchni mozna - na gruncie
teorii napreZen cieplnych -— opisaé nastepujacym ukladem réwnai [14] i warunkéw:

réwnanie przewodnictwa cieplnego

2 1 a3\
(LD ( -' ) T (x, £)=0;

axr  x 67
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réwnanie ruchu w przemieszczeniach

(-a2 1 az) . T o
{1.2) T 2 o u(x, )=k e xe(0,/y, t>0;.
warunki poczatkowe i brzegowe
0 0' du (x, 1) 0 -
T(X,O)-- ] u(x, 0)“"‘ E EJt 't':e“'“ ]

(3 aT(x,‘t) [
Th =10, —F

=0, u(0, :) =0, o (5, )=0,

gdzie T'(x,7) oznacza temperature, u (x,?) przemleszczeme w klerunku osi Ox,
o (x, 1) =0y (x,t) skladowg tensora naprgZenia, powigzang z przemieszczeniem
u (x, 1) i temperaturg T (x, 8) szaczklem konstytutywnym [13 i14]

2G :
{1.49 a (x, t)—_{(l v)#-~(1+v)oct ]

Y .1#? __'1'+v i
" oznacza dyfuzyjnoéc temperaturowq, c? “—;'- 1—-2v’k_ 1 e, G modut
icinania, v wspétezynnik Poissona, p ggstosc oraz o, wspdtczynnik rozszerzalnofci
cieplnej.

Wrykorzysthjac zw1qzek (1.4), moina warunek dotycza;cy naprQZema o (h, t)
napisa¢ w postaci nastgpujacej:

Ju(x, t)

(1.3 ox

. =kT, (¢).

Przechodzac do wspSlrzednych bezwymiarowych &=x/h, Fo=t/h> mozemy
problem poczatkowo-brzegowy (1.1)-(1.3) sformutowaé nastgpujaco:

* 9
( 9E* ™~ 3Fo )T(f Foy=9,

(62_1 az) b AT
GET T @ 3Fer) M TO=kiges

ou(l, F
(1.6) TE0O=0, u( 0)=0, ——-u—;%—-o—?—)— Fm0=0,
: 0T, F '
T (1, Fo)=T, (Fo), —%ﬁ)— M=0, u (0, Fo)=0,x
2u (¢, Fo) .
XT -1 =k1 Tb (FO) ’
ch
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 Zakladajac, Ze wszystkie wyzej wspomniane funkcje s odpowiedniej klasy
rézniczkowalnodei 1 stosujgc transformacje Laplace’a [15] fatwo otrzymuje sig
dla podanego wyZej problemu poczatkowo-brzegowego rozwigzanie w transfor-
matach:

€ys)
T n=T, (S)—Egs—fl}/;“
an. .. _(’é ) Ty (D ki, | ey sinh(Eys) smh(é‘?;)
. &, = 5 — - 3
- _ ]_/s (_:o_sh]/E _ c()sh-:—
: . €

przy czym nadkredleniami oznaczono trausf'ormaty Laplace’a poszczegolnych
. funkcji, s za§ jest parameirem transformacii.

Jesli teraz zalozymy, ze w punkcie £=¢*%, gdzie 0<<* <1, dany jest przebieg
funkeji opisujacej temperaturg lub przemieszczenie (WOT lub WOP), to mozemy —
wykorzystujac wzér (1.7); lub (1.7); — w spos6b zupelnie formalny wyznaczyé
transformate Laplace’a temperatury 7T, (Fo) (tzn. funkcje T} (s)), ktéra odpowiada
zmianom temperatury w punkcie £*. Jesli np. w punkcie £=£* znana jest WOT
T, (Fo)=T (£*, Fo), to znajdujemy : '

cosh /s
cosh (&*y/5)
Jesli w punkcie £=¢* znana jest WOP i u, (Fo)=u (¢*, Fo), to

(1.8) S | T (5)=T: ()

. : . ) P
. s y's cosh Vs cosh;; .
(19) TE()=its (97

5 $ .
3 %/ e — a2/ af [ 1 \
e sn?h (&% /s) cosh . s sinh (5 o ) cosh /s

Gérny indeks w symbolu T (s) we wzorach (1.8) i (1.9) oznacza, na podstawie
Jakiej wielkosdci zostala zidentyfikowana temperatura brzegu.

Wyrazimy jeszcze transformate temperatury 7 (& s) za pomoca danych T (s)
lub u, (s). Wykorzystujac wzory (1.7), (1.8) i (1.9) znajdujemy, iz gdy znana jest
WOT, to

: cosh (¢ 1/5)
1’1 T —_— .
( : 0) ) - T (f S) T (S) cosh \é* '/S)
gdy za§ znana jest WOP, to
~ s
- ¥/s cosh (£ )/5) cosh -

(1) T )= ()

P DL S
¢, sinh (¢ ;/s)cosh?; }/s sinh}& o] eos Vs
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Podobnie jak we wzorach (1.8) i ([.9) gérne indeksy w symbolu T'{£, s) informuja,
na podstawie jakiej wielkodci, zostala zidentyfikowana temperatura w punktach
o wspélrzednej & z przedziatu (0, 1).

2. WARUNKI OGRANICZATACE DLA WOT 1 WOP

Nie kazda funkcja Ty (Fo) lub u, (Fo) moze opisywaé w rozwazanym proble-
mie WOT czy, odpowiednio, WOP. Moga to byé tylko takie funkcje, dla ktérych
spelnione sg nastgpujace warunki:

1)} Funkcje opisujace WOT lub WOP muszg mie¢ skoficzone granice dla Fo—0.
i dla Fo—oco, a takie muszg byé ograniczone dla Fo & (0, o) (warunek ten wynika
z fizyki zagadnienia) oraz '

2) transformaty T, (s) i T(&,s), okretlone wzorami {1.8)-(1.11), musza byé¢
odwracalne. '
~ Pierwszy warunek oznacza, ze dla kazdej funkcji T, (Fo) i u, (Fo) muszg by¢
spetnione rownodci 1 ograniczenia {151 16]:

|lim g (Fo)] =|lim s # (s)| <co,

Fo-0 oz
2.1 [lim g (Fo)| =|iim s & (s)] <o,
Fo— o =0

przy czym istnienie granic zapewnia fizyka zagadnienia. Ponadto konsekwencja
ograniczonodci odpowiedzi wewnétrznych jest zerowy wspdtczynnik wzrastania
[16] dla WOT i WOP, tzn. funkcje T, (Fo) i u, (Fo) musza spetnia¢ nierdwnosci

(2.2) |7, (Fo)j<M; oraz |1.-1 (Fo)l<M, dla kazdego Foe(0, o)

Konsekwencja istnicnia zcrowego wykladnika wzrostu Jest analitycznos$é trans-
format Laplace’a tych funkeji dla Re s>0.

Warunek 2, dotyczacy odwracalnoéci transformat T, (s) i T (&, s), moina —
wobec zwigzku (1.7); — zastapié¢ jednym warunkiem, odwracalnosci transformaty
T, (5). Wynika z tego, iz [15] '

(2.3) llm"f‘ (5)=0 dla Re s>Xx,,
przy czym w ronaianym przypadku wobec wykladnika wzrostu réwnego zeru
mamy x,=0.

Ponadto jedli transformaty maja byé odwracalne metods residudw, to dochodzi
konieczno$é spelnienia zalozen lematu Jordana [15]. Jest to Sytuacja korzystna dla
dalszych rozwazafh, mimo iz wynika stad, Ze transformata T, (s) musi spetniaé

warunek silniejszy niz (2.3), mianowicie musi istnie¢ taki ciag k, dodatnich,
n=1,2, .., z%e

o 4 1Ty My, <hy i lim k=0,

H

;gdzm R,—co dla n-sco [I5]. Ponadto T,(s) musi byé ciagla dla [s|=R,.
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W celu wyznaczenia warunkéw ograniczajacych dla WOT i WOP wykorzystamy
w pierwszym rzedzie warunek (2.4). Dia transformat T; (s) i #, (s) wynikaja stad
dla duzych |s| nastepujace nierdéwnoei:

Kr
T, (S)I< eXP[ (I=¢*) Re /5],
(2.5)

Ku,
|, ()] S“I;;,g—;,* exp [~(1—£&*) Re /5],

gdzie K7, K, i a oznaczaja state dodatnie, ktdrych istnienie jest konsekwenc_;ac zato-
Zenia, iz k,~+0 dla n—co. Przyjeliémy mianowicie iz k, maleje jak K/R:

Nierdwnofci (2.5) gwarantuja mozliwoéé odwrécenia transformaty Tb (s), ale
naleZy jeszcze uwzgledni¢ ograniczenia (2.1), wynikajgce z fizyki zagadnienia.
Zachodzg nast@pujace szacowania :

Kr ;
et e [~ (1= /5]

(2.6) |lim T (Fo)|=[lims T (s)|<lim |s T, (s)]< hm =0
Fo~0 3w s o
i podobnie
K,
(2.7) [tim u, (Eo)|< hm ~oave exp [~ (1~&%) /5] )=
- .Fo—0

Warunek (2.1), jest spelniony dla wszystkich transforma,t T (S 1A, s) danych
zwigzkami (1.7), o ile tylko |lim 57} (s)] <oco (co w procesach rzeczywistych ma
migjsce zawsze). #20

Poréwnujac nierdwnosé (2.5), z merownoémq (1.18) z pracy [I1] widaé, ze
nieréwnos¢ (2.5), jest znacznie latwiejsza do wykorzystania w praktyce. Jest to
co prawda rowniez zwigzane z ksztaltem rozwazanego ciata.

Zatem waznymi dla celéw praktycznych ogramczenlam1 sg nierdwnosci (2.5),
gdyz gwarantu_}q one zaréwno odwracalno§¢ transformaty 7, (s) jak i speienie
warunku (2.1);.

Przy odtwarzaniu temperatury brzegu na podstawie danych pomiarowych
dysponuje si¢ zwykle zbiorem danych dyskretnych. Podane nieréwnosci pozwalajg
na ich podstawie zbudowa¢ taka funkcje opisujaca WOT lub WOP, zeby przy jej
uzyciu dato si¢ efektywnie wyznaczy¢ temperature brzegu.

3. KONSTRUKCJA FUNKCH OPISUSACYCH WEWNETRZNE ODPOWIEDZI

Zatozmy, ze jako wynik odczytéw z czujnika (tensometra, termopary lub innego)
otrzymalismy zbiér danych dyskretnych {g, by, ..., ,}. Zbidr tych danych odpo-
wiada warto$ciom funkcji £ (Fo) opisujacej przebieg badanej wielkoéei w chwilach
czasu {Foq, Foy, ..., Fo,}. Zachodzi zatem zaleZno$é
(3.1 h(Foy=h dla [=0,1,2,..,n,

przy czym posta¢ funkeji & (Fo) nic jest znana.
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Zatoimy, ze Fo;=I4 dla I=0,1,2, .., n, tzn. i odlegtosci czasowe pomigdzy
poszczegSlnymi pomiarami sg stale. Mozna by oczywilcie zalozyé, ze Ity krok

n

czasowy ma dhigo$¢ 4, oraz ze Fo,=} 4, ale to zalozenie nie zwigkszyloby
=0
ogdlnosci rozwazan, natomiast skomplikowaloby wzory.

Zatem dla stalego kroku czasowego mamy

(3.2) _ h{M=h.

Wzér (3.2) pozwala w prosty sposob okresli¢ funkcje, przyimujaca wartoéci b,
dla Fo,=IA. Bedzie to mianowicie funkcja schodkowa, okreflona nastgpujaco:

(3.3) S (Fojf_:i’ h, [ﬂ(gg '—t)—q(—go——l;l)},

gdzie # (x) oznacza funkeje Heawmde a. Funkcja Sh (Fo) jest transformowalna [1 51,
jei za$ transformata Laplace a ma postac :

n+1

- hy 1
G4 Sh(="— D =l e by =0,

=1

Jeéli funkcja % (Fo) speinia jednorodny warunek poczatkowy, to ho=h (0)=0.
Wéwezas pierwszy skladnik po prawej stronie wzoru (3.4) znika i transformata
Sh (s) przyjmuje szczegdlnie prosta posta¢ -

-+l

1
3.5) . Sh(S)“"— 2 (y—hi_y) e,

1=1.

Jak zatem wida¢, majac zblor danych dyskretnych {h}1e0, 1,..,n MoZemy latwo
okredli¢ transformate; Laplace a funkcy schodkowej, aproksymujacej przebleg funkcii
i (Fo). Nalezy teraz sprawdzié, czy tak skonstruowane transformaty funkcji apro-
ksymujacych WOT i WOP spelniaja merownoscl . 5) oraz warunek (2. 1)2 Co do
tego ostatmego to widaé, ze" :

n+1 - 7
© lim s Sk (s)—Jlm[Z (hi—h_q) e"““] =0,

0 . s=0 L=

gdyz ho=h,, , =0. Natomiast spetnienie nierdwnosci (2.5) dla odpowiednio duzych
ls} wynika z faktu, iz dla js|>(1~&*)2/4% i Re s>0 zachodzi nieréwnosé

lemsj<jem(1=EY¥].

Ta,k wiec transformaty funkgji schodkowych aproksymu_]qcych WOT i WOP,
okreslone wzorem (3.5) (przy ko =, + , =0) spetniaja warunki kre§lone w rozdziale 2.
. Wynika stad, ze funkcje schodkowe okreslone dla Fo € (0, nd) i przyjmujgce wartoéci
- hy dla Foe(ld,(/+1)4), gdzie hy=h,,,=0, sa funkcjami dopuszczalnymi do
.. opisu wewngtrznych odpowiedzi.
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W sposéb podobny do wyZej opisanego mozna dowiesé, Ze kazda funkcja schod-
kowa zbudowana na zbiorze wartosei {f;};=, ;.. . PIZyimujaca wartoéé 0 dla
Fo € (0, &), gdzie £>0, jest funkcja dopuszczalng. Wynika stad cecha 4 metody,
wspomniana we wstepie. Cechg t¢ uwypuklimy jeszcze w przykladzie numerycznym.

Zalety tak zbudowanych funkeji jest ich prostota, jak réwniez to, ze podsta-
wienie ich do wzorow (1.8) i (1.9) pozwala w prosty sposéb wyznaczyé funkcje
aproksymujaca rozwiazanie $ciste 7, (Fo). W dalszej czefei pracy bedziemy te funkeje
oznaczaé AT, (Fo). Podobnie wykorzystanie WOT lub WOP we wzorach (1.10)
i (1.11) pozwala w nieskomplikowany sposob wyznaczyé AT (&, Fo), czyli apro-
ksymate temperatury punktéw wewnetrznych plyty.

4. KONSTRUKCIA FUNKCI AT, (Fo) DLA POSZCZEGOLNYCH PRZYPADKOW

Funkcje schodkowe ST, (Fo) i Su, (Fo)} aproksymujace WOT i WOP na po-
wierzehni {=¢*, gdzie {* (0, 1), buduje si¢ opierajac sig na zbiorze danych dys-
kretnych, pochodzacych z eksperymentu. Dokladnoéé przyblizenia temperatury
brzegu T, (Fo) przez funkcje AT, (Fo) zalezy zatem od dokladnoici odezytéw
wielkosci mierzonych, jak réwniez odlegloéci czasowych pomigdzy odczytami.

Jesli odezyt danych dotyczy temperatury T, (Fo), to

n+1

(4.1) STI (s "'_2 (T,—1T,- 1)6’—”'1, T0=T:r+1#0-

=1

Na podstawie zwiazku (1.8) otrzymujemy

coshy/s "l
s cosh (£* ]/s) 2 (I,-T,- 1)e-szd

skad Iatwo znajduje sit; funkcje aproksymujaca temperaturg brzegu:
cos (4; /f*)

(4.2) AT, (5)=

n+ 1l

(43) AT (Fo)= Z[(Tl T,— )7 (Fo— JA){1+ZZ(-1)J

=1

x exp [— (AE*)? (Fo— M)}}] s

iy i .
gdzie A,=? (2j—~1). Transformatg AT7 (s) odwraca sig metodg residuéw przy

wykorzystaniu twierdzenia Heaviside’a o przesunigeiu [15]. ‘

Ze wzoru (4.3) okreSlajgcego AT (Fo) mozna przejsé do rozwigzania §cistego
T, (Fo). Przechodzgc mianowicie z 4 do zera przy zwmkszamu ndo meskonczonosm
(przy jednoczesnej stalosci 1Ioczynu nd) otrzymujemy

gdzie ¥ oznacza mnozenie spiotowe.



Or GRYSA
- 512 EKRZYSZTOr

Jesti odezyt danych dotyczy przemieszezenia u, (Fo), to

1 utl

- (4.5) Su, (-S‘)"'“”“' 2 (—up.) e, ug=iyy,=0.

Na podstawie zwigzku (1 .9) znajdujemy
¥ n+i
_ 2os cosh /s cosh ,;: [(t;—u,..,) exp (—51d)]
4.6) AT (5= PRYE

_ -~ s _
¢y sinh (¢% 3/5) cosh-;: —y/s sinh (é* Z) cosh y/s

Podobnie jak poprzednio transformate AT, (s) odwracamy metoda residucw.
Aby wyznaczyé funkcje AT (Fo), trzeba jednak najpierw znaleZ¢ pierwiastki réwna-
nia przestgpnego

N (5 ) )
s cosh /s B )

4.
@) -
cosh—

€1
Mozna pokazaéd, e rownanie (4.7) ma tylko pierwiastki rzeczywiste, ujemne. Pod-
stawiajac we wzorze tym-r na miejsce § otrzymujemy réwnanie

: F
evsin@yn__ O™ (é*"c?)
yrcos r h r ’

cosh—
>

ktore mozna w prosty sposéb (np. metoda siecznych) rozwigzaé nz maszynie cyfro-
wej. Oznaczajac kolejne pierwiastki tego rownania jako ry, rz, ..y Znajdujemy na-
stepnie funkcje AT} (Fo): -

(4.8)

Hti

1
(49) AT (Fo)= 2 (uy— 1y 1);;(130 id) 7 ¢*+

F
w cos]/rjcosh-cj— o
+Z o L (c2+rp) exp [—r; (Fo— I ],
J ) . :

J=1
-

gdzie

. ] . g
elr)=k, ¢, {I/FJ [sin (&* y/r;) sinh -E;‘L —=siny/7; sinh (5 * L—)] -

l/ﬁ sin (&* i‘j) cosh — +—é-2- [cl cos (¢* /7)) cosh*—"

.+2 chos v cosh(é* —j—)]}

b3
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Na podstawie wzorn (4.9) moina wyznaczyé, przechodzac z 4 do zera i z »n do
nieskonczonosci przy zachowamu statoéci 1loczynu nd, rozwigzanie §cisfe. Ma ono
postaé -

cOS ]/ r cosh —

du (Fo) 1 =
n = e +

@1y T (Fo)=— s fey &* Z T e(r)

W pracy [9] podano, iz odlegloéei od punktu &¥, w ktdrym odczytuje si¢ WOT,
do brzegu, na ktérym odtwarza si¢ temperaturg, nie moze przekraczaé odlegtosei
punktu &* od drugiego brzegu plyty. W rozwazanym przypadku oznacza to, iz
¢* powinno by¢ wigksze od 0,5, Tymczasem, analizujac wzér (4.3) lub (4.4) mozna
dojé¢ do wniosku, iz musi by¢ spelniona nieréwnosé slabsza, mianowicie
: 1
4.12) é*>§ .
Nieréwnos¢ (4.12) wynika z fakin, iz dla £* =1/3 warto$é kazdego skladnika szefegu
wystgpujacego we wzorze (4.3) lub (4.4) wynosi zero, wobec czego odtwarzanie
temperatury brzegu przy Korzystaniu z danych dla &*=1/3 (lub ogélnie dla
£x=1 [(2m+1), gdzie m=1,2, ...} prowadzi do bh;dnego whniosku, iz ;T (Fo) =T, (Fo).

(cl”‘l‘f_;) e—rJFo .

5. KONSTRURCIA FUNKCH AT(f, Fy) pLA opu PRZYPADKOW

Funkcje AT'(¢, Fo) dIa ge(O 1) mozna wyznaczyé dwoma sposobaml badz
wykorzystujac wzér (1.7), oraz wzory (4.3) lub (4.9), bad? bezposrednio ze wzoréw
(1.10) i (1.11). Pierwszy ze wspommanych sposchdéw prowadzi do wzoru nastq~ '
pujqcego

. d AT, (Fo) , CosEd; cos & A; T
(51)  AT(§ Fo)=— =z {1+2 Z (1) 7y }
wzor ten dla =1 sfaje sig tozsamodcia. Zastapienie AT, (Fo) przez prawa strong
wzoru (4.3) lub (4.9) prowadzi w tym wypadku do podwéjnych szeregéw nieskosi-
czonych. Jest to zatem sposéb prowadzacy do niewygodnych dla numerycznych
obliczefi wynikéw. Natomiast drugi sposSb, polegajacy na wykorzystanin zwiaz-
kéw (1.10) i (1.11) daje wyniki zblizone do otrzymanych w rozdziale poprzednim
dla AT, (Fo). Yedli np. odczyt danych dotyczy temperatury T; (Fo), to funkcja
ST, (s) okre§lona jest za pomoca wzoru (4.1), a na ATT (£, 5) otrzymujemy wzor

L Sh (f n+1
(5.2) ATT (§, 5)= ;LC_:;"M"%—]“/“% ;2:{: (Ty—=T)_y) e,

Stad latwo znajdujemy

nt+1 A fE®
(53)  ATT( Fo)= Z !(T. Ti-1) 7 (Fo— M){1+2Z -’ COS(ZJ{“

2

A
xexp[" T2 (Fo_-—ld)]} .
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Jak widaé ze wzoru (5.3), AT (£*, Fo)=ST (¢*, Fo)=ST\ (Fo) oraz AT" (1, Fo)==
=AT] (Fo).

" Jedli odezyt danych dotyczy przemieszczenia uy (Fo), {0 funkc_la Sity (s) dana
© jest za pomocg wzoru (4.5), transformata za§ aproksymaty temperatury AT (S, &)

ma postac
n+l

cosh (¢ Vs)cosh—-w 2 [ty ~ 1y _,) =)

r:‘ -5

() AT &)=

¢y sinh (&% /s) cosh% —V/3 sinh (c': *—) coshi
. (,'1 Cl L’l .

Roéwniez i w tym przypadku do wyznaczenia funkcji AT¥ (£, Fo) konieczna jest
znajomosé pierwiastkéw réwnania (4.8). Dia funkcji 47 (£, Fo) znajdujemy przed-
stawienia nastepujace: '

wti

H 1
(55 AT (@Fo)-—-_; (—ty-) 1 (Fo=1a)) gt

w  COS (f }/7;) cosh -—ZJ ' _ .
: 1L
+2) (c4r,)exp [-r, (Fo—14)] |,
e(ry)

i=1

gdzie e (r)) okreslone przez wzér (4.10). Dla § =1 otrzymujemy AT (1, Fo)=A4T, (Fo).

Roéwniez w wypadku identyfikacji temperatury punktéw wewngtrznych istnieje
naturalne ograniczenie odlegioéci, na jaka moZra  temperaturg “ekstrapolowaé.
Jak wynika ze wzoru (5.3), aby identyfikowana temperatura miata wartoci «wia-
rygodne», wspSlrzedna ¢ musi spelnia¢ nieréwnoéé

(56) E<3EE,

Dokonujac we wzorach (5.3) i (5.5) odpowiednich przej$¢ granicznyeh moina
wyznaczy¢ §cisle postaci rozwigzai, tzn. funkcje T (£, Fo) i 7% (¢, Fo). Ze wzgledu
na podobiefistwo tych rozwigzad do prawych stron wzoréw (4.4) i (4.11) nie be-
dziemy ich osobno przytaczaé, Ponadto pojecie «rozwigzanie fciste» przy zagad-
nieniu identyfikacji temperatury na podstawie danych do§wiadczalnych jest w zasa~
dzie pojeciem abstrakcyjnym. Dysponujac bowiem zbiorem danych dyskretnych
mozZna co najwyiej otrzymaé bardzo dobra aproksymacje takiego roniqzania.

6. PRZYELAD NUMERYCZNY

Jako przykiad pozwalajgcy lepiej przeanalizowaé wzory (4.3), (4.9) lub (5.3)
rozwazymy zagadnienie nastgpujgce. Najpierw przyjmiemy 7, (Fo)=1 dla Foe
€(0,c0) i na tej podstawie wyznaczymy postacie funkcji T'(&, Fo) oraz u (¢, Fo).
Nastgpnie, przyjmujac jako dane «z pomiaréw» zbidr wartoéci jednej z tych funkeji
. w réznych chwilach czasu dla &=£*, bedziemy identyfikowaé T, (Fo), tzn. bedzienty

. smukaé funkcji AT (Fo).
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" Przyjmijmy T3, (Fo)=1 l-n (Fo) [°C]. Wéwezas transformaty, okreslone wzorami
(1.7), dadzy sie w prosty sposéb odwrdcié, Otrzymujenty

(cf n)

=1

(5.1)' T (&, Fo)= 1+zZ( 1)" exp (— 42 Fo),
u (¢, Foy=k, €+2k12( 1y it nifj:) {cos (¢, Fol)+

+T suucl Fol,l)'** )2 exp [—A Fo)}

gdzie.
A,,E_—z— (2n—1).
Obiiczeﬁ: dokonarno. of:ierajac 'sig- na .nés‘t'gpﬁjacych_ 'danyéh. liczbowydh:

r=1,19-10"5m?s™ 1,  G=7946]. 1019°Nm=2, v——_—0,3, p=78"-10° kg m=3,
: R +v .
2, =12:10"¢ deg™!, h=0,01 m, k1 —-kh— = o k =2,2286-10"" m deg

_ch_hl/ze(l—: | o -
e, = —=—}/ L 50178. 10 (hczba bezwymlarowa).
K- K p(l-2») 7
Powyssze dane matenalowe dotycza stali St 20 [17]. Wymkl obliczen podane w na-
stepujacych jednostkach: temperature w stopniach Celsjusza, a przemieszezenie
w centymetrach. Czas podano nie w jednostkach bezwymiarowych, lecz w sekun-
dach, tzn. w czasie obliczen zamiast czasu bezwymlarowego Fo (liceby Fouriera)
podstawiono x#/h%.
Na podstawie powyZszych danych tatwo jest obliczy¢ wartosci funkeji okreslo-
nych wzorami (6.1). Obliczefi dokonano dla nastepujacych wartodei £* 1 #:
dla T(¢, 1) ' : ' :
S £*=04,0,5,0,7,0,9 oraz ¢=1(})30;
E%=04,09 oraz 7=1(0.05)2; '
. E*:=04,09 oraz  t==10(0.05)11;
dla u (&, 1) _
E*==0,5,0,7,0,9 oraz r==1(1)30.

Zapis x=a(b) ¢ oznacza iz x=a+nb, gdzie n=0,1, ..., (c—a)/b.

Wyniki obliczei zaokraglano do czterech lub dwdéch cyfr znaczacych, a nastepnie
na ich podstawie budowano funkcje ST (£*, 1) 1 Su (¢*, r). Funkcje te w dalszych
rachunkach traktowano jako WOT i WOP. Wykorzystanie wzoréw (4.3) i (4.9)
pozwolilo okresli¢ dla kazdego przypadku funkcje AT, (¢). W jednym przypadku
odtworzono funkcje ATT (£, ¢) na podstawie wzorn (5.3). Wykorzystano w tym
celu WOT dla £* =04, obliczen zas dokonano dla £=0,5, Aby méc dokona¢ analizy
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wzoru (4.9), niezbednym bylo okreSlenie kilku pierwszych pierwiastkow row-
nania’ (2.8). Wyliczono tylko te pierwiastki, ktérych wartosci byly mniejsze
od 10? lub co najwyzej rzedu 10°. Dokladnos$¢ obliczenia pierwiastkow wynosita
10-3. Pierwiastki te podano w tablicy 1. Wyniki pozostatych obliczefi przedstawiono
w tablicach 2-9.

Jak widaé z tablicy 2, funkcja AT7 (t) bardzo dobrze przybliza funkcie T; (¥)
nawet przy duzym kroku czasowym, 4f=1s. Blad aproksymacji mniejszy niz 5%,
otrzymuje sig w przypadku £*=0,5 po 8 sekundach, a np. w przypadku £¥=0,9
juz po pierwszej sekundzie. Zmniejszenie dokladnosci danych pomiarowych (WOT)
do dwoéch cyfr znaczacych (tablica 8) tylko nieznacznie pogarsza jako$¢ aproksy-
macji, co potwierdza opisane we wstgpie cechy 1 i 2 metody. Podobne uwagi moina
poczynié¢ odnoénie do identyfikacji temperatury w punkcie wewnetrznym plyty
(tablica 5). Analizujge wyniki podane w tablicach 3, 4 i 5 mozna dojsé¢ do wniosku,
ze identyfikacja temperatury na podstawie danych dyskretnych «zbieranych» co
0,05 sekundy jest obarczona stosunkowo matym bledem nawet wiedy, gdy nie jest
znana chwila poczatkowa, w ktorej proces ogrzeWania si¢ rozpoczal, Potwierdza
to ceche 4 metody. Na podstawie wynikéw zawartych w tablicach 2-5 oraz 7 i8
mozna stwierdzi¢, ze temperatura brzegu jest tym szybciej identyfikowana, im
blizej tego brzegu jest polozony punkt pomiarowy. Jest to bardziej widoczne w przy-
padku, gdy dane s3 WOT (tablice 2-5 i 8).

Analiza wynikéw dotyczacych identyfikacji temperatury brzegu na podstawie
danych dotyczacych przemieszczen prowadzi do zaskakujacego uproszczenia wzoru
(4.9) dla przypadku, gdy 7, (f) jest stala lub prawie stala w czasie. Mianowicie
otrzymujemy wdwezas :

o L u,
(6.2) T, (F0‘)~Wﬂ-}cm£*‘—’ I=1,2,..,n
gdyz nieskoficzony szereg po prawej stronie wzoru (4.9) ma —-dla odpowiednio
duzych 4 (krokéw czasowych) — wartoé¢ pomijalnie matg w porownaniu z uiam-
kiem 1/k, £*. «Odpowiednio duie» kroki crasowe A to takie kroki; dla ktérych
pierwszy wyraz szeregu ma warto$¢ o kilka -- powiedzmy pie¢ — rzedéw wielkosci
mniejsza od wspomnianego utamka. Wyznaczenic kroku czasowego, dla ktérego

Tablica 1. Osiem pierwszych plerwiastkéw rownanla (4.8) dla réimych wartesei, ¢*

X =09 - E=0,7 &=0,5
r 12,185 20,136 39,479
ra - 48,740 181,278 157,908
ra 109,656 503,548 355,304
ra 194,950 986,963 631,650
rs 779,819 1289,090 986,963
s 986,963 1631,512 1421,225
ra 1218,476 2014,211 1934,454

g 1474,351 ©2900,459 2526,625




Tablica 2. Identylikacia temperatury brzegu na podstawie WOT dia & =0,5 0,7 i 0,9 oraz kroku
czasowego Ar=1s przy dokladnosci odezytu do czferech cyir znaczacych

£r=0,5 Ex =07 . =09
1 STCCH AT[C]  blad .. STPC)  4T[°C]  blad . STIC]  AT,[PC]  blad
fs) va % v
103075 05902 40,08 0,591 08702 13,08 08377 1,088  2.88
2 04980 0,7633 23,67 06766  0,9353 6,47 08883 1,0087 0,87
3 06268 08289 1711 " 07603 09518 482 0974 1,005 0,55
4 07218 08728 12,72 08204 09629 371 09384 1,0037 . 0,37
50,7926 0,9052 948 08668 09715 2,85 09541 1,004 0,24
60,8454 - 0,929 7,06 09007 0,9784 2,16 0,9658  1,0016 0,16
70,8847  0,9473 527 . 09260 . 00837 1,63 09745 © 01,0010 0,10
8 09140 09606 394 09448 09877 1,23 09810 1,0007 0,07
9 09359 09707 2,93 09589 0,909 0,81 0,9858 . .1,0004 0,04
1o 09522 09782 2,18 0993 09930 0,70  0,9894 10002 002

Tablica 3. Identyflkacja temperatury brzegu na podstaw:e WO’I‘ dIa 5*—04 i E*“OQ oraz dia
=1 {0,05), przy dokladnodei odezytu do cxterech oyfr znaczacych Obliczenia prowadzone przy
. przyjeeiu, B2 pierwszy pomiar odlegly jest od chwill rozpoczecia procesu o 0,05 s

czas £*=0,4 _ £*=0,9

t ST1°C). AT,[°C] blad . STIC] AT[°C]  blad
51 o L % , A
1,00 T 02229 0,437 55,63 Co08ITr 1512 512
105 02351 0,401 5599 08416 1,302 302
1,10 02472 . 0,4376 . 56,25 08452 1217 21,7
1,15 02589 - © 04394 56,06 - - 0,8486 L1 170
1,20 0,2704 - 0,4436 5564 08519 L1400 140
1,25 02816 0,4488 5512 . 0849 1118 11,8
1,30 0,2026 0,4545 54,55 08578 - 1,102 102
1,35 0,3033 0,4603 53,97 0,8606 1,00 90
1,40 0,3139 0,4664 53,36 08632 1,080 - 80
145 03242 0,4723 : 52,77 - 0,8657 1,072 1.2
1,50 0,3344 04785 - 5215 - - 08681 1,066 6,6
1,55 0,344 - 0,4847 51,53 0,8704 1,060 6,0
1,60 0,3542 0,4908 . 5092 0,8727 1,056 56
1,65 0,3638 0,4969 50,31 08748 1,052 5,2
L0 03732 0,5029 49,71 0,8769 1,048 43
1,75 0,3825 . 0,5090 . 49,10 - 08790 1,046 4,6
1,80 0,3917 0,5152 4848 . 0,880 1,043 4,3
1,85 0,4007 0,5213 47,87 - 0,8828 1,041 4,1
1,90 0,4095° 0,5273 . 4727 0,8847 1,039 3,9
1,95 0,4182 0,5333 46,67 0,8865 1,037 3,7
2,00 0,4268 0,5394 46,06 0,8883 1,035 3.5

(5173 &

Rezprawy In?ynierskia — %




Tablica 4. Identyfikacia temperatory brzegn na podstawie WOT dla =04 i £*=09 dla
t=10(0,05) 10,4 przy dokladnosci odezytn do czterech cyfr znaczacych. Obliczenia prowadzone
przy przyiecin, Ze pierwszy pomiar odlegly jest od chwili rozpoczecia procesu o 0,05 s

czas : EF=0,4 &EF=0,9

¢ ST[°C] AT [°C] blad ST{*C} AT,°C] blad
[s] 7 %
10,00 - 0,9453 1,8816 83,16 0,9894 1,7869 78,69
10,05 0,9461 1,7651 76,51 0,9896 1,5298 52,98
10,10 0,9469 1,6604 66,04 0,9897 1,4232 42,32
10,15 0,9477 1,5828 58,28 . 0,9399 1,362 36,21
10,20 0,9485 1,5212 52,12 0,9900 1,3211 32,11
10,25 0,9492 1,4690 46,90 0,9902 1,2915 29,15
10,30 0,9499 1,4233 42,33 0,9903 1,2685 26,85
10,35 0,9507 1,3827 38,27 0,9905 1,2505 25,05
710,40 0,9514 1,3459 34,59 0,5906 1,2353 23,53

Pablica 5. Tdentyfikacja temperatury brzegu na podstawie WOT dla §*=0,4 i {*==0,% dla t=10,45
(0,05)11 przy dokladnosci odczytu do czterech cyfr znaczacych. Obliczenta prowadzone przy
prayjeciu, e pierwszy pomiar odlegly jest od chwili rozpoczecin procesu’ o 0,05 5. ATy obliczane wg
wzorn AT,= AT, T, (10,45), gdzte AT} obliczane wg wzorn (4.3) na podstawie ST{==8T, —T:(10,45)

czas =04 : £¥=:0,9
t ST°C) AT [°C] blad - STT°C AT PCl blad
fs] 7o 7
10,45 0,9521 (,9528 4,72 0,9907 0,9909 0,91
10,50 0,9528 0,9541 4,59 0,990% . 0,9912 0,88
10,55 0,9535 0,9553 4,47 0,9910 - 0,9913 0,87
10,60 0,9542 0,9565 4,35 0,9911 0,9915 0,85
10,65 0,9548 0,9574 4,26 0,9913 0,9918 0,82
10,70 0,9555 ' 0,9585 4,15 0,9914 0,9919 0,81
10,75 0,9561 0,9594 4,06 09915 0,9920 0,80
10,80 0,9568 0,9604 3,96 0,9916 0,9921 0,79
10,85 0,9574 0,9612 3,88 0,9918 0,9924 0,76
10,90 0,9580 0,9620 3,80 0,9919 0,9925 0,75
10,95 0,9586 0,9627 3,73 0,9920 0,9926 0,74
11,00 0,9592 0,9633 367 0,9921 0,9927 0,73

Tablica 6. Identyfikacja temperatury w punkeie o wspolrzednej £:=0,5 na podstawie WOT w punkcie
& =04 dla +=1(1)10, przy dokladnofci odczytu do cazterech cyir znaczacych i pordwnanie jej
z wartosciami Scislymi

t 8T AT T blad
Is rcl [°Cl [°Cl o
1 0,2229 0,2663 0,3075 13,40
2 0,4268 0,4734 0,4980 4,94
3 0,5731 0,6090 0,6268 2,84
4 0,6817 0,7086 0,7218 1,83
3 0,7627 o 0,7828 0,7926 1,24
6 0,8231 < 0,8381 0,8454 0,86
7 0,8681 . 0,8793 0,8847 0,61
8 0,9017 0,9100 0,9140 0,44
9 0,9267 0,932 0,9359 0,32
10 0,9453 0,9499 0,9522 0,24

{5181 .
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Tablica 9. Tdentylikacja temperatury brzegu na podstawie WOP dla ¢*=0,5 i £=0,9 oraz dr=1s
przy dokkadnosci odezytu do dwéch cyfr znaczacych.

o 05 _ SR
t Su [cm)- 10° AT, [°C] blgd Su [cm]- 108 AR{°Cl - - blad
[s} - . oo - A T N %
1 1,7 0,153 84,7 66 032007 0 BT
) 4.0 . - 1,359 64,1 10 - 0,499 C 501
.3 5,9 L0529 471 - 13- . 0648 . 352
4 7,2 0,646 35,4 5 0,748 . 252,
5 8,2 0,736 264 16 0798 202
6 89 . 0,799 201 17 0848 152
1 C98 i 0853 04T T 18 0897 T 10,3
g S 99 0888 0 M2 18 897 it 10,3
9. Con 0 0,897 103 L 19 s 0947 53
L 10, 0897 10,3 . .19 .. 0947 ... 53
i ot 0987 13 19 0,947 53
13 o T 0,937 SETE e 13- 20 R 0,972,:,'_ E 2.8
14 11 C0,987F b i 130n i 200 L 09T L A8

JAs AL 0987 . B3 200 - 0972 28

wzér (4.9) moiziia Zastapié: up‘roSzczonym wzorem (6.2), odbywaé sig miusi osobno
dla: kazdego &%, Wymka 1o z. obecnosm \i4 Wyk}admkach potqgl e pwrwlastkow
rownania: {(4.8); .. : SN
... Wyniki obliczei, zawarte W tablmach 7 i-9;oraz powyzsze ustalenia Wskaqua;,‘
iz kryteria 1-4. efektywnoséci metody sa- w przypadku identyfikacji ‘temperatury
na podstawie 'WOP. spelnione. Ocz'ywis'tosc spelnienia’ kryteriow 6-8 nie pod[ega'
dyskus;: a kryterium ‘5-jest spelnione przez sam dobér metody., .y
Wiszystkic ' obliczenia, zaréwno dotyczace pélnych postaci WZOTOW (4.3), (4 9)
i(6.1) jak i postaci uproszczonej (6.2), przeprowadzone zostaly na kalkulatorze TI-59.

7. WNIOsg1

' Przedstawxona W pracy metoda 1dentvf Laqt femperatury w plyc:e mcskon-
czonej da_le sie bezposrednlo przemcsc zaréwno na przypadk1 cial o mnych ksztal-
tach (walca, rury gruboscwnne_], kuli, po%przestrzem itp.), Jak ina innego. typu
chnowymlarowe zagadmema 1dentyﬁkac_;1 (mgudmema odwrotne) Niezaleznie
od tego czy, wyznaczanq na brzegu {brzegach) w1e1kosczq bedzie pole temperatury,.
strumien ciepla, przemleszczeme czy cokolwiek mnego sposdb postqpowama jest
taki sam Jak w pracy mruejszq Sposob ten wyznaczaja tytuly czterech plcrwszych
czedel pracy, tzn.

1) formalna konstrukqa transformaty Laplace a rozmazama 7agadmema od-
Wroinego;

2) warunki ocranlczajqce dfa wewngtrznych 0dpow1edz1

3) konstrukcja funkcji opisujacych wewnetrzne odpowiedzi oraz
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4) konstrukcja przyblizonego rozwigzania zagadnienia identyfikacji (zagadnienia
odwrotnego). C

Ten schemat moZna jeszeze uzupeinié dwoma dodatkowymi punkiami, miano-
wicie nastepujacymi: _

5) przejécie graniczne do rozwiazania $cistego (majace najezgsciej tylko.cha-
rakter poznawczy) oraz

6) dyskusja ,,wrazliwosci” otrzymanych wynikéw na odlegloé¢ punktu od in-
teresujgcego nas brzegu, wielko§¢ kroku czasowego i dokladno&é odczytu danych
pomiarowych, ' ' n '

Przedstawione w niniejszej pracy przyblizenie WOT i WOP funkcjami schodko-
wymi charakteryzuje sig wprawdzie prostots, lecz nie jest jedynym przedstawieniem
dopuszczalnym. Kazda funkcja zbudowana na zbiorze danych dyskretnych i spet-
niajgca ograniczenia podane w'czedci 2 pracy moze byé przyblizeniem wewngtrznej
odpowiedzi. Na ‘przykiad nalezy sie spodziewaé, ze funkcjami dopuszezalnymi
moga byé tzw. splajny [18]. Tym niemniej ogromna zaleta funkcji schodkowych
jest to, e uzyskane za ich pomoca wzory sa fatwe do zaprogramowania na ma-
szynie cyfrowej i dajg wyniki obarczone matym bledem.

Nieco zaskajacym wnioskiem, wynikajacym z rozwazan zawartych w rozdziale 6,
jest to, Ze latwiej i szybciej moZna zidentyfikowaé temperaturg na podstawie WOP
niz na podstawie WOT. Ponadto istotne s wlasno$ci metody identyfikacji: tempera-
tury na podstawie WOP, ktére podane sg w koficowe] czesel wstepu, a ktore dotycza.
takze (cho¢ w nieco mniejszym stopniu) metody opartej na WOT. Opierajge sig na:
wyZej podanych rozwazaniach teoretycznych, moina by skomstruowac przyrzad,
ktéry moglby shuzyé badz do identyfikacji wymuszenia termicznego (temperatury
brzegu) przy zoanych whasnoSciach plyty, bad# do identyfikacji modelu (whasnosci
plyty) przy znanym wymuszeniu termiczaym, badz do diagnostyki. Przyrzad taki
méglby dziataé na zasadzie zbierania informacji z trzech czujnikéw: dwoch mie-
rzacych temperatur¢ i umieszezonych na brzegach plyty i trzeciego mierzacego
przemieszezenia i znajdujacego si¢ wewnatrz plyty. Bkstrapolacja wynikéw z dwdch
takich czujnikéw i ewentualne poréwnanic z bezposrednim odezytem z trzeciego
moglaby whaénie prowadzi¢ do identyfikacji modelu badZ do diagnozowania o sta-
nie badanego obiektu; przy identyfikacji wymuszenia na niedostepnym brzegy
-oczywidcie trzeba zadowoli¢ sig tylko wynikiem ekstrapolacji. Naturalnie musiatyby
byé spe}nioneiwszystkie'warunki, na podstawie kt6rych otrzymano powyisze wyniki,
tzn. cieplna izolacja  drugiego brzegu piyty, jego utwierdzenie, brak obicigZet silo-
wych na brzegu badanym, mafe zmiany w czasie Tub statodé temperatury tegoZ bizegu.
Ten ostatni warunek nie jest — whrew pozorom —- zbyt powaznym ograniczeniem,
gdyz w wislu przypadkach w technice mamy do czynjenia whasnie 2 takimi warun-
kami termicznymi. Tak jest np. w zbiornikach, w ktdrych przechowuje sig paliva
badZ chemikalia, czy nawet w dyszy silnika odrzutowego. 7 drugiej strony, na
mocy uwag poczynionveh na poczatku tego rozdzialy, nic nie stoi ‘na-przeszkodzie,
aby rozwazyé zagadnienie identyfikacii wymuszef termiczaych lub innych przy
catkiem odmiennym zestawie warunkéw brzegowych. Jedyny sztywny wymog
metody, to zerowe (badZ stale dla calego ciata) warunki poczatkowe.
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W niniejszej pracy skoncentrowano uwage na tzw. wewnetrznym zagadnienin
odwrotnyrs. Brzegowe zagadnienie odwrotne, czyli problem wyznaczania np.
funkeji 7, (/) na podstawie znajomosci zmian w czasie strumienia ciepla lub prze-
mieszczenia dla ¢=1 byl czgéciowo przedmiotem rozwazan pracy [11]. Jak widae
na przykladzie wzoru (4.9), sa to zagadnienia rézne jakodciowo od zagadnied we-
wangtrznych, aczkolwiek réwniez o powainym aspekcie praktycznym.

Gléwng zaleta metody identyfikacji tem?eratury brzegu, przedstawionej w tej
pracy, wydaje sie byé to, iz dopuszeza ona badania i pomiary nieniszczgce. Wynika
to z mozliwosci odtworzenia temperatury brzegu na podstawie znajomo$ci danych
dotyczacych przemieszczen. O ile bowiem odczyt WOT wymagal wprowadzenia
do ciala termopary, o tyle do odczytu WOP mozna wykorzysta¢ detektor, wykry-
wajacy np. ruch tzw. atomdw znaczonych, wprowadzonych w $ladowych ilosciach
do badanego obiektu juz w trakcie wyiwarzania go. Wymaga to jednak zastoso-
wania bardzo czutych miernikéw.

7 punktu widzenia metod matematycznych jednowymiarowe zagadnienia od-
wrotne dla cial o regularnych ksztattach sg najprostsze do rozwiazania. Jednakze
juz na tym etapie widad, jak wazna rolg pelni znajomosdé ograniczen, jakim musza
podlega¢ wewngtrzne odpowiedzi. Przy zagadnieniach dwu- i tréjwymiarowych
problem skonstruowania fankcji dopuszczalnych staje sig Jeszcze bardziej skomph-' ‘
kowany. W analizie tego typu problemdéw w teorii przewodnictwa ciepla ma swoj
powainy udziat M. Imper [8). Jednakze systematyczna analiza wielowymiarowych
zagadniefi odwrotnych w teorii maprezeit cieplnych lub termosprt;iystoém jeszcze
nie byla publikowana, zagadmema za$ jednowymiarowe rozwazane byiy, jak sig
wydaje, tylko w pracach [11 i 12].

i1

8. ZAKOWCZENIE

Rozwigzane w pracy zagadnienie identyfikacji temperatury ‘opiera si¢ na zna-
jomosci WOT lub WOP w jednym punkcie wewnetrznym (a wiladciwie na jednel
powierzchni wewnetrznej £¥) oraz na jednym z brzegdw plyty. Tego typu zagad-
nienia identyfikacji nazywa sig czasami jednopunktowymi zagadnieniami odwrof-
nymi. Mozliwe jest réwnieZ rozwigzanie zagadnienia dwupunktowego, tzn. gdy
znamy WOT lub(}): WOP w dwéch punktach wewngtrznych. Tego typu zagadnie-
pia rozwazali m.in. M. ImBER i J. Kuan [9], lecz ich rozwazania dotyezyly tylko
przewodnictwa cieplnego. W teorii naprezen cieplnych badania tego typu nie byly
jeszcze, wedlug Tozeznania autora, prowadzone. Wydaje sig, Ze dalsza analiza
tego typu zagadniedi, tak jedno- jak i dwupunktowych, moze doprowadzi¢ do roz-
woju nowych metod badan mieniszczacych.

W zakoniczeniu autor sklada serdeczne podzigkowania Prof. dr hab. Czestawowi:
Cemprow! z Instytutu Mechaniki Technicznej Politechniki Poznanskiej za Zyczliwe
i konstruktywne uwagi dotyczace pierwotnej, wersji pracy, co si¢ przyezynilo do
jej udoskonalenia. '

(!) Wyraz ,,fub” dopuszcza réwniez ,,oraz’
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PészwmMe

ONHOMEPHAA BAI[A‘{A HﬂEHT}/ICDI/IKAIIHH PACHPEJ_'[ETIEHI/I}I TEMTIEPATVPI:-I
B BEAKOHEYHOH TUTUTE

B orTimume 0F HCCHEHOBANHIL OTMCAHHEIX B THTCPATYDE, KOTOPHE Kac_am'fcﬁ OBpatHER 3anaY
TEINONPOBORACCTH, HACTOMMAN paboTa MpeaCTapmmer NPUOIIKEHHOE AHANMTHIECKOS pelesme
oSpaTROH 33JAUA DOIA TEMICPATYDEL B TEOPEM TEPMEYECKHX HRITPAKEHI, UMEHIO 334898 MieH=
THdUKANHE pacTIpeNe/ieHEa TeMmepatyphl. Teoperuueckne PACCyXACHEA IPOBOAATCA CHORYIOIEM
myreM: 1} Ea OCHOBG POILCHEA IPAMOI 3a1avH (AATaTBHO-IPRHERON) ONperenteTcs GOpMAILIos
pelenue oGpaTHON 3a/auy, 2) YCTAHABIHBAIOTCA YCAODHA AL AOMYCTHMBIX drysiknadl s ore-
CAHHMA BHYTPCHRMX TEMICPATYDHbIX H B TIEpEMEIHEHAAX OTKIHKCB, 3} CrposTca (bymcuim, OTACIL-
BRIOMAE BHYFPEHIME OTKNHKK, 4) ONpemesercs M oficyxjieres NpuGitkennoe sanavm.
OTUpENeTeHRs NPRGIEIKENIOTO DEUICEME (KK T0%e TOMIOI0) MCIONLIYeTcs ToxHAKka mpeobpa-
sopanng Jlannaca. Ben pewenus oYeHs HpUTOOEH ANH YHCACHHBIX DacueyoR. Hpcncrasncnm
WHCIGHHLIE TPIMEPH! WNIOCTPHPYIOUME TOTHOCTE HoNyHeHHBX PEe3YALTATOR, -
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SUMMARY

ONE-DIMENSIONAL PROBLEM OF TEMPERATURE IDENTIFICATION IN AN INFINITE
PLATE

Contrary to the invesligation reported in the literature which are restricted to the inverse pro-
blems of heat conduction, the present paper contains an approximate solution to an inverse pro-
blem of temperature field in the thermal stresses theory, namely to the problems of temperature
identification, especialty at the boundary. The theoretical considerations are carried out in the
following way: 1) solution of a direct initial-boundary problem of thermal stresses theory is used
to obtain a formal solution of the inverse problem, 2) the conditions for the admissible internal
temperature and displacement responses are settled, 3) the functions describing the internal re-
sponses are constructed, and 4) an approximate solution of the problem considered is found and
disscussed. It is shown that a step function is admissible for describing an internal response. In
order to get the approximate solution {and also the exact one}, the Laplace transform techniques
is used. The form of solution is convenient for numerical evaluation. Several numerical examyles -
ilustrate the accuracy of the theoretical results,

POLITECHNIKA POZNANSKA

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 10 lntego 1980 v.





