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METODA TRYGONOMETRYCZNYCH SZEREGOW KONTUROWYCH
W ZASTOSOWANIU DO UTWIERDZONYCH PLYT O DOWOLNYM
KONTURZE(Y)

ANDRZEJ ZIELINSKI i MICHAL ZY CZK O WSK 1 (KRAKOW)

W pracy pezedstawiono pewng ogding metode rozwiazywania zagadniefi plyt i powlok o do-
wolnym konturze. Polega ona na rozszerzeniu danego elementu powierzchniowego do ksztaitu
prostego elementy pomocniczego, poddanego jednakze na danym konturze odpowiednim obcia-
Zeniom kompensacyjnym realizujacym na nim rzeczywiste warunki brzegowe., Jako przykiad
ogdlnego schematu rozwigzania rozpatrzono plyte o brzegach utwierdzonych. Zostala ona zastq-
piona pomocniczy plyta prostokatng o brzegach swobodnie podpartych, ktora poddano dzialanin
zardwno obcigZen zewngtrznych plyty rzeczywistej, jak i nieznanych obcigzen kompensacyjnych
o charakterze dystrybucyjnym, rozwinietych w podwéijne sinusowe szeregi Fouriera., 7 warunkow
brzegowych rzeczywistego elementu otrzymano réwnania catkowe, ktore po rozwinieciu funkeiji
obciaZedi kompensacyjnych w pojedynczy szereg Fouriera wedhz konturu przeszly w rownania
algebraiczne na niewiadome wspélczynniki rozwinigé tych funkejl. Rozwigzano szereg przykiadéw
numerycznych bedacych zastosowaniem oméwionej metody do badania malych ugie¢ sprezystych
i statecznodci plyt.

I. PRZEGLAD STCSOWANYCH W ZAGADNIENIU METGD OBLICZENIOWYCH

Werdd stosowanych dotychezas metod obliczenia clementéw konstrukeji po-
wierzchniowych o krzywoliniowym konturze mozna wyodrebnié¢ pewne grupy
charakteryzujgce si¢ réznym podejéciem do zagadnienia. Pierwsza z nich stanowig
rozwigzania oparte na zasadze dyskretyzacji obiektu zaréwno w sensie matema-
tycznym (metoda réznic skoficzonych i jej liczne modyfikacje [9 i 10]), jak i fizycznym
(metoda elementéw skoficzonych [4 i 13]). W obu przypadkach rozwigzywanie
probleméw plyt i powlok o dowolnym konturze napotyka na trudnosci oblicze-
niowe mozliwe do pokonania przy zastosowaniu bardziej zaawansowanych warian-
tow powyzszych metod. Stosowanie ich “prostej realizacji (np. regularna siatka
lub tréjkatne elementy) moze prowadzié¢ do istotnych bleddw.

Druga grupa rozwigzan wiaZe sie z koncepcja zamiany problemu réwnan
rézniczkowych w obszarze o krzywoliniowym konturze na réwnania catkowe na
tym konturze —przy wykorzystaniu funkcji Greena danego problemu oraz zasady
wzajemnodci prac F. Bettiego. Na podstawie powyiszej koncepcji rozwineta sie
szeroko w ostatnich latach metoda potencjatu oraz jej liczne realizacje, jak metoda
granicznych réwnan catkowych [23) czy metoda pdl singularnych [5]. W metodzie

(1) Praca wykonana w ramach problemu wezlowego 05.12-11.4
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potencjalu pojawia sig rowniez koncepcia «rozszerzonego ukladur, tj. modelowania
warunkéw brzegowych ciala rzeczywistego w przestrzeni rozszerzonej poza jego
granice [20].

Ostatnia grupe rozwigzan stanowia metody oparte na specjalaym oryginalnym
podejéciu do zagadnienia. Nalezy tu wymieni¢ ciekawg z matematycznego punktu
widzenia, lecz klopotliwa w stosowanin, metodg odwzorowan konforemnych
M. M. BANERIEE [3] oraz metodg linii statego ugiecia J. Mazumpara [11.1 12],
dogodna w przypadku, gdy kontur 1 linie statego ugigcia naleZa do tej samej rodziny
krzywych. Stosunkowo duza popularndéé zdobywa sobie naleZgca réwniez do tej
gmpy numeryczna metoda opisujacych kontur algebraiczno-logicznych R-funkcii
W. E. RWACZEWA [25] doprowadzajaca do aproksymacji funkeji ugiecia wielomia-
nami Czebyszewa, ktérych wspotezynniki autor proponuje oblicza¢ przy wykorzy—
staniu metody Ritza. :

Na pograniczn wspomnianych wyZej grup rozwigzan znajduje si¢ metoda roz-
szerzenia danego uldadu [19 1 22], ktéra powstala w zasadzie odrgbnie od wspomnia-
wezesniej metody potencjatu. Jej ideg jest rozbudowa badanego obiektu poza jego
rzeczywiste granice, tak aby nowo powstaly, pomocniczy obiekt uzyskal granice
o dogodnych warunkach brzegowych. Realizacja granic (warunkéw brzegowych)
rzeczywistego obiektu nastgpuje przez przylozenie na nich odpowiednio dobranych
obcigzenh kompensacyinych, przy czym wartoéci tych obciazen sg obliczane wladnie
z réwnan okreslajacych brzegowe warnnki tego obiektu. '

Dotychezasowe jej realizacje opieraly si¢ na dyskretyzacji zagadnienia. A, M. Ka-
KUSZADZE 1 J. . Bsapze rozwiazal m.in. szereg plyt o zlozonym ksztalcie kontura
[21] wykorzystujac funkcje Greena dla wprowadzenia kompensujacych obciazen
na hipotetyczng plyte kotowa o brzegach utwierdzonych lub swobaodnie podpartych
(nawiazanie do metody potencjatu).

Idea rovszerzenia danego ukladu jest punktem wyjécia do metody proponowanej
w obecnej pracy. Rozwigzanie uzyskano tu na podstawie analitycznej za pomocg
pewnej kombinacji podwéjnych i pojedynczych szeregow trygonomeiryczaych,
rezygoujge z pracochlonnej zazwyczaj dyskretyzacji obiektu. My§l przewodnia
przedstawionej metody zostala wstepnie zasygnalizowana na konferencjach nauko-
wych w Warnie [18] i Goluniu [16]. Niniejsza publikacja jest pierwsza zawierajaca
bardziej kompleksowe jej ujecie w zastosowaniu do clementéw plytowych o brze-
gach utwierdzonych (realizacja w&_runkéw przemieszezeniowych jest w omawianej
metodzie najprostsza). Rozwigzania dla innych warunkéw brzegowych oraz zagad-
nienia powlokowe beda przedmiotem odrgbnych publikacii,

2. MALE UGIRCIA SPREZYS1E UTWIBERDZONE] PLYTY O DOWOLNYM KONTURZE

" 2.1.-Ogdna koncepcja r(zwzqzanra

Przebleg rozwigzania zostalt przedstawmny na przyk adzie zgmama pIyty utw1er—
dzone_] Rzeczywisty obiekt, plyte o krzywoliniowym brzegu, zastapiono rozszerzong
pomocniczg plyta prostokatna (rys. 1) swobodnie podparta o warunkach brzego-
wych szczegdlnie korzystnych dla stosowania podwdjnych sinusowych szeregdw
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‘Fouriera (metoda ;Naviera).. Zdscydowano si¢ stosowaé za Z.. KACZKOWSKIM 6]
1 V. PANCEM {14] lewoskretny uklad wspdtrzednych. Na rzeczywistym konturze k,
okreflonym parametrycznymi nastepujgeymi - réwnaniami:

Pomucnicza ptyta
prostokatna

I L o
. 1 oo \Phyla rzeczywista ;.. .
wz Gt
Rys, 1 _
1) x=x, ), y=ylt)h to<i<t,
przylozono obcigZenia kKompensujace: normalng dg"piaszczyzny $rodkowe] ‘sile

P (¢) oraz moment M (f) o wektorze styczoym do Konturu k. W przypadku sto-

sowania przemieszczeniowego réwnanmia w' postaci: - -

2.2) T oyepad pa PP
T P ahy

gdzie ¥ oznacza wspdlczynnik Poissona i w przypadku idqg:yéh za tym uproszczen,
powyzsze dwa rodzaje obcigzeni catkowicie modeluja kazdy:rodzaj warunkéw brze-
gowych. Odnoénie znakéw obcigzeri kompensacyjnych ustalono, ze za dodatnic
bedzie sig uwazac sile P (f) o zwrocie zgodnym 7z osig z ofaz moment M (1) o wek-
torze, ktérego zwrot jest zgodny ze zwrotem wektora (dx/[dt, dy[dr) w danym punkcie.

*'Pomocnicza ‘plyta prostokgtna spetnia warunki brzegowe Naviera. Przedstawic-
nie-wigt obcigzen w formie ich rozwiniecia w podwojny sinusowy szereg Fouriefa
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Obcigzenia kompensujace P (O M(t)sa, W sensie obciazen ciaglych, wielkodciami
dystrybucyjnymi ktérych wspotezynniki rozwinigé maja postaé [17]: '

4 o |
. = jP{z)S,,,,,mI”(t) dt,
9

i) ab K
2.5) 4 ‘.
O = [ M@ k) dt,
gdzie o
rO=yix, P+, OF,
(2.6) S () =511 Gy x,.(¢)sin f, Vs (1},

Ko (1) =00, ¥, (1) €OS [t X; (D] 51D [By s (D) -
B %, (£) sin [0 5 (2)] €08 [Ba 5 ()]
Powyzsze obcigzenia wraz z ukladem zewnetrznym obciaZen plyty 4 (x, ¥} wywo-
laja na krzywej (2.1) ugigcie :

& 1 o
@mn W (=5 ) G G+ ) S ()
oraz nasiepujacy kgt ugigcia w kierunku / prostopadiym do miej:
o, 1 '
(2-8_) WL (t) 3'5}-:(?)' Z émn fd;’nn.{-a:n +a::n) K,,m (!) .
mn

Skladowe tensora momentéw w plycie wyrazg sig¢ wzorami

s, (x, y)= 2 (e 1582 Son (0 +ab,+alh) sin ag x sin fy ¥,
ma ]
2.9 m, (x, »n= Z (B: +$d~31) Emn (aﬂ.,,‘l'ﬂ:,.. + a:n) $in oy, X 8iN By,

Myy (xa y): "'(1 - ﬁ) Z m ﬁu Emn (afnn+a5ln+ af:n) CO8 0y XCOS ﬁu ¥, o
mn h

ktore 33 okreslone poprawnie w calym obszatze plyty poza krzywa (2.1), poniewaz
wprowadzony moment kompensacyiny M (#) okreélony na krzywej wywola odpo-
wiedni skok funkcji momentéw zginajacych. Na podstawie wzorow (2.9) otrzy-
mamy wige $rednig arytmetyczna lewo- i prawostronnej granicy tych fonkeji na
krzywej k, co wystarczy, jak wykazano, do okreflenia tych granic. W przypadku
plyty utwierdzonej nie jest to konieczne, poniewaz moment kompensacyjny j\est
jednocze$nie mometitem utwierdzenia (jezelt zewnetrzng czesé plyty pomocniczej
pozostawimy nieobcigzong (rys. . '

Jak wezeéniej wspomniano, niewiadome obcigzenia kompensacyjne P (N1 M)
mozna wyliczyé z warunkow brzegowych na konturze plyty. W przypadku utwier-
dzenia warunki te przyjmuja postaé
(2.10) w()=0, w, ()=0
i tworzg ukiad réwnaf catkowych Fredholma pierwszego rodzaju na niewiadome
fankcie P (f) i M(#). Posta¢ tych réwnan uwidacznia si¢ po wstawieniu funkgji
(2.5), (2.7, (2.8) do warunkéw (2.10).
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W celu rozwigzania ukiadu (2.10) rozwinigto powtSrnie funkcje w (£) i w, (1),
tym razem w pojedynczy szereg Fouriera wzdhz konturu rzeczywastej ptyty Roz-
winigcia te- maja postaé;

w(‘:)=2 [w,, cos py () +ws, sin‘,uy ()],

@1 :
(211 w; (8)= 3 [w), cos ey (£)+w), sin puy ()], _‘
. gdzie |
' 2 [Fo) e
?(O““‘%‘"—j“_—*.-
J‘F(r)c_ir

y(£) jest modyﬁkowanym parametrem zmieniajacym si¢ w granicach 0<y (1)< 2.
Wystepujaca tu funkcja podcalkowa jest przykladowo réwna F{t)y=I(@) jezeli
stosujemy rozwinigcie bezposrednio po tuku krzywej, lub F(r)=1, jezeli rozwinigcie
nastepuje po parametrze f (odwzorowame na przestrzen zmiennofci parametru).
Ta druga forma funkcji F(¢) jest czesto korzysina, gdyz upraszcza jej postaé, nie
wprowadzajqc z reguly istotnych trudno$ci w przebiegu rozwigzania.

Wspdlczynniki rozwinigcia funkcji w(r) i w, (1) w pojedynczy szereg Fouriera
wyraZza sig¢ wzorami

1 o :
Wcu*“jjf 2 Cnn (G Ly 41 [ B (1) 08 [y (O] F 1),
Ty '

PR A ) f S () 8in [y () F (1) at,

’ w‘f“' 'Dl mn
W gu__._ Zﬁm(amn-i_amn»‘-a“) ffc F(f))
(2.12) * 0
| H’s i Z Emn (a:m +ams+aM) f K (1) BiD [4“}' (‘)] ‘}-T(T)_dt $3

nth

. 2
Zu"‘fF(r)df dla =0,

1 .
A== fF(r)dr dla  p=1,2,2...

Niewiadome funkcje P (r) i M {£) wystgpujace we wspélczynmkach ab, i ay, pod
zoakiem calki rozwinigto w podobny sposéb:

P(6)= D) {Pey c08 [y ()14 Py sin [y (0]},
2.13%) -

M (;’): E{M‘?" cos [uy (D] + M, sin [uy O]}
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Rozwiniecia te WprdWaii-zone do wzoréw (2.5) uwidocznia si¢ we wspotezynnikach
(2.12). Yezeli ograniczymy je do-p== 4i* i napiszemy warunki pizyjmowania wartosci
zero przez (2p*+1) pierwszych wspolezynnikéw rozwinigé w{f) i wy (), to otrzy-
mamy uklad (4p*+2) liniowych réwnaf algebraicznych o (4y*+2) niewiadomych
wepélczynnikach Peus Pops Mews Mo AT e

. P w¥ .
Zémn a;,‘f jjmnv: 2 Z Pin Zémn Almnu gjmnv"‘
inn . i=g8 4=0 mn Sl
uk '
+ 2 Z Mi.u Z émn Blmnu “Ijmnv
t=e,s =0 min

. & . ,' . -
2 Eon B By = Z i’ ,P_i.ugz Enn Aimng B+ ‘
it i=c,s p=0 mn .
L o o Z Z MiyEémn Btﬁin‘ﬁ‘ﬁm’w

(2.14)

o Lo i=g,5 0=0
CjEe s p=0,1,2, "‘,".‘u*"
b

o o g e
L ' 4 e

gdzie . |
A= | S ©) 008 [y DI T O 1,

= | S o8 Ly O F @ dt,

= [ G O sin [y O T (@,

- Y L= [ S @sin Ly QI F @
(2'15) h-" | el 'totr' “ T L - ; B

o Bownn = f K (£)-c0s [y (O] dt, i

ou o | . X F([) o
: Ecmrm:tf Iepm (1) €OS [y () ?(_ts'dt;

. b .- - RN o .
Bsmnu_': f Hmn (t) sin [Hy (f)l dt, _
. © g SUPTT —_—

Esmnu= f Kun (t) Sll’l[;uy (t)] .Pif; de it e

Zasadnicza struktura réwnat ('2.14)' odnosi sie do réziych ksztaltéw plyty i.r6%
nych obciazef zewngtrznych. Umozliwia to opracowanie uniwersalnego algorytmu
obliczeti, do ktorego obciazenia plyt i roéwnania parametryczne ich konturéw
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bylyby wprowadzane w formie funkcji zewngtrznych. Jezeli kontur sklada si¢ z kilku
odeinkéw .opisywanych réznymi réwnaniami parametrycznym to mozemy catki
(2.15) traktowa¢ jako sumy calek po poszczegdlnych odcinkach, a po_]cdyncze sZe-
regi (2.11) i (2.13) wiaza¢ z catoscig konturu, W przypadku konturéw wielosp6jnych
ukiad (2.14) rozbudowuje si. Korzystajac z zasady- superpozycji zadamy wéwczas
spelniania warunkéw brzegowych na kazdym z konturéw. Mozna réwniez w ana-
logiczny sposéb rozwiazywad zagadmema krzywohmowych otwordw, ‘wzmocnief
oraz stanow wymuszonych przcmleszczemem na krzywej.

Niezwykle waznym clementem rozpatrywanej metody Jjest badame zbieznoéci
szeregOw—rozwigzan i przybliZone okreflenie ich granicy. Zastosowanie szeregéw
Fouriera pozwala z jednej strody oprze¢ si¢ na matematycznych ‘kryteriach ich
zbisxtiodci, z driigiej —numerycznie okredlaé przybhzone ich gramce W tym celu
dogednic jest sporzadzi¢ »mape zbieznofci» szeregOw—rozwiazan. Przy Tozwia-
zaniu réwnaf (2.14) zdecydowana wigkszo§¢ czasu procesora maszyny cyfrowej
{od 957 do 9977) zajmuje obliczenie wartofei calek (2.15). Mozna wiec (po za-
petnieniu tablic tych calek) niewielkim nakladem czasu otrzymaé wydruki pofrednic
(przy mnigjszej liczbie wyrazéw szeregu) i na podstawie tak . sporzadzonej mapy
okregli¢ w przyblizenin granice szeregéw-—rozwiazai. - o ;

2.2. Plpty ortotropowe

Uwzglednienie ortotropii w plycie o dowolnym konturze nie wprowadza zasad-
niczych zmian do podanego wyzej ogdlnego toku rozumowania. W przypadku
rozwazania malych ugieé sprezystych takich plyt roéwnanie przemleszczemowe
przyjmuje postac [15]: S
Fw  w aw
D" ox* _.+2H ox? ay? +D,- Ba"'_—_q"

gdzie

o ER B R
b=y 12(1=v, 1)’
H=D,,+2D,y, - \
(2.16) _ B wER
~ 12 A=vevy) 12(0—v,v)°
G,, b
D,,= 12-.

Statych D,, D,,, H nie mozna wymeéé przed znak sumy (]ak we WZorze, (2 4)).
Otrzymamy wiec, uwzgledniajaca powyisze sztywnoscl zmlemonq postaé wspot-
czynnika operatorowego : .

‘ Ot oy i - _ sl ‘
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ktéry tutaj zastapi wielkos ZufD Wystopujaca w praypadku plyt izotropowych.
Zmianie ulegng réwniez wzory (2.9) okreSlajace skladowe tensora momentow.
Wyraza sig one w tym przypadku wzorami - . .
g (5, )= 3 (D 0+ Drz B7) o (Gt + ) i e xS0 By 3

(2_18) ) my (xa y):‘z (Dv ﬁf‘l-blz urzn) 6::;: (a?nn-l“a:m'i-arn) sin G X Si!l ﬁu Y

. r
My (x, »=-2D,, S P f,f (a?rm-‘—,amn +a:£;) €OS oy X COS V.

B

Catodc dalszego rozumowania zwigzanego Zz wymuszaniem odpowiednich warun-
kow brzegowych na konturze plyty rzeczywistej jest analogiczna do przypadku
piyt izotropowych.

2.3. Plyty o zmiennej sztywnosci

Aby rozwazy¢ plyte o zmiennej sztywnoéci 1 dowolnym konturze naleZy najpierw
przestedzic takie rozwigzanie dla swobodnie podpartej piyty prostokatnej. Prze-
mieszczeniowe réwnanie rézniczkowe ma w tym przypadku postaé

(2.19) V2 (DV? w)— (1 =V) LD, w)=¢,

gdzie

2D 32w+32D atw 23’-D ot w
ox? oy & ox* T dxdy dxdy "

L(D,w)=

Proponuje si¢ rozwiazanie podobne do rozwigzania Z. KACZXOwsKIEGO [6], je-
dnakze bez rozwijania danej funkcji sztywnosci D (x, ») w podwdjny szereg Fouriera.

Zatézmy wstgpnie, Ze funkcja D (x, ) jest w obszarze plyty ciagta i rézniczko-
walna. Po przedstawieniu nieznanej funkcji ugigcia w(x,y) w prostokacie
K, (0<x<a,0<y<b) w postaci podwojnego sinusowego szeregn Fouriera

(2.20) w (x, )= 2 B 51 (2 %) i1 (B3 1)
: - S _
mozna weiagnac niezalezng od m i n funkcje D (x, .y)kpod znak sumy
(2.21) D (%, ) V2 W (%, )=, fhun thun Kom (%53,
gdzie - .

ﬂmn=“:1+ﬁ: » N '
Kmn (x: y)=_-D (x, y) sin (a'm x) un (ﬁu }’) .
Podobnie obliczamy =~ "

L(D, wy=— Zamn Hyy (x: »>

Ho (%, Y) =102, Dj; (%, )+ B3 D, )] sint (o ) sin (B )+
_ T o Dt B Dy (%, ¥) €08 (0 X) €05 (B V) -

(2.22)
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Réwnanie (2.19) mozna wiec z kolei napisaé w postaci

@23) VDt G Ko (5, 21 =9) 3ty Ho (3, 3) =g (x,3).

mn mn
Aby rozwiazaé to rownanié rozwiniemy ponowrie jego lewa i prawg strong w po-
dwéiny sinusowy szereg Fouriera

D) Dt thun Qo Foe it 01, x50 B, y -+

rs nn

(2.24)

rs mn TS

+(1 —ﬁ)Z Za,,,,, G e SIN o1, X SED B, p= Za‘js sin o, x sin B, y,

gdzie

1 g .
Fmrrrs_'—'-_a;z- _{;lmen (x’ J’) Sln (ar x) sin (ﬁx y) dx dJ’,

1
Gmnrs_ _4;1; £men (x, y) sin (Otr x) sin (ﬁs ,V) dx dy‘

Po poréwnaniu odpowiednich harmonicznych lewej i prawej strony réwnania
(2.24) otrzymamy vkiady—w liczbie r*xs* —réwnari algebraicznych na m® xn*
niewiadomych wspélezynnikow a,, _

(2 25) Z amu [’Frx Honn anrs “1‘(1 - v) Gmr!rs]=ﬂfs R

r=12..,r" s=12 ., 5.

Dla danej plyty o dowolnym ksztatcie kontury (2.1) musimy przyloZzyé na nim ob-
ciazenic kompensacyjne (2.13). Po wprowadzeniu oznaczen {2.15) ukiad réwnan
(2.25) przyjmuje postaé

(226) Zamn [”rs ”mn anr.s+(1"'v) Gmm-.w] =afs+ 2 2'[Pt_u Air'su."'Mm Bir.w] .

ma i=gs o
Powyzszy uklad r*xs* réwnafi zawiera m*xn*+(4p*+2) niewiadomych. Uzu-
pelniajacy system réwnai dostarcza nam warunki brzegowe na konturze plyty
rzeczywistej. W przypadku utwierdzenia mozna je bedzie napisa¢ w postaci

) — .
Wiy ™= ) § Cn Ajmnv”"—"‘(): j=c, &,
W
(2.27) : - -
w'-=-1- §'a Brmy=0, v=0,1,2,...,v%.
v /lv ma 7 jumny [] y 4y :---s‘

T

Otrzymany ukiad réwnaf (2.26)-(2.27) jest pelnym ukladem algebraicznym na
niewiadome wspolczynniki a,,, P i M,

Aby rozszerzy¢ powyisze rozwigzania na klase sztywnosdci nieciaglych lub: nie-
rozniczkowalnych - wygodnie jest zrezygnowaé z weiggniecia sztywnosci D (x, y)
pod znak sumy (wzér 2.22), poniewaz w dalszym procesie réiniczkowania takiego
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szeregu (2.23, 2.24) nalezaloby te nieciaglosci nwzgledni¢ (rézniczkowanie -wyraz
po wyrazie daje w tym przypadku szeregi rozbieine odwzoqucq_ tzw. pochodna
dystrybucyjna [7 i 17]). Przedstawimy wowczas pierwszy wyraz réwnania (2.19)
w postaci '

(2.28) V2 (DV? w)=V?* DV? w+2(DJc rm -FD;, "~y~) V2w+DViw,

i po rozwinigciu w szeregi otrzymujemy

V2 (DV? ) =Zayn Ty (%: 1)

gdzie ' '

T'mn (x: y) :{D ()C, y) nﬁm_ [D:t;: ()C, y) +D;; (x3 y)} ”mn} sin (‘xm JC) sin (ﬁn y) -
(2.29) , L 2 D% (%, 9) iy €08 (ot %) 8i0 (B )
+ D (%, ¥) By sin (oo %) c08 ()]

Réwnanie (2.23) przyjmunje postaé nastepujaca

(2.30) > i (Lo (5, )+ (1) iy &5, D] = (55 90
Dalszy tok postgpowania jest analogiczay do poprzedniego, jedynie catki w obszarze
prostokata K, ulegna rozbicu na. calki po odpowiednich obszarach ciaglosei funkcji
podcatkowych. Omijamy tutaj Klopotliwe rézniczkowanie podwojnego szeregu
odwzorowujacego funkcje ze skokiem {funkcja D (x, y) jest rézniczkowana bez-
posrednio).

3. STATECZNOSC PLYT.

Problem statecznosci pojawia si¢ w plytach przy obcigzeniu ich sitami .styczhymi
do plaszczyzny $rodkowe;j. Przy ich uwzglgdnieniu réwnanie przernieszczeniowe
przyjmuje postaé: '
(3.1 o .;DV‘*-‘ =g N Zw +A?'3'2W‘ 2N, o

1 | W=t N TN G T e ey

w ktérej sily N, N, , N,, okre$lajg blonowy stan naprezen plyty. W pracy zajmiemy si¢
przypadkami wyboczenia plyt o dowolnym ksztalcie konturu obcigzonych jedno-
osiowym lub dwuosiowym jednorodnym §ciskaniem w plaszezyinie §rodkowej: :

(32) N:é=_'N" “N:v=""CN5 }:ny:.{)y

¥
¢=-—=const.
N,

x

Rozwiazanie przypadku N,,70 wymaga stosowania petnych szerepdw Fouriera
(mxeszana pochodna &% w/dx dy powoduje przejicie szeregu sinusowego W cosi-
nusowy); natomiast przypadki wyboczenia przy réinym od ‘stalego. rozkladzic $it
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bionowych w stanie podstawowym: (przed wyboczeniem) wiazq sig z rozwiagzaniem
stanu tarczowego, co komplikuje zagadnienie.

Biorge pod uwage zalozema (3.2) oraz fakt, ze obquema normalne do pla-
szezyzny $rodkowej beda wylacznie 0bc1qzen1am1 kompensacyjnyml modelu;q-
cymi warunki brzegowe rzeczywzstej p!yty, ofrzymamy réwnanie (3.1) w postaci

. D 2 Gyan [”mn (Otm + Cﬂf ] sin (C"J;t x) sin (IBH y):: V
(3'3) . mr.l
- = Z Z Z(Pi“ Aimﬂ#+Mﬁu mmn) Sm (“m x) sin (ﬂn J’) s

mn i= c,s "

gdzie wprowadzono rozwiniecie (2 20) oraz oznaczema (2 13) 1 (2.15).

Z kolei zalozymy warunki brzegowe rzeczywiste] plyty i otrzymamy na 1ch pod-
stawie uklad réwnan algebraicznych na niewiadome wspélezynniki Py, My, Uklad
ten, analogiczny do (2.14), bedzie teraz ukladem nicoznaczonym, poniewaz zeruje sig
macierz. wyrazow onnych (zewnctrzne obcigzenie normalne do plyty ¢ (x, y)==0).
Dla plyty utwnerdzonej przesuwme przyjmle on postac

Z ZPm Z zmn Atmnu A’jmnv + Z 2 Mz.u. 2 Emn Binmu -Jmnv —0

(3.4) i=c,8 u= i=cs u=
2 ZPULZ zmn Alm?!ﬂ ,mmv+ Z 2 M!,uZ Emn Blmn,u, JlRHY T 0
P=¢,s u= mn i=¢spn= mu
gdzie
1

zﬂlﬂz :

N
(B el

Uklad ten ma rozwigzanie niezerowe _]edymc w przypadku, gdy jego wyznacznik
glowny réwna sie zeru

3.5 W(N)=0.

Otrzymujemy wige réwnanie na wystepujaca w nim niewiadoma sile N. Cigg
rozwigza réwnania (3.5) przedstawia ciag obeigzen krytycznych plyty. Nalezy
jednak zwrdci¢ uwage, Ze moZliwo$é niezerowych rozwigzaf ukladu (3.4), tzn.
mozliwos¢ utraty statecznodci plyty dotyczy zardwno plyty rzeczywistej, jak réwniez
odcigtej czeci plyty pomocnicze]. Jezeli interesuja nas nizsze (pierwsza lub druga)
sity krytyczne, wystarczy dobra¢ plyte pomocniczg mozliwie mata (np. opisang
na plycie rzeczywiste]j). Natomiast je§li nie mamy pewnosci, czy otrzymany wynik
dotyczy czefci rzeczywistej, czy odcietej, konieczny jest dodatkowy test poréwnu-
jacy, np. energig zgmama poszczegolnych fragmentow plyty, lub inng miare ich
deformaciji: : o -
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4, ZAGADNIENIA DYNAMICZNE PEYT

Aby rozwazyé zagadnicnie dynamiki ptyt, gdzie obciazenie i ugiecie sa funkcjami
czasu nalezy w réwnaniu (2.2) uwzgledni¢ dodatkowe obciazenie przypadajacg
na pole jednostki powierzchni plyty sita bezwladnosci

vh @ w(x, ;1)
“.1 DV* w{x, y, t)"“—g“"—*—at—f——“:q(x, ¥» t)

gdzie y oznacza cigiar wlagciwy materiatu plyty, g przyspieszenie ziemskie oraz V*
bilaplasjan uwzgledniajacy rézniczkowanie wzgledem x i y. _

W przypadku piyt o dowolnym ksztalcie konturu, obcigzenie g (x, y, f) bedzie
skladato si¢ z dwéch obciaZen o réZnym charakterze:

@42 g (x, y, )=¢"(x, 3, )+4" (5,3, ),
gdzie ¢ (x, y, ¥) oznacza obcigzenie kompensacyjne modelujace warunki brzegowe
(o charakterze biernym) oraz qx, 1) obcigzeniec wymuszajace (czynne).

Rozpatrzmy drgania swobodne plyt (¢*=0). Ze wzgledu na bierny charakter
obciazen kompensacyjnych mozemy ich zmiennoéé w czasie uwarunkowaé zmien-
noéciy przemieszezen

w (x, y, H=w (x, y) sin (@t +¢),
g* (x, y, )=0 (x, y} sin (wt+9),

gdzie @ oznacza czgsto$é drgan wlasnych plyty oraz ¢ zalezne od warunkow po-
czatkowych przesunigeia fazowe.

(4.3)

Otrzymamy réwnanie rézniczkowe. amplitod w postaci

{44) DV4W(x,y)_k2 G)ZW(x,y)ﬁQ (x,y)'
gdzie
]
lkﬂ:..?__.
g

Po rozwinieciu powyzszych amplitud ugieé i kompensacyjnych obciaZef W podwdjne
sinusowe szeregi Fouriera oirzymamy!

Dy [12,— K 7] sin (o %) it (o )=

4.5 e : :
( ) = ZI 2 2 (Pin_Aimnu+ Mm Blmnn) Sil‘l (OC,.,, x) Sil’l (ﬁn J") -

mn I=c,8 B

‘Powyisze réwnanie jest z matematycznego punktu widzenia analogiczne do
réwnania (3.3). Dlatego tez dalszy tok postepowania bedzie podobny do przypadku
badania utraty statecznosci ptyty. Niewiadome wspélczynniki rozwinigé obcigzen
kompensacyjnych wystapia w ukladzie rownan wynikajacych z warunkow brzego-
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wych plyty rzeczywistej. Przykiadowo dla plyty utwierdzonej przyjma one postad
(3.4) przy zmienionym wspélczynniku :

1

fmn‘—'fg.’,',“ = 22 -

2 232
(a'm+ 1

(4.6)

Ten nicoznaczony uklad réwnan ma rozwigzania niezerowe przy wyznaczniku
gléwnym réwnym zeru. MoZna wiec z tak postawionego réwnania obliczyé ciag
czgstodei krytycznych plyty. Nalezy jednak pamigtac, ze podobnie jak w przypadku
statecznosci otrzymujemy rozwiazanie zaréwno dla plyty rzeczywistej jak i odcigtych
fragmentow plyty pomocniczej. Zaleca si¢ wiee stosowanie mozliwie ‘malych plyt
pomocniczych (opisanych na rzeczywistych), a w przypadkach watpliwych wpro-
wadzenie testéw poréwnujacych np. amplitudy energii zginania poszczegdlnych
fragmentow plyuy. \

© 5. PRZYKLADY NUMERYCZNE

Oméwiony metody rozwiazano kilka przykladéw numerycznych tak zazwyczaj
dobranych, aby znane byly ich rozwiazania w zamknigtej formie. Pozwolilo to .
w przypadkach szczegdlnych upewnié si¢ co do prawidtowoéci ogdlnych programoéw
1 oszacowan doktadnodé metody. Obliczenia wykonywano w wigkszo$ci na maszynie
cyfrowej CYBER 72 w jezyku FORTRAN 1V,

Do przebadania najkorzystniejszych prbporcji plyt pomocniczej i rzeczywistej
wykorzystano obcigzong jednostajnym obcigzeniem ciagiym g plyte kolowa rozsze-
rzong do kwadratowej. Jak widaé na rys, 2 proporcje te mozna dobieraé stosunkowo

| M= My g R mx 0™~ liczba wyrozow szerequ
g7t : podwajnego
o B
as e n=6
am -

013 |-

a1es

Wspdtrzedna poziomej asymptoty hiperboli
przeprowadzaney preez punkly (8,12, 24)

1 { £ i 1 1 i L 1 :
a2 04 g5 08 10

Ae=2Rpx

Rys. 2

dowolnie ze frodkowej czgfei przedziatu 1, =2R/a (0,35 1,<0,8). Dla wigkszych
Ay szeregi stajq si¢ nieco wolniej zbiezne, a dla mniejszych moga byé nawet rozbiezne.
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7 kolei rozwazono obcigzong analogicznie. plyte eliptyczna. o proporcjach
R,/R,=0,5 rozszerzoni do prostokatnej (e =2R,/a=2R,{b=0,5). Problem ten
posiada rozwigzanie zamknigte [15], z ktérego mozna wyliczyc:

_ M(t)

M. (t)= 5

4R}

(5.1) PQ)
S B, (t)=—===1,0+0,7625 cos 2¢.

=0,1695—0,1017 cos 2¢,

Rézne od zera sa tu wige jedyﬁi_é: zerowa i druga harmoniczna rozwinigeia obciazen
kompensacyjuych wzglgdem parametry t. W przykladzie dobrano m*==n* =48,
p*=4, co oznacza m=1,3,5,.., 95 n=l, 3,5,..,95 u=0,2,4,6 Tak wige
_harmoniczne g=4, 6 moina uwazaé za zaki6cenia wynikow i gledzi¢ ich zanikanie
(wzory (5.1) wyprowadzono po obserwacji mapy zbieznoéei przykladu).‘

My
0180 t= Pierwsza harmoniczna
g - Tl
T ] ' \ l | | I Gianice
! R | T 4 6T T 01695 -
EERERRERE
! ! ] t I TR P W ] L
IR % 20 ¢ 2.8 3. A0 M 48 piop
M
k8 4 o ow omom 28 2 % WM sem*=n"
b T | T U S S S I -
[ I 1] ' ‘| .
P [ I .
BEEEEERERER
w100 - ,
100 I S T W IO O | Granica
l I [T 1 I oom
0165 &
Druga harmoniczng
010 -
: ) Trzecia harmoniczna
Ll

4 8 1 16 20 2 28 3Z 3 40 44 48 ¥

Czwarfa harmonisznd

| i [ i ' 1 ’ 4 o

———y
4 8 @ %6 2w M B 2D o 4 | opten®
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Rys. 3 przedstawia proces zbieznoéci poszczegdlnych harmonicznych (amplitud)
bezwymiarowego momentu utwierdzenia plyty. Widaé wyraZnie zmierzanie zerowej
i drugiej harmonicznej do granic (5.1) oraz oscylaq@ wyZszych harmonicznych
wokot zera.

Dla rozwiazania zamknigtego maksymalny bezwymiarowy moment utwierdzenia
wynosi M. =02712, W rozwigzaniv ‘metoda szeregdw uzyskano bezpo$rednio
M_..=02752, co daje 1,5% bledu. Zastosowanie jednej z procedur okreélajacych
przyblizona granice szeregu pozwala na zmmniejszenie bigdu ponizej 1%, (np. pro-
cedura AITKENA [l, 24] przez punkty m*=n*=16, 32,48 daje M_, =0,2719,
tzn. 0,275 bledu), : .

Ostatnim z preyktadéw numerycznych dia zginania piyt utwierdzonych na brzegu
jest analogiczna do poprzedniej plyta” kolowa podparta dodatkowo w §rodku.
Do ukladu (2.14) dochodzi warunek zerowania sie ugigcia w §rodku plyty pozwa-
lajacy wyliczyé dodatkow niewiadoma, réakcje Srodkowej podpory. Jak obliczono,
reakcja ta réwna jest Fy—=F/qnR?>=0,246 (dla m*=n*=20), tzn. przejmuje okolo
1/4 obcigZenia. Moment utwierdzenia maleje’ blisko o polowe—z M,=0,125 do

. Ugn;cre prgfy kafow.ry zpadparq wsmdku -

%
0005 i
a010 :
qots

whi/gR’

|
B U recre pfgtg bek daﬁ’arkowq,' podporg R

Rys 4 ARIREE
k.-O 066 Rys 4 pokaZUJe ugl@cm plyty na jej: éredmcy W przypadkach z podpora
i bez podpory érodkowe;j.

Plyte kolowa wykorzystano réwniez w przykladzie numeryczaym rozwigzania
zagadnienia stateczno$ci, Zalozono dwuosiowe Sciskanie kwadratowej plyty po-
mocniczej réwnoznaczne ze §ciskaniem radialnym plyty kolowej obcigzeniem
N.==const, Z uwagi na charakfer rozwigzania jako niewiadome w réwnaniach (3.4)
pozostawiono wylatczme stale sity i momenty kompensacy]ne Tak wu;c rownania

te PTZYJQI)’ postac SRR

; .PZ an Amu Amn +M2 Cmn Amu an"'_“o

Smn

(5.2)' " | PE &‘,,;" A B,,,,,+MZ Z,,,,. B,,m er =0

mn m n

n—-—11 3 5,. .
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-gdzie
i

N
kmi+ﬂ3)((ai+ﬂ§ —_“5)

Z"amn-u

3>

Ix

A= [ sin T 5 (1) sin [ 3, ()1, .

in : ’
B = [ {0 Y. (£) €08 [otm X5 (O] sin [By y, (€)1 =
— B, %, (1) it [en X, (£)] 08 [ 9, ()1} o,

a a
x5 (£)= -5+ Rcost, ¥, (_t)=—2-+Rsin t.

Zerowanic sic wyznacznika powyiszego ukladu daje réwnanie na niewiadome sily
krytyczne Nt : '

(5-3) w (N)= Z E”’" A Amﬂ Z zm’ Buv B;w“"'(z C‘m A,,,,. B,,,-,,)z =0.

Pierwiastki powyiszego réwnania najkorzystniej znalezé na podstawie przebiegu
funkeji W (V). Jest to wielogateziowa krzywa (rys. 51 6) o pionowych asymptotach
w punktach okreslajgeych sily Krytyczne plyty pomocniczej. W przypadku plyty
kwadratowe] wynosza one

Nkaz
3 = 12 (m*+n?),

(5.4)

_przy czym m i n ze wzgledu na symetri¢ osiowa przybierajg wartofci nieparzyste.
Miejsca zerowe krzywej (5.3) okreflaja sity krytyczne plyt o warunkach brze-
gowych wymuszonych na krzywoliniowym konturze, «rozcinajacym» plyte
kwadratows na czes¢ wewngtrzng i zewngtrzng. Na rys. 5 widaé zerowanie si¢ krzy-
wej W (N) jedynie w micjscach oznaczajacych dwie pierwsze sily krytyczne utwier-
dzonej przesuwnie plyty kolowe)
N, R?
, | Fy=-—p—= 14,682,
335 )

N2 R

= = 49,219,
Ry=-—p 49,

natomiast na rys. 6 widzimy dodatkowe posrednic miejsca zerowe pomigdzy N,
i V,. Te dodatkowe pierwiastki réwnania (5.3) wiaZg 8i¢ Z utratg-statecznoscei od-
cinanej zewnetrznej czeéci plyty pomocniczej (w pierwszym przypadku a=2R
~ zjawisko takie nie wystapi pomigdzy R, i N,). Dla rozstrzygniecia, ktora z czedc
-, plyty ulega wyboczenin poréwnywano calki '

(5:6) J#ffwz (x, ) dF
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dla czesci wewngtrznej (F=F,) i zewnetrznej (F=F,) plyty pomocniczej, przy czym
funkcja ugigcia obliczana byla z dokiadnoicia do stalej (przyjeto w (a/2, a/2)=1).
Jedna .z powyiszych calek byla zawsze bliska zeru, co okreglalo obszar wyboczenia.

w(R) L

a0¢

804 |-

,HM. N | !Nkzl S WO N’Q Ny %
] % 20 2| B 3 3 a0 a4 49 oocoossoe
144, 7, N=Ng /D
(dokt. 1468) '

L3N

1
-
3

1

Rys, 5,6

6. WNIOSKI KONCOWE I PERSPEETYWY DALSZYCH BADAN

Przedstawiona w pracy metoda szeregdw konturowych stanowi w zasadzie kon-
cepej¢ rozwigzywania problemdw konstrukcji powierzchniowych o dowolnym
kontarze i moZe by¢ wykorzystana w réinorodnych zagadnieniach zginania, sta-
tecznodel 1 dynamiki takich ustrojéw. Jej uniwersalnoéé pozwala jednak stosowaé
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ja réwniez do innych: typéw réwnan (ukladow réwnat) rézniczkowych czastkowych
funkcji dwu zmiennych z warunkami brzegowymi okre§lonymi na dowolnej kezywej
zamknigtej. Dla rozwigzania danego zagadnienia konieczne jest, znalezienie zwigzkow
przyczynowo-skutkowych pomigdzy wielkoéciami generujacymi stan obszaru
(np. obciazenia ciala), a funkcjami stanu wchodzgcymi w sktad warunkéw brze-
gowych. W przypadku trudhodci ze znalezieniem takich zwiazkéw mozna skorzy-

staé np. z analogii matematyczne) (zagadnienia skr¢cania Protéw).

Kolejnym warunkiem stosowalnoci metody jest znalezienie 'rozszerzonego
obszaru (zawierajacego w sobie obszar badany), na kiérym zastosowanie podwoj-
nych szeregdéw Fouriera pozwoliloby na latwe spelnienie zaréwno-réwnan réimicz-
kowych zagadnienia, jak i jego warunkéw brzégowych. Pewnym ulatwieniem jest
tutaj fakt, e rozwigzanie nie zalezy od rodzaju warunkéw brzegowych na rozsze-
rzonym obszarze, moga wiec one byé dobrane dowolnie, dogodnie dla stosowania
szeregéw Fouriera. IR

Spetnienie réwnania (ukiadu réwnaf) przez wspomniane szeregi jest mozliwe
w zasadzie przy zaloZeniu stalych jego wspdlezynnikéw. W pewnych przypadkach
(rozdzial 2.3) udaie sig rozwiazaé powyzsza metods takie i réwnania o zmiennych
wspdlczynnikach, co wywoluje jednakie znaczny wazrost liczby réwnan algebraicz-
nych w koficowym ukladzie. Zastosowanie, jak w przypadku plyt i powlok, niepel-
nych szeregéw trygonometrycznych (np. typu sinus-sinus lub sinus-cosinus) jest
szczegdlnie dogodne lecz ni€ zawsZe mozliwe. Pociaga bowiem za soba koniecz- .
noé¢ uzyskania we wszystkich cztonach réwnania, po wykonaniy rézniczkowania,
analogicznych typSw wyrazow szeregow. Przykladowo w przypadku pojedynczego
réwnania o pochodnych czastkowych egranicza to stosowalno$é metody do réwnan
o pochodnych parzystych. '

Ze wzgledu na charakter zbieznosci szeregéw trygonometrycznych - niezbyt
korzystne jest stosowanie omawianej metody: w przypadku obcigZen skupionych
punktowo [4], szezegdlnie w przypadku gdy obciaZenia takie przykladane sg w po-
blizu konturu (miejscu skoku funkcji momentéw ‘gnacych i sit poprzecznych).
Nalezy jednak zwrocié uWagﬁg, 2e ‘w rzeczywistych konstrukcjach nie wystepuja
obcigzenia idealnie skupione, a rozmycie ich na pewnym skoificzonym obszarze
wyraZnie poprawia zbieino$¢ szeregéw —rozWigzan, .

Pewnym ograniczeniem metody jest rowniez niedogodnose jej stosowania w przy-
padku szybko-zmiennych wzdluz konturu obciazeti kompensacyjnych, co moze
byé wywolane np. znaczna ilofcig narozy na konturze lub zmilennych obcigZef
skupionych w poblizu krawedzi rzeczywistego obiektu. Narzuca to bowicm ko-
nieczno§é stosowania duiej liczby wyrazoéw w pojedynczych szeregach odwzoro-
wujacych obcigZenia kompensacyjne, co z kolei pocigga za soba odpowiednia
rozbudowe szeregéw podwéjnych. o o

- Opisane wyzej ograniczenia nie moga przestonié istotnych zalet metody szeregdw
kontnrowych. Niezwykle fatwy jest tutaj sposdb. wprowadzania réznorodnych
danych: konturéw .przez ich réwnania parametryczne. oraz .obcigzen jprze__:z ‘;ich fl'zb_z:
winigcia, w podwdjne. szeregi trygonometryczne. Réwniek korzystny jest. system
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wyprowadzania wynikéw. Ze wzgledu na otrzymanie ciaglych, funkeyjnych rozwia-
zafi mozemy znaleZ¢ interesujace nas wartosci funkcji stanu w dowolnym punkcie
rozpatrywanego obszaru lub z dowolnym zageszezeniem siatki punktéw (pomijajac
np. obszary nas nie interesujace). W metodach elementéw skoficzonych Iub réznic
skonczonych dostajemy odpowiedzi na calym rozpatrywanym obszarze, DIzZy czym
zageszezenie punktdéw kontrolnych musi by¢ w zasadzie z g6ry narzucone,

Istotng zaleta omawianej metody jest takie latwy sposéb badania zbieznosci
rozwigzafi. Sporzadzenie map zbieznosci szeregéw pozwala na szczegdlowe prze-
Sledzenie ciggow sum czgiciowych szeregdw —rozwigzaf i okreslenia ich przybli-
zonej granicy z duza dokladnoiciz. Tego typu szczegélowe badanie zbieznogci
rozwigzan w konkretnym punkcie rozpatrywanego obszaru jest w przypadku me-
tody elementéw skoficzonych lub réznic skoficzonych niezwykle klopotliwe.

Obecna praca przedstawia metode trygonometryeznych szeregdw konturowych
na wyrywkowym przykladzie zagadnied plyt utwierdzonych. W przygotowaniu
znajdujg si¢ opracowania dotyczace plyt z innymi warinkami brzegowymi, oraz
zagadnieri powlokowych. Nie wyczerpuje to jednak wszystkich mozliwosci metody.
Jednym z ciekawych, nie rozpatrywanych w pracy jej zastosowan moze byé kine-
matyczne wymuszenie stanu napreZers w plycie lub paneli spowodowane np. niedo-
kladnofciami podpory. W zagadnieniu tym wystapia niezerowe warunki prze-
mieszczeniowe na krzywej podparcia, co nie komplikuje algorytmu metody.

Omawiang metod¢ mozna stosowaé réwniez do plyt i powlok liniowo lepko-
-sprezystych opierajac sie na analogii sprezysto-lepkosprezystej T. ALrReva [2, 8],
do elementéw powierzchniowych spoczywajgcych na sprezystym podlozu oraz do
polaczeri konstrukcji odmiennych typdw {(np. wznocniei powlok krzywolinio-
wymi zebrami).

Na koniec zwraca si¢ uwage, ze petna koncepcja metody obejmuje dwa etapy
rozwigzania —budowania * konturowych réwnan calkowych przez rozwiniecie
w podwdjne szeregi oraz rozwigzanie tych réwnaf za pomocy szeregéw pojedyn-
czych. Widaé¢ wigc mozliwosci poszukiwania rozwigzafi wykorzystujacych tylko
jeden z powyiszych etapéw, np. rozwiazywanie réwnafi catkowych otrzymanych
w metodzie potencjalu za pomoca rozwinieé konturowych w pojedyncze szeregi.
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Penmme

TIPMMEHEHHE METOJA TPATOHOMETPMMECKHX KOHTYPHBIX PAIOB
JinA PEINEHNA 3ANEMJIEHHBIX TUIACTHH C TIPOM3IBOILHBIM KOHTYPOM

B paGoTe NpEBEAEH HEKOTOPHYH oBoOIEN B METO/, PEINeHAs 3a/ad NACTHH # obomouer
DpOMSBONBHOTC KCHTYpa. OH COCTOET B PACUHDCHHE 3aAHHOTO MOBEPXHOCTHOIC MICMEHTA
¥ HpOCTOMY BOIOMOTATCHEHOMY 3MEMEHTY, OMHAKO HONBEPTHYTOMY N0 SANaHHOMY KOHTYDY
COOTBETCTBYIOIMM KOMIEHCAITHOHKEM HATPYREAM, PEATHIHPYIOIHM Xa HeM AeliCTBRTENBHBIC
Kpaesple YCIOBHA,

B rauecrne opuMepa OBk cXeMEl PeIneHrs PacCMATPHBACTCR INACTANKE C 3AMEMICHHBIMIEK
xpasmy. Ee pacHidpuiTH X BCOOMOTATEILHOR MPAMOYTCIBHOA NIIACTAHKE CO ¢BoGOTHO OHCPTHIMU
KPaAMH, KOTOPAH LOABEPranach JCHCTBHIO KAX BHENIHAX HArpY30K JelcTBHTEILHON IIACTHHEA,
AKX ¥ HOHIBCETHHIX KOMIICHCALMOEHLIX HATPY3OK JUCTPAROYIHBHOTO XapaxTepa, pasBepHYTHX
B [BOHMEIC . CHHYcOMuansHbe pansl Pypee. M3 KpaeEbiX yeaosui meHcTBHTENsHOTO IICMCHTA
HOJIYYeHR] HHTErPANGHEIE YDADHCHHS, KOTOpHIE MOCHE DPa3ioMeHnd OYHKIEN KOMIICRCAIEORABIX
WATPY30K B ONHHAPHEH pax dyppe BHOML KOHTYDR, HEPCIIH B anrebpamyccxHe YPaBHCHAS HA
Hﬂsnecmsxe xoaddumitenTa pasmomenns STHX QYHROMI.

. PeltieR - pAA YHCICHAEIX OPAMEPOB,  TOKA3HBAOMEX MPAMCHEHIS NPHBEICHROTO METOHA
X HCCICHOBAHESM MaIEX ynpyrux nporufon ¥ yCTOHYHBOCTH IIIACTAHOK.
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SUMMARY

THE TRIGONOMETRIC CONTOUR, SERIES METHOD IN APPLICATION
TO CLAMPED PLATES WITH ARBITRARY CONTOURS !

A general method of solution of problems of elastic plates and shells with arbitrary contours
is presented. The method is based on an extension of the given surface structure beyond its boundary
so as o obtain a simple auxiliaty structure with appropriate compensatory loadings on the given
contour, in order to satisfy the actual boundary conditions. ;

A plate with clamped edges is considered zs an example of the general scheme of the solution.
The plate given is extended to an auxiliary rectangular, simply supported plate subjected to the
external loadings of the real plate and the unknown compensatory loadings of distributional
character expanded into double sine series. The boundary conditions aleng: the real contour yield
the integral equations which, after expansion of the compensatory loadings into single Fourier
series along the contour, change to algebrajc equations for the unknown expansions cocflicients
of the loadings.

A number of numerical examples is solved as an application of the method discussed to small
clastic deflections and stability problems of plates.
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